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1 Introduction

On constate un intérét croissant pour I’étude des solutions asymptotique-
ment euclidiennes des équations d’Einstein en dimensions supérieures, cf.|2, 5,
7, 8]. Les premiers travaux sur le sujet de D.Christodoulou et S.Klainerman,
cf. [4], prouvant la stabilité non linéaire de Iespace de Minkowski & quatre
dimensions utilisent les équations de Bianchi et, de ce fait, ne se généralisent
pas de facon évidente pour des dimensions plus grandes que quatre. L’exis-
tence globale sur R™™!, avec n > 4, pour des données initiales suffisamment
petites, de solutions de systéme d’équations d’ondes quasi-linéaires du type
des équations d’Einstein en coordonnées harmoniques, a été prouvée dans
[10, 13| (voir aussi [3] pour n > 5 impair) avec des conditions de décroissance
des données initiales incompatibles avec les équations de contraintes. Dans
|14], H.Lindblad et [.Rodnianski ont prouvé 'existence de solutions globales
des équations d’Einstein couplées & un champ scalaire, quand n = 3, pour des
données initiales C'*° suffisamment petites et asymptotiquement euclidiennes,
en choisissant de travailler avec la jauge harmonique (1.4).

Le but de ce travail est de montrer (cf. sections 2 4 9), en utilisant a la fois
la jauge harmonique (1.4) et la jauge de Lorenz (1.5), 'existence de solutions
globales des équations d’Einstein-Maxwell avec des données initiales petites
, en dimension d’espace n > 3 :

(1.1) Ry — 39 R = 87T, ,
' D,Fm =0

Ces équations donnent une relation entre le tenseur gravitationnel G, =
R, — 39uwR ( exprimé en fonction de la courbure de Ricci R, et de la
courbure scalaire R = ¢g"”R,, d’une métrique Lorentzienne g,, inconnue )
et le tenseur impulsion-énergie 7, = ﬁ(f,»\}"y)‘ — igu,,}"Ap]-}p) d’un champ
électromagnétique F,, = 0,4, —0,A,, , A étant une 1-forme ((n+1)-potentiel
électromagnétique). On peut noter que G, ne dépend que de la géométrie
alors que T}, est déterminé par le contenu physique de I'espace-temps. Ces
équations sont une généralisation ! directe des équations en dimension n+1 =
4.

On considére alors le probléme de Cauchy suivant : on se donne une
variété Xy (de dimension n) avec une métrique Riemannienne gg, un 2-tenseur
symétrique ko et des données initiales (A° = AVdx’, E° = EPdx") pour le
champ électromagnétique. On veut trouver une variété M (de dimension
n + 1) avec une métrique Lorentzienne g et un potentiel électromagnétique
A qui vérifient (1.1) telle que X soit plongé dans M, gy soit la restriction
de g sur Y , ko soit la seconde forme fondamentale de ¥y dans M et que

1. On pourra consulter I’annexe 11.1 pour voir que I’expression de T},, utilisée ici est
cohérente pour n > 3.
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(A% E°) soit la restriction sur ¥y du potentiel vectoriel A;dz® et du champ
électrique F;dx’ = Foda’ .

On suppose les données initiales C'* et asymptotiquement euclidiennes :
i.e. pour r = |x| — 400, @ > 0 et M la masse ADM on a :
(1.2)

8; +0(r'z" =), pourn >4,
VZ,j: 17"'7” AOZO(TFT”ia) y
kOij = O(T’_nT-H_a) s

n~2&»1

| BV = 0@ ).

( {(1 + %)5@- +O(r='=®) , pour n =3,
Joij =

Remarque 1.1. Pour n = 3, on note la présence du terme de type Schwarz-
child %, celui-ci tendant moins vite vers 0 quand v — oo qu’un O(r—17%).
En revanche, lorsque n > 4, le terme i—l‘ﬂ, correspondant a la généralisation
a symétrie sphérique en dimension n+1 de la métrique de Schwarzchild, est
un O(Tan’a). Ceci entraine la différence qui apparait, selon les valeurs de
n, dans la décomposition (12.13).

De plus, les données initiales doivent vérifier les équations de contraintes :
RO B kéjk(j)z +k(z]zk€)g = 2‘7:.Oz-¢.01 + ﬂjfij ,

(13) VZ7]: 1,...,71/ ijow—vlk(])] :f‘Oij.iJ )
VF =0

ou Ry désigne la courbure scalaire de gy et V la dérivée covariante par rapport
a go-

Remarque 1.2. Le fait que les équations de contraintes soient satisfaites
est une condition nécessaire pour avoir une solution des équations d’Finstein
(cf. par exemple [1]). De plus, ces contraintes se propagent, dans le sens o si
elles sont satisfaites sur ’hypersurface initiale, alors elles le seront sur toute
autre hypersurface dans l’espace-temps construit.

Enfin, on choisit de travailler avec deux jauges particuliéres : la jauge de
coordonnées harmoniques

(1.4) o, (g‘“’\/|detg\> =0 YWw=0,..,n,

et la jauge de Lorenz

(1.5) @(ﬂ&ﬁmﬂzo.
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Remarque 1.3. Dans [6], Y.Choquet-Bruhat a montré que le probléme de
Cauchy pour les équations d’Einstein (dans le vide) est bien posé en coor-
données harmoniques. Ce résultat fondamental s’appuie sur le fait que les
équations de contraintes entrainent la propagation dans le temps de la condi-
tion de jauge harmonique. Dans la section 4, on reprend cette argumentation
pour s’assurer que les jauges de coordonnées harmoniques et de Lorenz se
propagent bien dans le temps si on suppose que les données initiales vérifient
les contraintes (1.3).

Dans la section 10, on s’intéresse aux mémes équations mais avec des don-
nées initiales bornées et on montre, la aussi, qu’'une solution peut étre trouvée,
avec existence globale dans une certaine région C(R) définie en (10.1).

1.1 Résultat principal et esquisse de la preuve
1.1.1 Transformation du systéme

Pour des raisons de clarté et pour ne pas alourdir les notations, la plu-
part des résultats présentés dans cette thése ne concerne que les équations
d’Einstein-Maxwell (1.1). Mais ils restent valables si on considére en plus un
champ scalaire i) et qu’on s’intéresse au systéme :

Ry — L9, R=87T,, + T, .
(1.6) D, F* =0,

m@u (g’”’\/|det g|8,,w> =0.

avec Tuu = ,ﬂﬁ aI/w - %guu(gaﬁaaw amb), T;w = ﬁ(:’r,u)\f,ﬁ\ - iguqupFAp)
et F, = 0,A, — 0,A,. Ici, les conditions initiales vérifient, pour a > 0 :
(1.7)

( @ +206;+ 07 ) , pour n =3,
g0i3 = dij + O(rl_Tn_a) , pour n >4,

AV = O(r =) |
. Can,
Vi, j=1,...n koi; = O(r +21 ),

E°=0(r—=2 ),
Yo = Y=o = O(r ;n_jl) )
L Y1 = 0)i—o =O(r— 2 ),

Les équations de contraintes sont :
(1.8) ' '

Ry — kiykt; + kikd; = 2F0iFy’ + FigF7 + [Vibo|* + i
\V/i,j: 1,...,n V”{?o,]—vzkﬁéj :foj./c'i]+vi@/}01/}1 5

V. FY%=0.
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Notant Elg = g*%9,05, les conditions d’harmonicité et de jauge de Lorenz
(1.4) et (1.5) permettent d’écrire (cf. section 2) le systéme (1.6) sous la forme
du systéme quasi-linéaire hyperbolique suivant :

~ () (Fat B = 20,000\ (Tghy,
(1.9) Oy | As | = FA —| 0 :
(0 0 0
Far
ol
(1.10) il = hy — 1Y,

avec hj,, défini dans la section 12.4. .

Les termes sources F),, , FW et FUA sont décrits dans la section 2.

Un résultat important d’Y.Choquet-Bruhat (cf. [6]) assure que les équations
de contraintes permettent de montrer qu’une solution du systéme réduit (1.9)
est aussi solution du systéme de départ (1.6) (cf. section 4). On est donc
amené & chercher les solutions du systéme (1.9).

1.1.2 Enoncé du théoréme d’existence globale

Le théoréme qui suit est le résultat principal de cette thése. Cette section
ne contient qu’'une esquisse de la preuve, les détails étant présentés dans les
sections 2 a 9.

Théoréme 1.4 (Théoréme d’existence globale). Soient (3o, go, ko, A%, E°, ¥, 1)
les données initiales du systéme d’équations d’Einstein-Mazwell (1.6). Sup-
posons que Yo soit difféomorphe a R™, que (go, ko, A%, E° 1o, v1) soient C™

et vérifient les conditions (1.7) et (1.8).

Soit N un entier naturel tel que N > 2[*2] + 6. Soit go = 0 + h) + h} ou

2M
T) =504 n=3,
hgij: X(r)=0i - pour avec x € C™ wvalant 1 pour r > 3/4 et 0
0 pourn >4,

pour r < 1/2. Posons

(1.11)

Eny(0)= > (1L + )2 IR [2, +[](1 + )2 |2,
0<|I|<N

H(1 ) 2T TIA s 4 ||(1 4 )2 B0,
HI( A+ ) VEHIT T o3+ ([(1 4 ) 2T g |22)
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1l existe alors une constante €y > 0 telle que, pour toutes données initiales
vérifiant

(1.12) En,(0)+ M <egy, sin=3,
EN;y(O) <eg, Stn> 4,
pour un certain v > 0, le probléme de Cauchy pour le systéme (1.1) posséde

une solution C* globale (g, A,v) avec (R g) géodésiquement compléte.

Remarque 1.5. Les hypothéses sur le comportement des données initiales
quand r — +00o entrainent que l'énergie En ,(0) est bien finie.

1.1.3 Principe de la preuve

On considére 1'énergie suivante :
(1.13)
Ev(t)= sup / (|0Z'n'|* + |0ZT A? + 02" *) w(q) d"x
ZT

<r<
0STSE ez 1|<N

ou les champs de vecteurs Z et le poids w sont définis respectivement dans
les sections 12.2 et 12.4.

Soit Ty le temps maximal d’existence d’une solution du systéme réduit
(1.9). On a Ey(t) — co quand t — Ty . Soit 0 < & < 1 et soit T < Tp le
temps maximal tels que I'inégalité

(1.14) En(t) < 20ne*(1+1)%

soit vraie pour 0 < ¢ < T. (L’hypothése (1.12) du théoréme d’existence
globale et la continuité de Ey font que 7" > 0 ).

En obtenant différentes estimations de décroissance et en utilisant I'in-
égalité d’énergie de la proposition 1.12, on peut montrer que, pour € > 0
suffisamment petit, Uinégalité (1.14) entraine la méme inégalité avec 2Cy
remplacée par C'y pour 0 < ¢ < T contredisant, par un argument de conti-
nuité, la maximalité de T et entrainant que (g, A, ¥) est une solution globale.

Pour résumer, on peut séparer 'argument en trois étapes.

Etape 1 Dans un premier temps, on utilise I'inégalité de Klainerman :

Proposition 1.6 (Inégalité de Klainerman). Il existe une constante C telle
que

(L.15) (L4 |t + )" (L + [t = 2| Dlutt, )P < € Y (120l )]

[7<[742]
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siu est dans C®(|t—1,t+1[xR™) et tend vers 0 rapidement quand |x| — +00.

Celle-ci permet d’obtenir, a partir de (1.14), les estimations faibles de
décroissance :

Corollaire 1.7 (Estimations faibles de décroissance). Soit 0 <t <T. Soient
(', A) vérifiant (1.14) et h° défini par (1.10). Pour i = 0,1 avec &' = ¢ si
i=0etd=y>8sii=1, ona, pour |I[| <N —[22] :
(1.16)
- C=(1 4t +[gl) (1 4 Ja) 7~
0Z1p(t, x)|+|0ZT A(t, x)|+]0ZThi(t, z)| < i ’
Remarque 1.8. On note qu’en intégrant (5.1) depuis I’hyperplan t = 0 le

long de lignes ou t +r et w = |i sont fixés, on obtient des informations

=
sur ZY(h, A,0) et que ces estimations sur Z(h, A,v) entrainent celles sur
0Z1(h, A,v) puisque |0¢| < CZ|I|:1]ZI¢|/(1 +t+ |q|) . Rappelons ici que
ce sont les dérivées tangentes aux cones t —r = cste qui sont symbolisées par

9= (0y, 01, ..., 0n) avec Oy = Oy + O, et Oy = Oy — w;0, pouri=1,..n.

Etape 2 En dimension d’espace n > 4, on peut passer directement a ’étape
3 car les estimations (1.16) impliquent (1.22) et (1.23).

Pour n = 3, on a besoin du corollaire 7.2 de [14] (repris ici dans la
proposition suivante) pour obtenir des estimations fortes de décroissance.

Proposition 1.9 (Corollaire 7.2 de [14]). Icin = 3. Pour~' > —1, i/ < 1/2,
on définit cette fois le poids

1 1+ d >0
(1.17) w=w(q) = (1+ |Q|)1 ) g quan q ,
(1+ [ghV>*"  quand q<0.

Soit ¢, une solution de [’équation ljg¢w, = F,,. Supposons que HP =
g% — m*P satisfait
(1.18)

dt

g’ * 1 ¢ gl +1
H < Ht, )| ooy — < = |H|pr < = ,
Mg [ et <3 Wler < ST

dans la région Dy = {x € R3; t/2 < |z| < 2t}.
Alors, pour a = max(1++/,1/2 — i), pour tout U,V € {L,L, Sy, Sz} et un

q>0,
q<0.
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point arbitraire x € Dy, on a :

(1.19)

(1+1+ |2])]ew(q)0(t, z)|uy < C( sup Y || @(q) Z'6(r, )|

<r<
0<r<t 171<1

+ [ (Zal= @100t v lumwn) + (1 DI=@IFE ov =0

20+ @) 26w ‘”)'

|7]<2
On peut alors obtenir :

Proposition 1.10 (Estimations fortes de décroissance). Soit (h = h' +
hY, A, v) une solution des équations réduites d’Einstein-Mazwell (1.9). Sup-
posons que (h', A ) vérifie (1.14) sur lintervalle [0,T). Alors pour tout
te€0,T], on a :

(1.20) pour n = 3, |0] + |0A| + |0h|ry < Ce(l+t+|q) ",
(1.21) pour n =3, [0h] < Cet 'Int ,
(1.22) pour n >4, |0| + |0A| + |0h] < Ce(1 +t+q)) "

Sous les mémes hypothéses, soient v < v —0 et ' > § > 0 fizés. Alors

il existe des constantes My, et Cy, dépendant de (v, 1/,0), telles que, pour
[I|=k<N/2+2 :

(1.23)

Cre(L+t+ )7L+ [g) 7, >0,

0Z"p(t, x)| + [0ZT A(t, x)| + [0Z"h' (¢, 2)| < ,
Les mémes estimations sont vraies pour h° avec v' remplacée par Me.

Remarque 1.11. Comme pour la remarque 1.8, on peut obtenir des infor-
mations sur Z(h, A, ) et 0Z1(h, A, v).
Etape 3 Enfin, un calcul d’énergie donne :

Proposition 1.12. Soit ¢ une solution de |i|g(b = F' avec une métrique g
telle que, pour H*® = g*® —m®?  on ait :

(1.24) (14 |q|) Y| Hlee + |0H|ee + |0H| < C'(1+ )71,
(1+ |g)) M H| +0H| < C'(1+t+ |q) "2 (1 + |g]) "2 (1 +q-) ™.
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Alors pour tout 0 <y <1et0<e <~/2C, on a
(1.25)

|a¢|2w+/ 862w’ <8 [ 106Pwr16 / /
i Yo Yt

Dans [14], ces résultats sont obtenus par des calculs relativement lourds.
On utilise ici une méthode plus naturelle en partant du tenseur d’energie-
impulsion standard 7, = V,0V"¢ — g‘w@C,(baggzﬁ(Su” et en choisissant le

jO— 12
champ vectoriel X \/|dT5 w(q).

Ce'l0o|?
( i +|F||a¢|)

Remarque 1.13. On note que la condition de coordonnées harmoniques joue
1ct un role important car elle permet de contréler certains composants de
|0ZTH| par des termes en dérivées tangentielles 0ZTH (dont on sait qu’ils
décroissent plus vite) et des termes d’ordres inférieurs 0Z7H avec J < I
(utilisés par récurrence).

Pour terminer cette introduction, on donne ci-dessous un plan rapide des
sections qui vont suivre .

Dans la section 2, on transforme les équations d’Einstein-Maxwell en un
systéme d’équations d’ondes quasilinéaires.

Dans la section 3, on donne I’énoncé du théoréme 3.1 d’existence globale,
ainsi que 'idée de la preuve.

La section 4 est consacrée a la construction de données initiales satisfai-
sant la condition d’harmonicité (1.4) et la jauge de Lorenz (1.5) et a l'uti-
lisation des contraintes pour montrer que ces jauges se propagent dans le
temps.

La section 5 s’intéresse aux estimations de décroissance que 'on peut
obtenir si on fait ’hypothése (3.3).

Dans la section 6, on insiste sur le fait que les deux jauges considérées
permettent de controler plus finement certains composants de h et A.

Dans la section 7, on améliore, lorsque n = 3, les estimations de la section
5.

Dans la section 8, on utilise les différentes estimations déja obtenues pour
montrer le théoréme 8.1. Ce dernier permet d’achever la preuve du théoréme
3.1.

Dans la section 9, on vérifie que la solution est géodésiquement compléte.

Dans la section 10, on se sert du théoréme 3.1 pour étudier le cas du pro-
bléme de Cauchy associé aux équations d’Einstein-Maxwell, avec des données
initiales bornées, non nécessairement petites.

La section 11 réunit plusieurs résultats, calculs et remarques qui ont été
placés en annexes pour ne pas géner une premiére lecture.

Enfin, la section 12 présente les notations qui sont utilisées dans cette
thése.
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2 Ecriture sous la forme d’un systéme quasi-
linéaire

Dans cette section, on utilise les conditions de jauge pour transformer les

termes supplémentaires ( par rapport aux équations d'Einstein dans le vide

de [15] ) du systéme de départ (1.1), afin d’obtenir un systéme quasi-linéaire
de forme adéquate pour le reste de 'argumentation.

L’équation D, F* =0 de (1.1) entraine? :
(2.1)
0 =0, [ |det glg"” g (0aAp — aﬂAa)]
—9"90,(\/[det glg" DaAs) — g0y (v/Idet glg" 03 Aa) + (D9") |V/Idet glg" (DaAs — Do) |
=g /|det 9|0, A5 + g"70,(V/1det g]g"*)0a Ap — g*°0,(1/|det g]g"*) D5 An

=0 d’ap;‘,és (1.4)
=979/ [et 91,0540 +(9,9") | V/]det glg" (9,45 — D3A4)] -
)
Or , d’aprés (1.5) :

(2.2)

0 =030, (V/|det g|g"*An) = 0a | 0u(v/|det g|g'*) An ++/|det g|g" 0, Aq
=0 d’ap‘rfés (1.4)

=+/|det g|g"* 030, A0 + O3 ( |det g\g“”‘) 0, A, .

Ainsi :
(2.3) (I) =¢"°03 ( |det 9lg“°‘> OuAa
1
=g"? (5 |det g|g* (Dpgar) g™ + /|det 9|@ﬁg““) Opa -

On obtient donc :
(2.4)
~ 1
0=g""0,45 + 59“‘3 9" 059rr 9" 0, Aa +9"7(039") 0, Aa + 6" (0,9"7) (00 Ag — D5 Aa) -

S/

g

=0 d’aprés (1.4) et (1.5)

2. On note 0, = ¢*#9,05.
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Finalement, on trouve :
(2.5)
DgAa :guagyﬁ(augva)(aaAﬁ - aﬁAa) - (809“0‘)6MAO¢
:ml’ﬂmwﬁuhw(aaflg — 0gA,) + m”“mm&,hpkaﬂAa + O(|h||Oh]|0A]) .

Maintenant, prenant la trace de ’équation dans (1.1) : R,, — %QWR =
Q(Fuafl/a - iglu,yfgfoT), on Obtlent .

(2.6) R(1—”;1):2fwff"(1—”11).
Injectant R ainsi trouvé dans (1.1), on a :
(2.7) Ry, =2F, " Foa — %gwfm}"‘” :
Et on calcule que
(2.8)
2F * Foa — ﬁgw}"m}"‘” =2m?(0,A5 — 05A,) (0, A — 0aA)
- ! T (0,4, — 0. A) (0 A5 — 03A,) + O([RI[DAP)

Ceci montre bien qu’on peut écrire les équations sur A sous la forme sou-
haitée. En ce qui concerne la transformation de R,,, on peut utiliser les
calculs de [15]. Ainsi, en supposant les conditions de jauge (1.4) et (1.5) vé-
rifiées, on peut écrire (1.1) sous la forme du systéme d’équations d’ondes
quasi-linéaires :

( Oyhy, = Fl(h)(0h,0h)
—4m0‘ﬂ(8uA/g — 8ﬂAM)(8,,Aa — aA,,)
(2.9.1) +22my,mmPT(0,A; — 0;A5)(0aAs — O5A,)
+O([h]|0AP) ,

0,4, = m"Pm"*0,h,, (0,45 — 054A4)
+mPrmA0, h,n0, Ag
L (2.9.2) +O(|h||OR||0A]) ,

ot F,,(h)(Oh,0h) est défini dans le lemme 3.2 de [15] et Ay = g — My

Plus précisément,

(2.10)  Fo (h)(0h, 0h) = P(9uh, 0,h) + Qu(0h, ) + G (h)(Dh, Oh) |



2 Ecriture sous la forme d'un systéme quasi-linéaire 13

ou

]_ / / 1 ! /
(211) P(auh,ﬁ,,h) = Zmaa 8,uhaa’ m’% 8l,hgg/ — §ma°‘ mﬁﬁ aﬂhaﬂ 81/h0/ﬂ’ )

(2.12)
Qm,(ﬁh, (9h) = (%hgu mo‘almﬁﬁlaa/hﬁ/y—mo‘almﬁﬁ/ ((%hgu (%/ha/,,—aﬁ/hgu 8aha/,,)
_|_mao/mﬁﬁ’ (auh’@/ﬁ' aahﬁy_aaho/ﬁ’ auhﬁu)+maa,mﬁﬁ, (ayha//gl 8ahﬁu—aaha/ﬂ/ 8Vhﬁu)

1 / / ]_ / /
+5m™ mP? (95 haar Opuhgy—0,haar O hﬁy)juimfm mP? (95 haar Ovhgu—0yhaar Ohay) -

On remarque que (@, vérifie la condition nulle (cette structure particu-
liére est définie dans [12]; les formes nulles standardes sont Qag(0¢,0Y) =
000510 — D300t et Qo(Dp, OY) = m*P 0,01 ) et que G, (h)(Oh, Oh) est
une forme quadratique en Oh avec des coefficients lisses dépendants de h et
s’annulant quand h s’annule : G, (0)(0h,0h) = 0. Parcontre, le terme P
semble a priori plus problématique. Pour I’étudier, on utilisera sa décompo-
sition par rapport a la famille ¢/ définie dans la section 12.3.

Rappelons que ﬂg = g*%9,05, on est alors amené a étudier le systéme :

ey F, +F 1, hO
[ 72 [ 1% 72 9wy
(2.13) DQ(AU) ( % ) (o ),
N————
Fuy

(t) _ X<r/t)X(T)¥5‘uy pour n = 3 ,
10 pourn >4,
X € C% , x(s) valant 1 quand s > 3/4 et 0 quand s < 1/2 et :

s _pt 0 0
ou hy, =h,, + h,, avec hy,

(2.14)
F,(R)(0A, 0A) = — 4m®(0,A5 — 03A,) (0, A0 — DaA,)

+ 1mﬂymaamﬁf(ag,47 — 0, A,)(0,A5 — 03A,)
n—
+O(|h]|0AF) |
(2.15)
F2A(R)(0h,0A) = m"Pm"0,h,0(0aAg — 03Aa) + M m 0yh 00, A
+ O(|h||0R||DA]) .

L’étude de la structure du terme source F); est déterminante pour la dé-
monstration de D'existence globale; la section 6 y est consacrée. Ce sont
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principalement les nouveaux termes FW et F4 qu'il a fallu analyser pour
s’assurer qu’ils permettaient bien d’utiliser la méthode de [14]. L’estimation
de la quantité |ZFy| est elle aussi capitale; c’est pourquoi elle est décrite
en détail dans I’annexe 11.2.
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3 Théoréme d’existence globale

Le théoréme suivant est le résultat principal de cette thése.

Théoréme 3.1 (Théoréme d’existence globale). Soient (X, go, ko, A°, E°)
les données initiales du systéeme d’équations d’Finstein-Mazwell (1.1). Sup-
posons que Y soit difféomorphe a R™, que (go, ko, A°, E°) soient C> et vé-
rifient les conditions (1.2) et (1.3).

Soit N un entier naturel tel que N > 2["2] + 6. Soit go = 6 + h) + h} ou
30 X(r)%% pour n =3,

0ij = avec x € C* wvalant 1 pour r > 3/4 et 0

0 pourn >4,
pour v < 1/2. Posons

(3.1)

Eny(0)= > (II0+ )"0V Rg|[7s + [|(1+ 7)1V Ko [
0<|I|EN

_i_H(l+T)1/2+7+|I|VVIAOH%2+H<1_'_r>1/2+'y+\l\vIE0H%2) )

1l existe alors une constante g > 0 telle que, pour toutes données initiales
vérifiant

(3.2) En,(0)+ M <ey, sin=3,
ENKY(O) S €0, st n Z 4,

pour un certain v > 0, le probléme de Cauchy pour le systéme (1.1) posséde
une solution C* globale (g, A) avec (R""! g) géodésiquement compléte.

Idée de la preuve :

Il est standard de montrer (cf. section 4) que toute solution h' du systéme
(2.13), avec des données initiales vérifiant les équations de contraintes (1.3)
et les conditions de jauge (1.4) et (1.5), définit une solution g = m + h' + h°
du systéme de départ (1.1). Et puisqu’on peut toujours construire (cf. sec-
tion 4) des données initiales vérifiant (1.3), (1.4) et (1.5) a partir des données
initiales du théoréme 3.1 , on est ramené a chercher des solutions globales
de (2.13). De plus, on sait que si les données initiales vérifient (1.3), (1.4)
et (1.5) alors il existe une solution locale en temps (h, A) de (2.13) telle que
g =m + h et A vérifient (1.4) et (1.5) pour tout ¢ dans un intervalle maxi-
mal d’existence [0, 7p]. On note que Ty peut étre caractérisé par le fait que
EMazwell() — 00 quand t — Ty .

Soit Epferwell(t) définie par (12.10), soit 0 < § < 1 et soit T' < Tj le temps
maximal tel que I'inégalité

(3.3) ENfarvell () < 2CNe?(1 + )%
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soit vraie pour 0 < ¢t < T'. (Les hypothéses du théoréme d’existence globale
3.1 font que 7" > 0). Le théoréme 8.1 permet de montrer que, pour € > 0
suffisamment petit, U'inégalité (3.3) entraine la méme inégalité avec 2Cy rem-
placée par Cy pour 0 < ¢t < T. Puisque £l ost une fonction continue,
cela contredit la maximalité de T et donc (3.3) est vraie pour 0 < T < Ty,
De plus, puisque I'énergie £3/92well(t) est maintenant finie en ¢t = Ty, on peut
étendre la solution (h,,, A,) au dela de Tp, contredisant ainsi la maximalité
de Ty et montrant que Ty = +o00. Ceci a pour conséquence que la solution
est globale.
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4 Construction des données initiales

4.1 Construction

Dans ce paragraphe, on vérifie qu’a partir des données initiales (go, ko, A%, E°)
vérifiant (1.3), on peut construire (g|i=o, 9:gli=0, Ali=0, OrA|i=0) satisfaisant
(1.4) et (1.5).

Soit x € C* valant 1 pour r > 3/4 et 0 pour r < 1/2. On a supposé

2M

r)==%d;; pourn =3,
go = 6 + b + hg ou hy,; = X(r)570y pour
0 pourn >4,

et on veut

. x(r)2Ls, pourn =3,
—o =m + h%|=0 + h'|i=o ot h), |i=0 = rot
gli=o li=0 |i=0 M’tO 0 pourn >4 .

Soit a? = (1- %X(T)) pour n =3,
1 pourn >4.

On pose tout d’abord :

(4-1) gij‘t:O = Goij, gOO‘t:O = _0’27 901’\t=0 =0,
(42) 8tgij|t:0 = —20,/{50,']- .

Il reste & déterminer 0;go,. Pour cela, on cherche a satisfaire la condition de
coordonnées harmoniques écrite sous la forme :

o 1 o
g ﬁaagﬁu = 59 ﬁaugaﬁ .

En prenant ;o = 0, on obtient :

1 . 1 ..
Egooatgoo = —gﬁlaigo,a + 59”@59@7 ;
et donc
(4.3) O gool =0 = 2a°g¢} koij -

Si on prend cette fois ;1 = 7, on obtient :

. 1 Y
9" 0:g0i = —9" ;i + 59" Oig
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d’ou
2 kj I
(4.4) Orgoilt=0 = a*gy’ 0590k — 5% 9 0igok; — adia .
Enfin, il faut construire Al,—y et 0y Ali—o.

Pour cela, on choisit Ag|;—g = 0, on pose A;|i—o = AV et 9;4;|;—o = E? et on
calcule 0y Agli—o en utilisant que (D*A,)|=o = 0.

4.2 Equivalence du systéme réduit et du systéme initial
On a construit (A|—g, ;Ali=0) tel que :

(4.5) D, A*i—o =0

On impose que A” soit solution de I’équation d’évolution

(4.6) O,A" = R," A" ,

avec A, li—o et 0,A,|;=o précedemment construites pour données initiales .

On note que (4.6) vient de :

(4.7) 0= D,F" = D,(D"A” — D" A*)
— —D,D"A" + D, D" A"
— 0,A” — D, D" A"
=0,A" — g™ (R",,5A7 + Ds D, A")
h

= 0,4 — R,"A°.

Etant donnée une solution A, du systéme réduit (2.9) vérifiant (4.6) et les
équations de contraintes (1.3), on veut montrer que A, satisfait la condition
de Lorenz D, A" = 0 et 'équation de Maxwell D,F*” = 0 pour tout t.

Dans ce but, on définit :
(4.8) A= D, A"

et on veut montrer que A = 0 pour tout ¢t. Par construction des données
initiales, on a A = 0 en ¢ = 0. On calcule que

D, F" = — D'A +0,A" — R,V A
(4.9) =—D"A d’aprés (4.6).
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Ceci montre que ;A = 0 sur Xy si et seulement si on impose I’équation de
contrainte de Maxwell

(4.10) D;F®,_o=0.
En supposant cette équation de contrainte vérifiée, on obtient d’aprés (4.9) :
0=D,D,F" = -0\ .

Ici, on a utilisé que le membre de gauche de la derniére équation est identi-
quement nul car F* = DFAY — DY A*. 1l s’en suit que A satisfait I’équation
d’onde homogene :

O,A=0.

Or, par (10.62), on a A = 0 sur X et on a 9;A = 0 sur Xy d’aprés I'équa-
tion de contrainte (4.10). Ainsi, A = 0 sur tout développement globalement
hyperbolique de ¥,. On voit alors, d’aprés (4.9), que D,F*” = 0 pour tout
t, montrant que le champ A, satisfait a la fois I’équation de Maxwell et la
jauge de Lorenz pour tout ¢.

Maintenant, étant donnée une solution g du systéme réduit (2.9) vérifiant
les équations de contraintes (1.3), on peut montrer que g = m+ h satisfait la
condition de jauge harmonique (1.4) et I'équation d’Einstein R, — 39,, R =
81}, pour tout t.

En effet, soit g la solution des équations d’Einstein réduites (2.9) , on peut
écrire (avec la notation ' = g®fT" })) -

1
(4.11) R = 5(D,Ty+ DuTy) = N

ot N, est une certaine fonction donnée de g, dg, A et dA. On donne ci-
dessous les détails de ce calcul, bien connu, qui permet d’établir (4.11).

En notant '}, = 3¢ (8,950 + 0v9su — Osgyuw), on a :

_ B B B B
(4.12) Ry =000, -9,0,-T 0 r +T 0 r,
[\ ~ . ~~ - N, s’
A B C
1 (6% 1 (6%
(4.13) A=— ég ﬁaaagg/w + Eg ﬁ(&/@ﬁgau + 8u8,89a1/ - auaugaﬂ)

1 1
+ E(aﬂgaﬁ)(a,ugau + al/gau - aag/u/) - _(al/gaﬂxauga,@) )

2
1
(4.14) B 21(81/9&6)(8#96%) 5

1
(415)  C=—T,I" - g(aﬁgaﬁ)(a#gw + OvGop — OaGuw) -
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De plus,

(4.16)

1 1 .
5 (DLt DuLy) = S (0L + 9,T,) = Do T

1 1
= §gaﬁ(al/aﬁga,u + a,uaﬁgau - auaugag) + 5(@9‘“)1“&,,5

1
+ 5(8Vgaﬁ)ra,w — T .

On trouve alors :

(4.17)
1 1 .5 1 s 1.
Ry =5(DT,+ DuL) = 5000590 = 508 )Wawp = 5(006" )L
1
~ 109°") Ouga)

1 1
:=§(DVF# +D,T,) — 39 B 0003G,m + Ni(g,09) .
Comme ¢ est solution des équations réduites (2.9), on a :
1
(4.18) —590‘[38&85%1, = Ns(g,0g,A,0A) .
On se raméne donc bien & (4.11).

Pour prouver que I'* = 0 pour tout ¢, on part de (4.11) et on utilise
I'identité de Bianchi contractée D"R,, = %DuR :
(4.19)

1

0=2(D"R,, — éDﬂR) =p'D,l',+D"D,T, +2D"N,,, — D,D'T, — D,N",

=D"D,T, + R, I7 +2D"N,,, — DN, .
Ainsi I'* vérifie une équation d’onde avec condition initiale I'*|;—g = 0. La
théorie des équations hyperboliques nous dit que si, en plus, D;I*|;—g = 0

alors I'* = 0 pour tout t. Et en utilisant les équations de contraintes (1.3),
on peut montrer qu’effectivement D;I*|,—o = 0 ( cf. [6] ).
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5 Estimations faibles de décroissance

Cette section présente les premiéres estimations que ’on obtient lorsque
I'on utilise 'inégalité de Klainerman-Sobolev & poids de la proposition 11.6.
Ces estimations dites faibles seront améliorées (pour n = 3) dans la section 7.

Soient d et v tels que 0 < § < 1/4 et § < ~y. Supposons (3.3) vérifiée pour
t<T.

Corollaire 5.1 (Estimations faibles de décroissance). Soit 0 <t <T. Soient
(W', A) vérifiant (3.3) et h° défini par (12.13). Pour i = 0,1 avec §' = ¢ si
i=0etd =v>0sii=10ona:

(5.1)
. Ce(1+t (] “1=8 >0
02" At )12 (1) < 4 CE D E T R 42 0 v
Ce(I+t+1g) = (1 +1g)? ¢<0,
De plus,
(5.2)
A Ce(1+t+|g) T +1g)%, ¢>0, +
|ZIA(t,l‘)|+|ZIhl<t,ZE)| S ( |Q|)ﬂ+5( |Q|)1/2 q |]| S N— |:TL
Ce(T+t+[q)) = (1 +|g))"*, ¢<0,
et
(5.3)

Ce(l+t+g)~7 1+ g)™, ¢>0,
Ce(l+t+|g))~%

0ZTA(t, x)|+|0Z hi(t, x)| < .
a At <x”—{ P4 ), g <0,

Remarque 5.2. Notant H*® = g% — m®?, les estimations sur h du corol-
laires 5.1 restent vraies pour H car H*® = —m®*'mP% hy g + O(h?).

Preuve : Comme les hypothéses sur A et h' sont les mémes, on peut
adapter la preuve du corollaire 9.3 de [14], I'outil fondamental étant I’in-
égalité de Klainerman-Sobolev & poids de la proposition 11.6. Les calculs
présentés suivent ceux de [14], en tenant compte des dimensions générales et
de ’hypothése (3.3) sur la nouvelle énergie considérée ici.

Les estimations pour ¢ = 0 découlent d’un calcul direct s’appuyant sur la

forme de h° (On pourra consulter les calculs (8.13) et (8.14)).
Pour 7 = 1, on procéde de la maniére suivante :

Preuve de (5.1) :

|1|§N—[

2

2
2 Y

n+ 2
2

&l

|1
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Notons tout d’abord que [0, Z,s] est soit égal a 0, soit égal & + 0, pour un
certain v. Ainsi, on a :

(5.4) 1Z"0ul < C Y 10Z7u].

[J1<I1]

D’aprés la proposition 11.6, il existe une constante C' telle que pour toute
fonction w lisse et tendant vers 0 rapidement quand |x| — 400 , on ait

(5.5) (1+[t]+]2)) "= [(1+]aDw(@)zlut, o) < ¢ > Jlw(@)2 ZMu(t, )| ze.

171<["52]

1

Prenant v = 077 (h

A)’ on a pour tout [J] < N — [2£2]

(5.6)
(Ll + b P+ otttz () ol ¢ X l@izioz (1)) ¢l

1<("$?]

S C ) llwlg)zoz" (Z) (t,.)|.z

d’aprés (5.4) |K|<N
< Ce(14t)°.
~~
d’aprés (3.3)
D’ou, pour |I| < N — [%2]
(5.7)
1,

t 1 t >0
|8ZIA(t,£L')|—|—’aZIh1( )| < {C ( +1+ ’CJD ( + ’q,) ( + ) q )
S

(L4t +la) =" (1 +[al) 21 +1)°, ¢ <0.

Ceci entraine (5.1) et on note aussi que, pour ¢t =0, on a :
(5.8)

—1-n 2
02T A0, z)| + [0Z'h*(0,2)] < Ce(1+|z])"2 7, |I|< N - {"; ] :
Preuve de (5.2) :
D’aprés les hypotheéses (1.2),
(5.9) lim inf|h' (0, ) + A(0,2)| — 0.

|z| =00

On a alors

ht n+ 2

I

. — < — .
(5.10) i |7 (A) (0,2)] =0, |[|<N [ - }
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En effet, pour |I| = 0, cela découle de (5.9) et si |I| > 1, cela vient de (5.1)
puisque |Z¢| < C(1+t+ |z])|0¢].

On peut alors montrer (5.2) en t = 0. Soit |X| >> 1, on a , pour tout
<N —[52]

(5.11)
2 (") oot <12 (") oxians oz () 0.0

||
I hl X1 ﬂ,v
< 12 (l) el [ e

- ||
d’aprés (5.8)

1 1—n
<127 (1) O.1X1u)] + €1+ o).

Faisant tendre |X| vers +o00, on obtient (5.2) en ¢ = 0, en utilisant (5.10).
On a méme :

(5.12) Vi (ﬁ) (0,2)] < Ce(1 + |z|)* 77 .

Pour montrer (5.2) quand ¢ > 0, on étudie séparément le cas ou r > t et
le cas r < t. Dans les deux cas, on intégre (5.1) depuis 'hyperplan ¢ = 0 le

long de lignes ou t +r et w = é—| sont fixés :

ecasour >tyonalq=r—tett+|q =r:
(5.13)
s Al t+r ; hl ; Al
20 () ol < [0z (') = ppallans 12 (")) 0.4 00
1-n

t+r
Cs/ (1+p)177n+5(1—i—p—t—l—p—r)’l"ydp—l—Cs(l+t+7°) z 7

1-n

t+r
1-n —
< C 1+r) 2P0 4+p—)""Ydp+Ce(1+t+r)z 7
< s[( 7) (1+p—1) 1% ( 7)

p>r
- 1 o -
<Ce(l+r)yz ™ [——(1+p—t)_7} +Ce(l+t+r)z 7
v r
1-n _ 1-n __
<Ce(l+ _r )2 PA4+r—t) 7+ Ce(l+t+r)z 7
=t+|q| =g

<Ce(l+t+g)) T (1 +]q))7 .
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ecasour<t;onalg=t—rett+|q =2t—r:
(5.14)
hl t+r hl hl
2 () ol < [0zt () v = ppilan+ 12 (U ) 0.6+ o)

N
e '

() (1)

1—-n

5.15 11 < Ce(l1+t -
(5.15) 1) < Ce(l+i+r)>
par (5.12)
1-n
< Ce(1+t =z (1 172
< (L+t+1q)) = (1 +gl)
Ltt+r=1(2+2t+2r)> 1 (14+2t—r)> L (1+t+]q))
(5.16)
t-QH” , hl t+r . h1
< [Tz () e ppatdor [0z () e ppallap
(I) I

1 M\ t+7r t+r
( w)| .

r(h I
(5.17) (I) <|Z (A 0,(t+rw)|+|Z A 5 g
En utilisant (5.15) et (5.2) pour ¢ = 0, on obtient

(5.18) (I) < Ce(1+t+|g) 2" (1 + |g)/? .

Enfin, on a :

t+r

(5.19) (L) < /2 Ce(142(t+7)—3p) = A+t +r—20"*)dp
par (5.1) "

<Ce(1+t+ g 20 [—(1+t + 7 — 2p)?]

<Ce(l+t+|g)) = (1 + |g) /2.

t+r
2
r

On a donc bien :

1 1—n
a0 iz () (ol < Celi e )T+l

Finalement, les estimations (5.3) suivent de (5.2) puisque, pour toute fonction
¢, on a :

0¢] < C Y 1201/ (1 +t+q]) -

[1|=1
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6 Jauge harmonique et jauge de Lorenz

La section 4 nous assure que les conditions de jauge de Lorenz (1.5) et
de jauge harmonique (1.4) se propagent dans le temps. Ces jauges vont nous
permettre d’obtenir des estimations plus fines sur certains composants de h
et A (cf. lemmes 6.1, 6.3 et proposition 6.4).

Commencons par noter que, si A et g vérifient (1.4) et (1.5), alors
(6.1) g"o,A, =0.

(6.1) entraine le lemme suivant :
Lemme 6.1. Pour A et g vérifiant (6.1) on a
(6.2) 0A|c < ClOA[ + O(|h||0A]) .

Preuve : (6.1) implique que

(6.3) mt0,A, = O(|h||0A]) .

En décomposant cette égalité par rapport a la familletd = {L, L, S1,Ss, ..., Sp—1}

définie dans la section 12.3, on a

1 } 1 ., n—1
(6.4) —5L 0, AL — SLMO, AL + + > 05 Ag: = O(|hl|0A]) .

i=1
En ajoutant et en retranchant la quantité —%(L“@MALjLZ?;l S™9,AL), puis
en passant a la valeur absolue, on obtient
n—1
1 .

(65) S |L'0.AL+ L'0, AL+ > 59, Al < O(|h]|0A])

=1

(. J

Elat‘\c
1 n—1 n—1
+ 5 [0, AL + > S0, AL+ LFOAL + 2D OsiAs)]
i=1 =1

[\

-~

<C|0A|

d’ou le résultat.

6.1 Etude du terme source F); de (2.13)

Le lemme suivant est fondamental pour I'estimation du terme Z!Fy,,
ou les champs Z sont définis dans la section 12.2, estimation qui intervient
lorsque 1’on doit commuter 1’équation (2.13) avec les champs de vecteurs Z!
(cf. preuve du théoréme 8.1 et annexe 11.2) .
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Lemme 6.2. Si g,, = my, + hy, vérifie la condition harmonique (1.4), on a

(66)  |F(h)(@h,0h)|ry < C|8h]|0h] + O([h||OR]),
(6.7)  |F(h)(0h,0h)| < Clohl3, + Clohl|aR| + O(|hl|onP).

Si, en plus, A vérifie la condition de Lorenz (1.5) (et donc (6.1) est vérifiée),
alors

(6.8) |F'(h)(0A, 0A) |7y < C|0A[|OA] + O(|h||0AP)
(6.9) |F(h)(0A, 0A)| < ClOA]® + O(|h|[0A]?),
(6.10)  |EAL)(Oh, k)| < C|0h||0A| + C|OA||0h| + O(|h||Oh]|DA]) .

Preuve du lemme (6.2) :

Preuve de (6.6) et (6.7) : cf. preuve de la proposition 9.7 de [14].(L’outil
principal est la proposition 6.4 pour |I| = 0).

Preuve de (6.9) : L’estimation est évidente.

Preuve de (6.8) :

(6.11)
E,(h)(0A,0A) = — 4m®P9,A30, A,
Py (0A,04)
+4m™PsA,(0,A0 — 0uA,) + 4mP0, A0, A,

Qh, (0A,04)

2
+ —— M, m® M (0, A; — 0, Ay) (0adp — 05A,)

— N J/

Q2,(0A,04)
+ O(|h||8A|2).

On peut montrer, en utilisant le lemme 6.1 que

(6.12) Q1. (0A,04) + @2, (DA, 0A)| < |0A[|0A| + O(|h|[0AF) .
De plus,
(6.13) 1P, (0A,0A) |11y = |m*?0,A50, Aul1u
= > |m*0,A30,A,T"U"|
TeT,UcsU

< Cl0A||04].
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(6.12) et (6.13) implique le résultat souhaité.

Preuve de (6.10) : On a

(6.14) FA(R)(0h, 0A) =m"*m"0,h,s00Ag — m"Pmb®0,h,05 An

N

pe b
+ M0, h oy 0y Ag
+ O(|h||oh]|0A]) .

Comme m~L = 0, on a clairement |a| < |0h||0A| + |0A]|Oh|.
Pour b, si (6,u) # (L, L), I'estimation est triviale. Si (8,u) = (L, L), on
est amené a estimer —mLLmLLE)LhLJ{?LAL et le résultat suit en utilisant le

lemme 6.1.

Pour ¢, la seule estimation non triviale intervient quand (u,0) = (L, L),
i.e. on doit estimer

(615) mLLm’\QGLhL,@LAa .

Or, la condition d’harmonicité (1.4), écrite sous la forme

1 v
gﬁuaugaﬁ - _g# aag,uu )

2
nous donne
(6.16)
n—1 n—1 o
mLLOLhLA :mLLa,\hLL + mSZSJ axhgisj
i=1 j=1
n—1 n—1 o n—1 n—1 o
—mEOphy =Y Y mS S Ogihgin = > Y m™ ¥ 0gihsiy + O(|h]|0h]) .
=1 j=1 =1 j5=1

En injectant (6.16) dans (6.15), on s’apercoit que si A # L, on aboutit faci-
lement a l'estimation voulue. Si A = L, le seul terme non nul est pour a = L
et on utilise le lemme 6.1 pour conclure.

6.2 Estimations de |0Z'h|.7 et |0Z1h|,,

Dans ce paragraphe, on explique pourquoi la condition harmonique donne
une information supplémentaire sur les termes du type Z H ;. Commencons
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par montrer que la divergence d’un champ de vecteur F' peut s’exprimer
relativement a la famille Y = {L, L, S, Sy, ..., 5,1} (cf. section 12.3 pour
les notations ) de la maniére suivante :

n n—1

(6.17) Zap# ZL&F —ZL@F”JrZ SO, F .

pn=0 i=1

Preuve de (6.17) : On peut écrire :

(6.18) > O Fr =500, F"
n=0 n=0

En utilisant que m(L, L) = m(L,L) = 0, que m(L, L) = m(L,L) = —2 et
que, pour 1 <4,5 <n—1,m(S;,S;) =Y, on a aussi :

n—1
(6.19) Muy = —LuL, — L,L, + Y SiuSiy.
i=1
On a donc :
« LNLOC L#La e}
(6.20) 0p = = = =5 +Z:Si”5i .
Ceci entraine bien :
(6.21)
n n n n—1
LO{
> o= —ZL“_?%F“—Z a F' 47 8,80 0aF"
pn=0 pn=0 pn=0 pn=0 =1
n n n—1
=Y L0,F" ZL OF" +) > 8,05, F" .
pn=0 pn=0 =1

Cette écriture est utilisée dans la démonstration du lemme 8.1 de [14], un
élément clef de la construction, qu’on reprend ici pour s’assurer qu’il reste
vrai en toute dimension :

Lemme 6.3. Supposons que |H| < 1/4. Alors
(622) 0Her < C (0H| +|H|0H])

Preuve du lemme 6.3 : La condition d’harmonicité (1.4) peut s’écrire

(6.23) 9, (g‘“’\/|detg|> —0 Yu=0,..n
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Or, on a

(6.24) g +/[det g] = (m* + H"™)(1 — %trH +O(H?)),
ou H*? = ¢*% — m"8. Ainsi, la condition harmonique entraine
(6.25) O, <HW — %m“”trH + O“”(H2)> =0.

En posant

1
F* = H" = SmtrH + O (H?),

et en utilisant la décomposition (6.17), on obtient
1 _
(6.26) |L,O(H" — §m’““’t7"H)] < C(|0H|+ |H||0H]) .

Enfin, en contractant avec T,, ou T' € T (cf. section 12.3 pour les notations),
et en utilisant que mpy;, = 0, on obtient le résultat souhaité.

Ce résultat peut étre généralisé pour estimer les termes |Z/H|;r . On
obtient alors la proposition suivante (proposition 8.2 de [14] avec n > 3) :

Proposition 6.4 (condition harmonique). Soient g une métriqgue Lorent-
zienne satisfaisant (1.4) relativement a un systéme de coordonnées {z"},—o,.
et I un multi-index. Supposons que H* = g — m* vérifie la condition

(6.27) Z'H| <O, V|J|<|I)2, YZ¢€Z
Alors il existe une constante C' telle que

(6.28)

0Z'H|er <C' | Y 0Z7H|+ Y |0z’H|+ Y [Z"H|0Zz"H|| ,

[JI<H] |J[<H[-1 [y |+ 12| <|I|

(6.29)

0Z' Hlee <C' D 10Z7H|+ > 102'H|er+ > [027H|+ > |Z2"H||0Z" H|

[J<IT] [JI<|1|-1 |JI<|1]—2 [T+ 12|<] 1]
Les mémes estimations sont valables pour hy, = gu — My, -

Preuve : cf. |14, Appendix D|. La preuve utilise uniquement la condition
harmonique (1.4) et ne nécessite donc aucune modification dans le cas des
équations d’Einstein-Maxwell. La généralisation du résultat pour les dimen-
sions n > 3 est évidente.
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Remarque 6.5. La condition (6.27) est assurée par le corollaire 5.1.

Cette proposition entraine en particulier le résultat suivant (qui permet
d’assurer une partie de I’hypothése (8.1) du théoréme 8.1) :

Corollaire 6.6. Soit h = h* + h° une solution du systéme réduit d’Einstein-
Mazwell (2.9). Supposons que h' vérifie (3.3) sur [0, T]. Alors pour tout t €
[0,T] on a

+i+1g) 2 P+ g, ¢>0.
L+t+g)) = (1 +1g)?, ¢<0.
)
)=

(6.30) |Oh|er +10Zh|ce < {

1— n

+t+|q| ., qg>0.
L+t+g) = (1+ g, ¢<O0.

(1
Ce(
(6.31) ’h|w+|Zh’Lz;§{ E

Ce corollaire est I’équivalent (en dimension n > 3) des résultats (10.1) et
(10.2) de [14]. Les outils principaux de la preuve sont la proposition 6.4 et le
corollaire 5.1.
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7 Estimations fortes de décroissance

Dans cette section, on améliore, quand n = 3, les estimations du corollaire
5.1 . Ces estimations améliorées sont présentées dans la proposition 7.1 . On
note que pour les dimensions d’espace n > 4, cette proposition peut étre
directement déduite du corollaire 5.1 (la terminologie "estimations fortes"
n’est donc pertinente qu’en dimension n = 3) ; les nouvelles estimations dites
fortes serviront d’hypothéses pour le théoréme 8.1. En comparaison de [14],
la difficulté vient de I’é¢tude des nouveaux termes introduits par ’équation
de Maxwell.

C’est essentiellement le corollaire 7.2 de [14] (repris ici dans la proposition
(11.3)) et les estimations de la section 6 sur le terme Fj; qui permettent de
montrer le résultat suivant :

Proposition 7.1 (Estimations fortes de décroissance). Soit (h = h' +h", A)
une solution des équations réduites d’Einstein-Mazwell (2.9). Supposons que
(', A) wérifie (3.3) sur lintervalle [0, T]. Alors pour tout t € [0,T], on a :

(7.1) pour n =3, |0A| + |0h|ry < Ce(1+t+g))7",
(7.2) pour n =3, [0h] < Cet'Int ,
(7.3) pour n >4, |0A| +|0h| < Ce(1+t+ |q]) 7.

Sous les mémes hypothéses, soient v/ < v —9 et p' > § > 0 fixés. Alors
il existe des constantes My, et Cy, dépendant de (v, 1/,0), telles que, pour
n>3J3:

(7.4)

Cre(L+t+|g)) M1+ g)) ", ¢>0,

, I=k<N/2+2,
Cuell + £ + lal) " HH¥5e(1 4 Jg) 2, q<0, /

02T A(t,2)| + |02 h\ (¢, 2)| < {

(7.5)
Cre(L4+t+|g)) "M (14 |g))™", ¢>0,

, I|=k<N/2+2,
Che(l + £+ Jg) 1M1 + [V, q<0, /

|ZTA(t, )|+ | ZTh (¢, 2)| < {

(7.6)
Cre(1+t+|q)) 21+ |g))™, ¢>0,

/ Il=kE<N/24+1.
Che(l+ 1+ [g])2¥e(1 1 g2, q<o, /

0ZTA(t,z)| + 102 W (t, )| < {

Les mémes estimations sont vraies pour h® avec 7' remplacée par Mye.

Preuve de (7.1), (7.2) et (7.3) :

eMontrons tout d’abord que |0A| < Ce(1+t+|q|)~! quand n = 3.
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Posons n(t) = (1 +1t+ |q|)|0A].
En utilisant la proposition 11.3 avec ¢ = A et F' = F4, et w(q) = 1 (donc
a=0)),ona:

(7)) nt) <C sup 3|71 Al < +C / (14 F oy dr
0<t<r
11]<1 — _
‘I' (IT)
+C/ Z ]_+7' 1||ZIA||Loo )
11]<2
(I11)

Montrons que (I), (I1) et (II1) sont majorés par Ce.

(1) < Ce d’aprés le corollaire 5.1.
Dans D,,onal+7~1+7+4|r— 7| (au sens ou il existe des constantes
positives C; et Cy telles que C1(1+7) <1+ 7+ |r— 7| < Cy(1 4 7)), d’ou,
en utilisant le corollaire 5.1 :

(7.8)
(I11) <05/ Z l+7+r =7 A +74r—7)" A+ 7+ |r — 7))/

17]<2

t
gCe/ (1+7’+\7“—T\)’1+(5’1/2)
0

<Ce /t(l +r+lr—7))7, aveca >0

<Ckt. i
Enfin, en utilisant le lemme 6.2 et le corollaire 5.1, on obtient :
(7.9) t
(11) SC/O (1+7)[l0nl0A] + |0A[0h] + O(|h][0h||OA]) || L= (p.)

¢
SCE/ I+74+r—7)A4+74+|r— T’)673/2(1 +7+|r— 7'])*1”(1 +|r— 7'\)*1/2
0

t
SC’&/ (1+|r— 7‘|)_2+26
0

t
SOS/ (14 |r—7))""" aveca >0
0

<Ce.
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e Pour les estimations sur h de (7.1) et (7.2), on peut adapter les preuves de
(10.3) et (10.4) de [14]. En effet, en utilisant le lemme 6.2 et le corollaire 5.1,
on montre le lemme suivant :

Lemme 7.2. Supposons vérifices les hypotheses de la proposition 7.1 et
(F,F) tel que dans (2.13) . Alors

(7.10)  |F+ F|qy < Cet 2 ¥|0h| + Cet 2 ¥9)04],
(7.11)  |F + F| < Cet= P|0h| + Cet 2 |9 A| + C|oh|%, + C|OA)?.
En utilisant la proposition 11.3, ainsi que |0A| < Ce(1+t)"!  on a:
Lemme 7.3. Avec une constante C' dépendant de v > 0
7.12)
L+ t)|||10h|ru(t,.) + |0A|(t, )| < Ce+ Ce /Ot(l + 7)5*%\|8h(7, )+ 0A(T, )| L dT .

o~~~ o~ o~

7.13)
L+ 0)[[|0h|(t,.) + [0A[(E, )|~ < Ce

t
i Ce/ (14 7)°72[|9h(7,.) + DA, | + (1 +7)[10hl7u(7, ) + [DA|(T, ) [} dr -
0

Et on conclut en utilisant le lemme 10.7 de [14] repris ci-dessous avec
b(t) = (L+ O)[[|0h]7u(t, ) + |OA|E, ) L,

c(t) = L+ OOR[(E, ) +10AE, )|z ,
eta=1/2—90.

Lemme 7.4 (lemme 10.7 de [14]). Supposons que les fonctions b(t) > 0 et
c(t) > 0 satisfont

(7.14)  b(t) < (Js(/otu e te(s) ds 1) |

715 e < Co( [(rotasyas +1) 40 [+ 978,

pour certaines constantes positives telles que a > C?%e et a > 4Ce/(1 —2Ck¢).
Alors

(7.16) b(t) < 2Ck, et c(t) <2Ce(l+aln(1+1)).
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¢(7.3) découle du corollaire 5.1.
Preuve de (7.4), (7.5) et (7.6) :
Pour une dimension d’espace n > 4, le résultat découle du corollaire 5.1.

Pour n = 3, on adapte la preuve de (10.5) de [14] : on suppose que (7.4)
est vraie pour |I| < k et on cherche a prouver I'estimation pour |I| =k + 1
( les arguments ci-dessous pouvant étre appliqués au cas k = 0). D’aprés
(11.27) on a pour tout |I| < N/2+ 2 :

(7.17)
JAS ZKA
1Z' Fyl < Ce ) 19 h‘li‘f e > (1027 n|+827 A|)(|0Z% h|+]|0Z% Al) .

IKI<|1] |JI+IK <[] JI<| K] <[]

On peut alors faire appel a la proposition 5.3 de [14], qui est encore vraie en
dimension n > 3 :

Proposition 7.5 (Proposition 5.3 de [14]). Soit O, = O+ H*?0,05. Alors,
pour tout Z € Z, on a , en notant Z = Z + ¢z ou cz est défini par [Z,0] =
—Cz|j N

(7.18)

0,20 — 210, < C(l ey > > 1Z27H|0z" 4|

IKI<|T]|JI+(1K]=1)+<[1|

+%M| Z( > 1Z7Hle + S 1ZMHlegr+ Y |ZJ2H|>|82K¢|>,

K< [T+ K]-1)+ <[] [l +(K|=1)+<|]-1 |2 |+ (1K |-1)+ <[I|-2

ou (|[K|—1)y =|K|-1si|K|>1et(|K|—1); =0 si |K|=0.
1
Ainsi, utilisant la proposition 5.3 de [14] (avec ¢ = (Z) et F'= Fuy),

on a

(7.19)

- hl _
0,21 (A)\ SC|Z"Ful +|1Z'FOl + (L +t+ [q) ™" > 127 H| (|0Z5 0| + 02" Al)
KIS =1)+ <1

¢ > MZHlee+ Y[Z"Hler+ D ]Z7H|| (10250 + 027 A]) .

1
|K|<|I] \|J+(|K|-1)+<[I] [T |+(K|-1)+<[I|=1 |J"|+(|K|-1)+ <|T] -2

Et on conclut en posant

() = (Lt +la)) Y llwle) (10270 + 102" A]) |1~

I|<k+1
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et en se servant des estimations de décroissance de la proposition 11.3 avec

hl
¢:ZI(A .

En effet, la proposition 11.3 entraine (en utilisant le corollaire 5.1) :

(7.20)
t
N (t) < Ce + 05/ (1+7)" <5nk+1(t) (1 +7)% +e(1+ T)—%—M’) dr .
0

N(t)

On doit montrer que N () < Ce(1 +t)°® pour une certaine constante C. Or

(721) N <CQ+7)" (gnm(t) +e(1+7) +e(l+ Tﬁ’“/)

7.22 < Ce(1+8) " (N(t 1+6)%%) .

(7.22) < e(1+1)" (N(t) +e(141))
d’apres (7.20)

Ainsi

(7.23)

(N()(141)72%) = (1 + ) 2P(N'(t) — 20eN(t)(1 + 1))

< (L) 021+ ) T L Ce(1+1)TIN(t) — 2CeN(1)(1 + )7
d’aprés (7.22) ;,0

< C3(1+1)7 170,

On a donc pour une certaine constante C’

(7.24) N(t)(1+1)72° = N(0) < C'e.
D’ou
(7.25) N(t) < (C" + C)e(1 +t)2°=

Ceci prouve (7.4).

De la méme facon que (5.2) vient de (5.1), Pestimation (7.5) suit en inté-
grant (7.4) le long de (w = y/|y|, 7+ |y| = constante) a partir de I'hyperplan
t =0, en utilisant (5.8) avec n =3 :

VII[<N-=2 |0Z"h'(0,2)| +|0Z"A(0,z)] < Ce(1+ |]) 7.
e Enfin, (7.6) vient de (7.5) et de I'inégalité (valable pour toute fonction ¢) :

_ 1
7.26 VAL I O — AR
(7.26) 029 < Oy 2 1274l

[JI<|1|+1
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Remarque 7.6. Pour montrer les estimations fortes de la proposition 7.1
quandn = 3, on se sert des estimations faibles du corollaire 5.1, en particulier
de (5.3) wvalable pour |I| < N — 3. On a ainsi besoin de la condition 5 +2 <
N — 3 qui s’écrit N > 10.

Pour n > 4, on a pas besoin de cette condition ici. Parcontre, on utilise a
plusieurs reprises dans l'estimation de |Z! Fy| que % <N — [“T“} —1 ...
N > 2 [%2] + 1.(¢f. par ezemple le calcul (11.19)).

C’est pourquoi, dans l’énoncé du théoréeme 3.1, on impose la condition N >
2 [”T*Q} + 6 qui est suffisante pour tout n > 3.



8 Estimation forte d’énergie 37

8 Estimation forte d’énergie

Le théoréme qui suit permet de terminer la preuve du théoréme 3.1. Les
résultats des sections 5, 6 et 7 assurent que les hypothéses (8.1) et (8.2) sont
bien vérifiées pour le probléme qui nous intéresse.

Théoréme 8.1 (Estimation forte d’énergie). Soit (g, (t) = hy (t)+m,(t), Ax(t))
une solution locale en temps des équations d’Einstein-Mazwell réduites (2.9)
satisfaisant la condition harmonique (1.4) et la jauge de Lorenz (1.5) sur l'in-
tervalle [0, T]. Supposons aussi que pour certains 0 < p' < % et 0 < v < %,

on ait les estimations sutvantes pour 0 < t < T et pour tout multi-indices
[I| < N/2+1 :

(8.1) |0A|+|0H | 7u+(1+|g) M H|ze+(1+|g)) M ZH| e < Ce(1+t+]g)) ",
(8.2)

h
|Zf( >| _ S-
A 1 B 1 t 1+Ce 1 1—-Ce
WI(h)H N +t+|q|<|azf(h),)S Ol + 4 ]al)” " *(1+la)” 7% a> 0.
A A Ce(l+t+|q)) (1 + |q) /2, ¢<0,

(8.3) gMarvell (0 4 M < e sin=3,

EMazwell(()) < e sin>4.

Soit EMazwell (1) définie par (12.10), alors il existe une constante ¢ indépen-
dante de T telle que si e < c2 on a lestimation d’énergie :

(8.4) Exforwell(py < One?(1+ ), 0<t<T.

ot Cy est une constante dépendant uniquement de N.

8.1 Fin de la preuve du théoréme 3.1

Rappelons que T" a été défini comme le temps maximal tel que I'inégalité
d’énergie (3.3)
S]]\\[/[axwell<t) S 2CN52(1 + t)?ﬁ’
soit vraie pour 0 < t < T. Ayant supposé cette inégalité, on a pu établir

la proposition 7.1. Or, on peut vérifier que les hypothéses (8.1) et (8.2) du
théoréme 8.1 sont assurées par le corollaire 6.6 et la proposition 7.1.

La conclusion du théoréme 8.1 montre qu’on a alors :

(8.5) EMarwell(py < One?(1+1)*, 0<t<T.
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Par conséquent, si on choisit € > 0 suffisamment petit, on peut montrer que
EMazwell (1) < Cne?(1+ )%, contredisant, par un argument de continuité, la
maximalité de T et entrainant que (g, A) est une solution globale. Le fait
que (R™ g) est alors géodésiquement compléte peut étre établi par des
arguments similaires a ceux de |15] (cf.section 9).

8.2 Preuve du théoréme 8.1

Dans un premier temps, on cherche a appliquer I'inégalité d’énergie de la

1
proposition 11.2 4 la fonction ¢ = Z7 (Zl)

En notant Z = Z + ¢y ol ¢, est défini par [Z,0] = —cz0, on a :

. Rl - h! N ore (Y
(8.6) [%ZI(A):{%Z1<A)——ZT%(A)+JWD9(A).

. 1 ot
Posant DI, = 0,21 (Z) - z'4, <Z), on a, d’aprés (2.13) et (8.6) :

- hl
(8.7 |Dng( )| < |Dly| + 12" Fu| + | 2" P,

o FU = lilgho. On arrive ainsi, en utilisant la proposition 11.2, a :

(8.8)

foe (e o (e (G | 52
+m/ / |TFIO+Tw+m/ / e DL )1 + 7w

J/ J/

(i) (i1

t hl
+16// |ZIF°||8ZI< )|w.
Jo %, A

J/

(i)
Ici, la principale difficulté réside dans I’obtention d’une majoration satisfai-
sante des termes a droite de (8.8). Les estimations de (i), (i7) et (iii) font
respectivement l'objet des lemmes 8.2, 8.3 et 8.4 suivants.

w
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Lemme 8.2. Pour tout |I| < N on a :

(8.9)
WZI< )r N
// (|2 Fy2(1 + ) < Ce // w+|(§Z‘]<A)]2w’
[J1<|1]
|azf (hl)|2
w+C’53.

Preuve : On peut montrer (cf. Annexe 11.2; (11.8)) une estimation de
|Z!Fy;| analogue a celle de |Z/F| du lemme 11.2 de [14], avec bien sir les
modifications nécessaires diies aux dimensions et aux termes provenant des
équations de Maxwell . Cette estimation (11.8) est trés importante et s’appuie
sur le fait que le terme source F); posséde la bonne structure, comme cela
a été vérifié dans la section 2. Partant de (11.8) et en utilisant l'inégalité de
Hardy de la proposition 11.4 :

z,

hl hl
J 2 J 2
Y (A)r 0z (A)|
(8.10) / wdz < C/ N SV Y
R R

17+ g (14 |q])? n 14+74]q|

ainsi que les inégalités w < w'(1 + |q])(1 + ¢-)** et 2u < 1 — 24/, on obtient
le résultat souhaité.

Lemme 8.3. Pour tout |I| < N, on a :

(8.11)

o [ Lo ()2 ()oomze 5 [ (5’2’( s ()

1
yazf(h)|2
ol
J<XII: 1// 1+7—1206w+ )

Preuve : On peut s’appuyer sur la preuve du lemme 11.5 de [14], en

s’assurant qu’elle se généralise en dimension quelconque : on trouve une esti-
1

mation analogue a (11.21) de [14] avec k' remplacée par 1) La preuve est

ensuite séparéé en deux parties selon que |K| < N/2+ 1 ou que |K| > N/2.
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Lemme 8.4. Pour tout |I| < N on a, en notant FO =, h° :

(8.12)

t hl
/ \Z'FOlloZ" |w
0 J3, A
1
oz (h>|2 ' h! R
< Cye // w+/ / |6Z[( )|2wd9§ L —
0 . A (1+7)

IJ1<I1|

N

ot Cy est une constante qui ne dépends que de N.
Preuve :

A
place de h! et en vérifiant que les nouveaux termes peuvent étre traités d’une
fagon semblable.
Quand n > 4, on rappelle que h’ = 0 et 'estimation est triviale. Considérons
donc ici que n = 3. Posons F° = [J,h° = FOO + F% avec F = Oh° et
FO' = HY9,05h°. Comme h° = x(r)x ( /)24, on calcule que

1
On s’inspire de la preuve du lemme 11.4 de [14] en prenant (h ) a la

(8.13)

2Mz;

)x(r/t).
2M (r? — 3x2) 2Mx (r/t))

0.0 =) (25
o210 =)
+x'<r>(2Mx (/) - 255/ + 2 ),

2M(r —22?) 2Mx?
el S 4 P it
X (/) + =

Vi) - 25 ) )
X (/1) = =X (/1)

Z X (/1) + X O /1) + 2 1) — 2 ().

o0 = —xt0) (S + 2 )

On voit facilement que F = 0 dés que r/t < 1/2 ou r < 1/2. Quand
r/t >3/4,0on a F% =0 dés que r > 3/4.
Dans les régions ott F°° # 0, on montre que, pour tout |I| < N :

Z'F® < One(1+t+q)7
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On a méme , lorsque 7/t > 3/4 et 1/2 < r < 3/4, pour tout |I| < N et pour
tout a > 0 :
Z'F% < Cye(1+t+q))

De plus, on a :

(8.14)
rt3

VA, 000 =x(r) (-

XX (/1) = 2o (1)
6Mzx; ,

SR+ EE )+ )

AMx;x; o6Mx,;x; 2Mxlx
() (M) - SR ) 4 B

0,0, h0 = —

X (r)x(r/t) -

r3

Ces résultats permettent de montrer que :

(8.15) Z' P < Cye(L+t+1q)™ Y |Z7H]|.

IJI<[1]

En utilisant le corollaire 5.1 pour estimer |Z7 H|, on obtient :

(8.16)
zipo < JOE At 4 1) g >0,
g 1 -~ .
Ce?(L+t+g)**(1+1q))"2, ¢<0,

Il suit, pour |I| < N :
(8.17)

1pop o ) CEA+E+g) (1 +1g))", ¢>0, ot
12" F| < > 1Z7w.

— e +t+a), g<0, (T+t+1g)? Iq\ el

Finalement, comme :

(8.18)

t 1 t 1
/ /|ZIFO||8Z[ (h )|wd”xd7' §/ </|ZIF0 den /|8ZI( )|2wd"x>2 dr,
0 A 0

I’équation 8.17 et I'inégalité de Hardy de la proposition 11.4 permettent de
conclure.
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Fin de la preuve du théoréme 8.1 : En utilisant ces trois lemmes et (8.8)
ona, pour [[| <N :

(8.19)
1 t 1
Joz () [ 1oz ()
> 0o Jy,
hl
gs/ yaZI(A>\2w
o
1/2
+C Z oz (M d
NE 3/2 \ A |“w T

L[ e
s [ [ Ll Y

1 7— 1 1 L ~\1-2Ce
|JI<|1]-1 *

[JI<I1]

Soit EMfazwell (1) définie par (12.10), soit SMa=well(t) définie par (12.11), on a
doncpour 0<t<Tet0<k<N:

(8.20)
EMazwell( )+8Mazwell( ) <8£Maxwell( )+ C SMazwell( )+ 053

/ ng]i\/[axwell(,r) / CN€ /gMazwell / ngMaxwell )
+ dr +
0 0

L+7 (1+7)%2 (1+ric ‘7
On peut alors conclure en choisissant Ce < 1/2 de tel sorte qu’on puisse
absorber le terme CeSMe*wel(t) dans le terme de gauche SMa=well(¢) multi-
pliant ainsi par 2 les constantes du membre de droite :
(8.21)
géWazwell(w _i_SéMazwell(t) §165Maxwell( )+ 053
t Mazwell Mazwell Ma:vwell
ce€ Cnev/ €, Csc‘f
+ / k (7) dr + / NE (7) T.
0 1+7 0 (14 7)3/2 +71 Ce
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On voit ensuite que :

(8.22)
CN&\/W 0]2\[52 + 1/4((/’Maxwell( )
dr < dr
0 (147)3/2 (1+71)%2
1/4€Mazwell(7_)
< 2 k d
< Cye +/0 1772 T

< Cne? + 1/28Mamwell(t)  car EM*™ el est croissante .

En utilisant I'hypothése EAa*well(()) < 2, on obtient alors, pour ¢ suffisam-
ment petit :

g,i\/[axwell(t) _{_Sli\/[az’well(t) SONgz

(8.23) . /t ngé\/faxwell(T) . /t Cegé\{ﬁmwe”(T)
0 ]- + T 0 (1 + T)I_CE

T,

ol le dernier terme est absent pour £ = 0 et Cy est une constante dépendant
uniquement de V.

Pour k = 0, cela entraine que :

t é’Maxwell(T)
24 SMa:cwell Y < C 2 / CoEC( dr .
(8 ) 0 ( ) < One™ + 0 (1 + 7_) T

On utilise alors le lemme de Gronwall suivant : Soient ¢,y : [a,b] — R deux
fonctions continues vérifiant :

dec > 0,Vt € [a,b] 1 y(t) < c—l—/ P(s)y(s)ds

Ve la b ylt) < cexp (/:MS) ds) |

(8.25) gMazwell (1) < One?(1 +t)™°,

alors :

Et on trouve :

En supposant que (8.4) est vraie au rang k — 1, on obtient, d’aprés (8.23) :

t ngMamwell(T) t 083
92 Maxwell t) < 2 / k d / d
(8 6) gk ( ) = C’Nf‘: + 0 147 T+ 0 (1 + 7_)1705 T

~~

G(@)
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On voit que :

CegMazwell(t) Ce? - CeG(t) Ce?

(110 A+ S (+0 Agore
d’aprés (8.26)

(8.27) G'(¢) <

On a:

Ce
1+t

(8.28) (G)(1+1)7) = (G’(t) - G(t)) (14+1)79 < Ce’

14t

Enfin, en utilisant que pour ¢t > 0, on a Celn(1 +t) < (1 + ), on obtient
par intégration :

(8.29) G(t) < GO)(1 + )9 + C3(1 + 1)
< One*(1+ 1) + O*(1 + t)%°°
< Cye®(1+t)%e.

Ceci termine la récurrence et la preuve du théoréme.

On peut alors obtenir le corollaire suivant :

Corollaire 8.5. Supposons (8.3) vérifiée pour un certain N > 2 [*E2] + 6,
et que, pour tout N’, on ait :

(8.30) EMazwell () < C
alors, pour tout N', il existe une constante C telle que :
(8.31) Extemvell (1) < Oni(1 4+ ).

Preuve : L’hypothése (8.3) étant vérifiée, on peut appliquer le théoréme
8.1 et obtenir

(8.32) gMarwell (1) < C(14+ )¢ pour0 <k < N.
Soit ¢” < 1/4, on peut supposer qu'il existe un temps 7" tel que :
(8.33) EMazwell (1) < Cpu(14+1)*"VE< T .

En utilisant 'inégalité de Klainerman (11.36), on peut montrer que les esti-
mations du corollaire 5.1 restent vraies avec Ce remplacée par une constante
C. On a par exemple :

(8.34)

CL+t+g) =" (1 +]g)) ", ¢>0,

OZTA(t, x)|+|0Z h(t, x)| < s
| ( )| ’ ( )| C(l—i—t—i— ‘q‘)lT“s (1_|_ ’q’>—1/2’ q< 0’

|I\§N—{

n+2

2

|
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De plus, on peut montrer des estimations du type de celles de la proposi-
tion 7.1 avec Mye remplacée par une constante C' et Cye remplacée par C}.
Par exemple, on aura , pour |[| =k < N/2+4+1:

(8.35)

h
IaZI<h>I+| - |+1+t+‘q‘<|azf (h>|)< Cr(l+t+1g)C(1+la) ¢, ¢ >0,
A 1+ |q| 1+ |q| AV SN 44 g0+ g2, g <

e}

Aurang k+1= N + 1, on a par hypothése £X57<"(0) < C
L’inégalité d’énergie (8.8) entraine qu’il existe une constante C' telle que :

5 t C(c:Maxwell t
(8.36) &) <C+ / CEnt™ 1) 4y 4 / aTee ¢
0

0 1+7 1+ 7)-¢
H(®)
Or,
(8.37) (HE) 1+ <
~ 1+t
En intégrant, on obtient bien :
(8.38) Ht)(14+t) < H@O)+Chn(1+1t) < C+C'(1+1)°.

Finalement :

(8.39) ghlsmwell(ty < H(t) < C'(1+1)%¢.
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9 Complétude géodésique

Pour I'instant, on a prouvé I'existence d'une métrique g solution des équa-
tions d’Einstein-Maxwell, mais il est possible que I'espace-temps (R"™!, g)
ainsi construit posséde des singularités (en un certain sens défini dans [11]).
Aussi, il est important de montrer la complétude géodésique de (R™!, g).

3

Proposition 9.1. Supposons que h = g — m satisfait les estimations® sui-
vantes :

(9.1) |h||Oh] + |Oh| 7y + |Oh|LL < Cet™,

(9.2) |Oh(t,x)] < Cet™',  pour |z| <t/2

Soit X (1) une géodésique définie sur un intervalle de paramétres mazimal.
Alors les valeurs du parameétre affine T parcourent [0, 00).

Remarque 9.2. La démonstration de [15] ne couvre que le cas des géodé-
stques causales. Ici, on prouve aussi le résultat pour des géodésiques de type
espace.

On note :

(9:3) X(r) = (2°(r),2(7)) = (t(7), 2(7)) = (t(),rw(T)),

(9.4) { Xe(r) + T4 (X (1) X0 (1) X(r) = 0,

X(0)=Y X(0)=¢.
Prenant v = 0 dans (9.4), on a :
1
(9.5) 4 S (" 4 B07)(Oghao + Oyhge — Oyhp, )i 37 =0,
ce qui peut s’écrire :

(9.6)

1
i — 5 (205ho, — Qohg, )i i" = O(|h||0h]|?) Ofela® + 1 71&[)

~—~—
d’aprés (9.1)

Comme on a

d
(9.7) Dsho, i1 = T (h0y@7) = hon 7

3. Ces estimations sont consistantes avec les estimations de décroissance prouvées pour
h dans la proposition 7.1.
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on est ramené & étudier :

d 1
(9.8) E(ro — hg, i) — iaohm:tﬂiﬂ = O(e]z° + 1|7"2]*) — ho, &7 .

D’aprés (9.4) et (9.1), on a
(9.9) [hoy 7| < [R|T]2* < el2® + 1] 2]*.
Ceci nous ameéne a considérer ’équation suivante :

d 1
(9.10) %(g‘;o — hoyd?) — §8oh57x'ﬁjﬂ = O(ela® + 1|7 "|2[?) .

Notons ici qu’en dimension n 4+ 1 > 5, on a, d’aprés la proposition 7.1 :
1
(9.11) 580%9‘:%7 = O(e|lz® + 1|7Y2)?) .

Pour n = 3, on a seulement |0h(t,z)] < Cet~'quand|z| < t/2. Comme
Oy = 0s — 0y, on a (d’apres (9.1)) :

1 1
(9.12) —iaohm:b%v = éaqhﬁvjc%7 + O(elz® + 1|72

Dans Pexpression 9,hs, %17, seul le terme 9,hyr|#L|* n’a pas la décroissance

souhaitée (i.e. 9,hrr|#L]* n’est pas O(e|z® + 1|71|z[?)).
On peut donc écrire

1 1
(9.13) —580%55%7 = §8qh@]:i:%2 + O(ela® + 1| H&[?).

On utilise alors les écritures suivantes :

. 1, 1, iz 1 g

L_ _ " ,a — _—(_s0 A S ¢ __4
(9.14) T 5% L, 2( @+ 2] ) 2( dT(t r)) 5
et
(9.15)

L+L L+ L 1 1 1 1 _

athO = 8qh(ataat) = aqh<T_, T_> = ZathL+§athL+Zaqh@ = ZaqhQ—I-O(EL’EO—{—H 1).
Soit & une fonction C'° telle que f(ﬁ—o) = 1 pour “”;—O <2et f(“”;—o) = 0 pour
2 >3,
On a
(9.16) 9qhoo =(1 — &)9ghoo + 94(Ehoo) — 0g(§)hoo

=0,&hoo + O(el2” +1|7).
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On a utilisé que |9,6(2)] = [~ 3(r"+a%2)¢'(£)] < Cl2°|~" puisque 7 > 2
dans le support de £'. Ainsi :
1 . . _
(9.17) —559(/@@%2 = G%(404(Ehoo) + O(ela® + 1]71)) .
Or

(9.18) %(5’100(]) §hooq + q d (fhoo
= §hood + ¢ (9 2 (Ehoo
= Ehood + ¢70q(Ehoo

On a d,he = O(g|x®+1]71), Orhoo =
O(|z° + 1|71). Par conséquent

+ ¢$04(Ehoo) + qwa (€hgo)
+ O (Ehoo)i" it + 0., (Ehoo) 3"

)
)
)
O(ele™+11), B,6(%) = 0 et DLE(2) =

. d . y _
(919) q2(9q(£h00) = E(éhogq) — §h00q -+ O(€|LL’O —+ 1| 1)
et

1 . L2 d . - 0 —1(..12
(9.20) _§aqh@|$*| = %(ghoofﬂ — Ehood + O(glz” + 1|77 |2]7) .

Pour 'instant, on a

d . . . . 1y
(9.21) E(xo — hoy@" + Ehgod) — Ehood = O(ela® + 1|7 H&[?).
Or
od oy A g Ewy oy
(9.22) j= E@O_ W) =30 — - Y)2)?) — r3z.2]?).

En utilisant que |Z|* < |T||#|* (d’aprés (9.4)), que r~! < Ct~! dans le support
de £ et en se servant de (9.1), on obtient

(9.23) Ehood = O(ela® + 1|7 Ha[?).

On peut ainsi se ramener a étudier

d . ) ) 1.
—(2° — hoy@” + Ehooq) = Oela® +1]7'|2]?).

(9.24) e

Intégrons entre ty et ¢ en utilisant que |z|* < |2°> + C' :
(9.25)
t
12°(t) — i%(to) — hoy @7 (t) + hoy @7 (to) + Ehood(t) — Ehood(to)| < / (Celz®(s) + 1| 7H2%s) | + Ce) ds.

to
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Soit Vo = i%(t). On a :
(9.26)

()] < C(IVol(1+ ) + & +e(t — to)) +/ Cela’(s) + 1|7[2°(s)* ds.

to

On utilise alors le lemme de Gronwall suivant : soient y,z € C([to,t1]) et
Y € C%[tg, t1], RT) satisfaisant pour tout ¢ dans [tg, 1] :

o <=0+ [ " u(s)y(s) ds.

alors :

e ot y(t) < (ko) exp ( /totw(s) ds) + /t: %(S)exp ( / ") du) ds.

On obtient :

(9.27)  |2°(t)| <C(|Vol(1 +¢€) + €) exp (/t Ce|2®(s) + 1|712%(s)| ds ,>

t t
+/ Ceexp (/ Celx®(u) + 1|71 (u)| du) ds.
to S

Plusieurs cas sont alors possibles selon les signes de 2°(tg) et V; (et on peut
se ramener & étudier des intervalles [ty, ] tels que 2° et 2" ne changent pas
de signe) :

Dans les cas (Vo > 0 et 2%(tg) > 0), (Vo > 0 et 2%(ty) < 0) ou (Vp < 0 et
2%(ty) > 0), on peut montrer que

(9.28) i°(t) < C(2°(t)+1)“ [([Vol (1 + &) + &) (2°(to) + 1)~ + e(t — to)] .
Ceci peut s’écrire :
(9.29)

7 (@O + D7) < C LWL +2) +2)(2"(t) + 1) +2(t = t)] -

En intégrant, on trouve :
(9:30) a"(B)+1 < C [(IVol(1+2) + &)@ (to) + 1)7 (¢ 1) + 5(t = 10)?] -

Dans ces cas, 2° reste borné en temps fini ( et 2" aussi d’aprés (9.28)).
Dans le cas (Vp < 0, 2%tg) < 0) alors 2°(t) < 2%tg) < e(t — o) et
2(t) < et — to).

Ainsi, 2° et 1° restent bornés en temps fini. Or, si la géodésique X (7) n’était

définie que jusqu’a un certain temps fini 7%, on aurait : lim (|X(7)| + | X(7)]) = +00.

Ceci entraine la complétude géodésique de (R g).
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10 Probléme extérieur

10.1 Introduction

Le but de cette section est de montrer ’existence d’une solution globale,
dans une certaine région C(R) définie en (10.1), pour les équations d’Einstein-
Maxwell avec des données initiales bornées, non nécessairement petites. Le
domaine dans lequel on parvient a montrer I'existence d’une telle solution
contient des cones lumiéres sortants complets en dimension d’espace n > 4.
En dimension n = 3, la région obtenue ne contient pas des cones lumiéres
complets ; le probléme vient du terme d’erreur dans ’équation (10.54), qui
nécessite une puissance o de r positive dans la définition du domaine C(R)
pour obtenir le controle désiré.

Pour y parvenir, on s’appuie sur la méthode utilisée dans les sections pré-
cédentes qui permet de montrer 'existence globale de solutions lorsque les
données initiales sont suffisamment petites. L’idée est d’utiliser un change-
ment d’échelle pour que les quantités bornées deviennent petites. La princi-
pale difficulté de la preuve vient du fait que les équations de contraintes ne
sont pas satisfaites a I'intérieur d’une certaine boule B(1). C’est pourquoi on
s’attachera a vérifier que les outils fondamentaux de [14] (inégalité de Klainer-
man, inégalité d’énergie, inégalité de Hardy et estimations de décroissance)
restent valables dans la région extérieure du cone issu cette boule. Comme
on peut le voir en reprenant le résumé de la méthode rédigé dans la section
1.1, le fait que ces résultats restent vrais en dehors de ce cone entraine que
le probléme de Cauchy pour le systéme (10.3) posséde une solution globale
dans la région qui nous intéresse.

10.1.1 Notations
Dans tout ce qui suit, on notera :
={(t,z) eERX R f(r) :=r —b+ar” > 1},

Q
(10.1) B(R) = {x € R |z| > R},
C(R) = {(t,x) € Q;|z[ > R},

avec 0 <6 < 1 et?
(10.2)
—1<a<0, b>1 et d<o<1l, pourn=3,

O<a<letb>1, 3?"+(5<0<0 et ac > —1pourn >4.

Notons que, pour 7 > 1, f est continue et strictement croissante. En effet,

4. Ces conditions viennent essentiellement de (10.54).
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f"(r) =ac(oc —1)r"2 > 0et f'(1) =1+ ac > 0. Ainsi, f est bijective sur
[1,4+00] et on notera, pour t fixé :

Qt:{xeR";rzletTZf_l(t)},

avec f7H(t) =t + b+ O(t7).

10.1.2 Reésultat principal

On s’intéresse au systéme :

Ry — 1R = 87T, ,
(10.3) { D2y

On suppose les conditions initiales C*> et asymptotiquement euclidiennes :
i.e. pour r = |x| — 400, @ > 0 et M la masse ADM on a :
(10.4)
( A +206;+0@ ), pourn =3,
g0ij 0ij + 0(7«1%"*&) , pour n >4,
Vij=1..,n < AO:O(TI_T"—O“) 7
kOij = O(TﬁnTﬂia) 5
{ E'=0(r—=2 9).

Remarque 10.1. Comme la remarque 1.1 le signale, le fait que le terme de
1-n

type Schwarzschild soit un O(r 2z ~%) quand n > 4 entraine une différence,

selon les dimensions, dans la décomposition h = h* 4+ h® .

oM
r)=~§;; pourn =3,
Posons go = 0 + hg + hg ol hg; = X(r)5505 avec
0 pourn >4,

X € C* valant 1 pour r > 3/4 et 0 pour r < 1/2 et

(10.5)

En,r(0) = Z (H(l + 1) I B 2 e ey + 1L+ 7)Y K| 122 o ()
0<|I|<N

+[(1+ 7”)1/2+7+|I|VVIAO||%2(Rn\B(R)) + /(1 + 7’)1/2+7+|I|VIE0||%2(Rn\B(R))> :

Théoréme 10.2 (Théoréme d’existence globale sur C(R)). Soient (2o, go, ko, A°, E°)
les données initiales du systéeme d’équations d’Einstein-Mazwell (10.3). Sup-
posons que Y soit difféomorphe a R"\ B(R), avec R suffisamment grand, que

(9o, ko, A°, E°) soient C™ et vérifient les conditions (10.4) et les équations de
contraintes habituelles.
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Soit N un entier naturel tel que N > 2["7“] + 6. Alors, pour toutes données
initiales vérifiant

(10.6) En,r(0)+ M <C sin=3,
EN,'y,R<O) < C sin > 4,

pour un certain vy > 0, le probléeme de Cauchy pour le systéeme (10.3) posséde
une solution C* globale (g, A) sur C(R).

Idée de la preuve : Comme on suppose que Ey - g(0) < C, un change-
ment d’échelle pour passer de R"\ B(R) a R"\B(1) entraine que Ey,1(0) <
C'R™¢. De plus, comme le montre 1’équation (10.7), la masse diminue (M de-
vient %) Ainsi, pour R suffisament grand, les données initiales ramenées a
R™\ B(1) seront assez petites pour appliquer le théoréme d’existence globale
3.1. Par changement d’échelle inverse, I'existence d'une solution globale sur
C(1) implique 'existence d’une solution globale sur C(R).

Soit gij(y) = 8i;(y) + hi(y) avec y € R™\B(R) et hi(y) = 26, +

) ]
O(ly|~ ™).
En posant y = Rz, on se raméne & R"\B(1) .
Ainsi
r € R\B(1) &y e R"\B(R) .
On a alors :
2M 1 1
R(.\ . 1. _
(10.7) hij(w) = hy(Rx) = Rz (R”a mlm) .

On note ici que si R est assez grand, la quantité % est suffisamment petite
pour satisfaire les conditions exigées par les hypothéses du théoréme 3.1. En
ce qui concerne la courbure, on a :

(10.8) kij(z) = %kij(y)'

La question qui se pose alors est : comment étendre 2ff et kff sur R™\B(1)
pour que les résultats du théoréme 3.1 s’appliquent 7 Tout d’abord, on doit
prendre en compte que les équations de contraintes habituelles ne sont pas
vérifiees a l'intérieur de la boule B(1). Ceci est 'objet du prochain para-
graphe.
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10.1.3 Equations de contraintes

On s’est raméné a l'exterieur d’'une boule de rayon 1. Dans un premier
temps, on pourrait penser qu’il suffit de remplir cette boule avec des données
quelconques pour faire fonctionner ’argument établissant ’existence globale.

Mais cette approche naive n’aboutit pas car si les équations de contraintes
ne sont pas satisfaites a l'intérieur de la boule, on ne peut pas montrer que
les conditions de jauge harmonique (1.4) et de Lorenz (1.5) sont satisfaites
en tout temps.

C’est pourquoi il faut vérifier que les résultats fondamentaux de la dé-
monstration restent vrais en dehors du cone issu de la boule de rayon 1. Les
quatre paragraphes 10.3, 10.3, 10.4 et 10.5 sont consacrés a ce travail.

Avant tout, on va s’assurer qu'on peut construire des données initiales

vérifiant la condition de jauge harmonique et de jauge de Lorenz en dehors
de B(1).

10.1.4 Harmonicité

On peut écrire la condition d’harmonicité sous la forme :

(10.9) du(V/|detglg") =0 ,v=0...n.

Pour |z| > 1, on se donne g¢,,|:—0 (avec goilt=o = 0) , OpGijli=0 , G* =
—i(y/|det g|g"")]i=o et on veut trouver dyg,, |i—o pour que la condition (10.9)
soit vérifiée.

Dans ce but, on note que :

. 2
(10.10) 9" 0o gy = Waa(\/ |det gagl) .
aB

(10.9) entraine que

(10.11) do(v/|det g|g™)]i=0 = G .
Si on pose

(10.12) 9" = -6y,

on obtient :

(10.13) Y (80(\/|det g|)> lieo + 1/]det 91009 im0 = G” .

e Prenant v = 0 dans (10.13), on trouve :

(1014) —80(\/ |d€t g|)|t:0 + £/ |det g’aggoo‘t:() =0.
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D’aprés (10.10) :

1
(10.15)  do(V/[det gl) = 5 +/Idet g™ Ongas
1 -
=5V |det g| (—Bogoo + 97 0ogi;)  d’apres (10.12).

Injectons ce résultat dans (10.14) :

1 iy
(10.16) 5\/ \det g| (80900 - g”@ogij + 2(90900) t=0 — 0.
Comme dygop = —YJougapdog™, on a dogoo = —pg™ et, par conséquent :
(10.17) Aogooli=0 = —9" Dogijli—o -

e Prenant v = j dans (10.13), on trouve :

(10.18) vV |det gl0og™ 1= = G7 .

Comme dygo; = g;1909"°, on conclut :

1
0 9ojlt=0 = —F/———=0jk|t= Gk
0 O]|t 0 |detg| J |t 0

Ainsi, on peut construire des données initiales qui satisfont la condition de
coordonnées harmoniques. D’une maniére similaire, on peut construire des
données initiales de telle facon qu’elles vérifient aussi la jauge de Lorenz.

(10.19)

Dans les quatre prochains paragraphes, on s’assure que les outils fonda-
mentaux de [14] restent valables en dehors du cone t = f(r).

10.2 Inégalité de Klainerman & I’extérieur du céne t =
f(r)
On se propose de vérifier que I'inégalité de Klainerman reste vraie dans

la région extérieure €y du cone ( i.e. pour r > f71(t) et r > 1).

Proposition 10.3 (Inégalité de Klainerman dans ;). Il existe une constante
C telle que

(10.20) (L[t + )" L+ [t = |zl Dlu(t, )P < € Y (120l )]

L2(S)
[7|<[2$2)

siu est dans C®(Jt —1,t+ 1[x€Y) et et tend vers 0 rapidement quand |x| —
+00.
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Pour prouver ce résultat, on a besoin d’un autre résultat de [9] restreint
a €, plus précisément la proposition 6.4.8 de [9] :

Proposition 10.4. Si u' € LP() et p > n, alors u est continue et
(10.21) [u(z) = u(y)] < Cuple —yI" 7 |1l

Preuve de la proposition 10.4 : La preuve reprend celle proposée dans
[9]. Le but est de s’assurer que I'argument reste vrai pour des fonctions qui
ne sont définies que sur Q). Par régularisation, on se restreint au cas ou
u € C’OO(Qt) et, en utilisant un changement d’échelle, on peut aussi supposer
que |z —y| = 1.

Dans un premier temps, on veut montrer que

(10.22) ux () — U(ﬂf)/sO(y) dy| < Cpnll@llol 1]

si p > n et p s’annule en dehors de la boule unité. Il est suffisant de prouver
ce résultat pour x = 0. En coordonnées polaires, on se raméne a estimer :

(10.23) [—// u(rw) — u(0))p(—rw)r" " drdw .

Dans ce but, posons % =" lp(—rw) et ®(r,w) =0 quand 7 > 1. On a

|| < |||l et, par intégration par parties, on trouve :

(10.24) //a“ ") (1 ) dr o

Comme

1 auP
!/ > -
(10.25) = ([ 15

I'inégalité de Holder donne :

r" L dr dw) ’ ,

leldrdo <ligll [ []5F

. < gu
(10.26) |I|_// e
1 P A 1 - H
<[l (//@ r”_ldrdw) (/ /r<p> drdw)
0 a 0
S drdw)q,

1
ﬁwmw(o

n—1 1l-n
rer e drdw
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ou % + % = 1. Comme 1 + % = ¢¥* > 0'si p > n, 'intégrale a droite de

I'inégalité converge et (10.22) est ainsi prouvée.

Enfin, puisque
[(ux@)| = [u' o] < lollllu]l,

on a
Jux () —ux o(y)l < |z = ylllellglle]],,

et (10.22) entraine que, pour un certain ¢ d’intégrale 1 fixé, il existe une
autre constante C),,, telle que

(10.27) u(z) —u(y)| < Cpulldl]p, silz—yl=1.

Ceci termine la preuve de la proposition. Cette proposition entraine un ré-
sultat analogue & celui du corollaire 6.4.9 de [9] mais restreint & la région
Qt .

Corollaire 10.5. Si m est un entier positif et > < p < oo, 0%u € LP(Qt)
pour |a] < m entraine que u est une fonction continue et que

(1028) Sl}p|u| < Cn,p,m Z ||8au||LP(Qt) :

Q¢ || <m

On note que (10.28) appliqué a x(z)u(Rz) o x € CC(x;|z| < 1) et
x(0) = 1 donne une inégalité qui servira dans la preuve de U'inégalité de
Klainerman :

(10.29)

1/p
R"?1u(0)] < Cypm Z Rl (/ [0%u(x) [P dx) , sin/m<p<
o< Fl<|z|<R
Preuve de la proposition 10.3 : On s’inspire de la preuve de la proposition
6.5.1 de [9], en étudiant uniquement la région €.

1" cas : R=1t+|z| <1 : (notons que dans €2, seules aux valeurs ¢t = 0 et
|z| = 1 sont concernées mais, la démonstration restant la méme si on consi-
dére tout R™™! on considére ce premier cas pour donner au lecteur une idée

de la preuve de la proposition 11.5.)
On a

(10.30)
(L+ [t + )"+ ([t = [lD]ult 2)* < 2°|u(t, 2)[?

<C Z H@g‘uH;(Qt) d’aprés le corollaire 10.5

o <[£2]

<C Y 117N,

171<["$2]
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2 cas : R =t + || > 1 : Remarquons tout d’abord que dans Qt, on a
|z| > f~(t) > t + 1. Notons ensuite que les champs de vecteurs (12.2) et
(12.3) de la famille Z définie dans la section 12.2 forment une base de tous
les champs de vecteurs quand t? # |z|? puisque

(10.31) O Aa2)0/0x5 = NoxsZo — > aZpa, B=0,..n,

pour certains A, non tous nuls. On peut ainsi écrire

(10.32) 03 => ap,(t,x)Z,, B=0,..n,

v

ou Z, désigne un des champs de vecteurs de la famille Z définie dans la
section 12.2 et ag, sont des fonctions C™ avec |ag,| < C|(t,x)|™ en dehors
du cone de lumiére A = {(t,z) € R™ |t| = |z|}. Iei, |(t, @)™ = [¢2 — r2| 2.
(On remarque que |(t,z)]7! — +oc sur A). Il s’en suit que, en dehors de A,

(9a == E aa[ZI 3
1<|1|<a

avec les fonctions aq lisses telles que |aq;| < C|(t, z)|71,

Soit I' un cone fermé qui n’a pas d’intersection avec A (sauf en 0). On
choisit v > 0 tel que

((t,2) TN Q) = (tx+y) € Q) siyf ' () < |yl <R =~(Jt] + |=]).
En particulier, on aura (¢,z 4+ y) ¢ A. Ainsi, on a
|aar(t, = +y)| < C|(t,x+y)|* < CR™

si (t,z) € Tet vf~H(t) < |yl < yR. On obtient alors pour (t,2) € T' et
VU Syl <R

(10.33)
/ ) |Ra|aau(t,$+y)|2dy§/ ) Z RO‘ Z aa[ZIU
L)< |y|<YR \MS[”TH} ’Yffl(t)§|y|§7R|a|§[nT+2} 1< 1<
g/ C Z | ZTul? dy
VL)<l R nt2
H1<[*3=]

[71<["$2]
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En prenant z = y/v comme nouvelle variable, on obtient

(10.34)
/_1 . Z |R|a‘3au(t,x+z)|2dz g/ C Z |ZIu]2dz
F1@®)<)2I<R o <[2£2] f1@®<|zI<R <EL2)
I 2
< C Z HZ L2 Qt)
‘I|< n+2]

En utilisant 'inégalité de Sobolev (10.29) (avec p = 2 et m = [2£2]) | on
trouve finalement :

(10.35)

- B 1/2
RPlu(t,z+0)<C > R (/ ~|aau(1t,x+z)y2dz>
|a|§[L+Q] Fr®<L|zI<R

1/2

<o X 121,

171<[52]
On déduit (10.20) de cette derniére inégalité.
On utilise ici une version a poids de cette proposition, avec le poids w(q)

défini par (11.28). On peut ainsi montrer, en s’inspirant de la preuve de la
proposition 14.1 de [14] :

Proposition 10.6 (Inégalité de Klainerman a poids sur Qt) Soit n > 3, il
existe une constante C' telle que pour toute fonction u € C(R™), on ait
(10.36)

(L+ [t + =)™ [(1+ lgDw(@)z u(t ) < C Y [lw(g)? 2" ut, | 2 -
171<[742]
10.3 Energie a poids sur le cone t = f(r)
On s’intéresse a I’équation
(10.37) Oyt = ¢*?0,0pu = F
Considérons 'ensemble Qtl,tQ ou :
(10.38) Quy ={(@, 1) ER" xRty <t <ty f(r)>1t}.
Les bords de cet ensemble sont :
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(10.40) Y, ={(z,t) e R"" xRt =to} .

(10.41) Ny ={(z,t) eR* xRty <t <ty t=f(r)}.

On veut montrer qu’on a une inégalité d’énergie analogue a celle lemme
6.1 de [14] lorsqu’on se restreint a la région {f(r) > t}. La démonstration
proposée ici semble plus naturelle que celle proposée dans [14]. Dans ce pa-
ragraphe, on obtient le résultat suivant :

Lemme 10.7 (Calcul d’énergie). Soit u une solution de (10.37) tendant
suffisament vite vers 0 quand |x| — +oo. Supposons que la métrique g est
telle que H*® = g% — m®8 satisfait |H| < % Alors, avec w = é—‘ et w défini
en (12.12), on a :

(10.42)

/ |Ou|*w'(q) d" o + 2/
Q >

t1,t2 i

+ 2[ (](&Haﬁ)aauﬁgu\ + 2\(8aHo‘ﬁ)8gu8tu] + 2]F8tu\) w(q) A"y
O

(\&ulz + |Vul?) w(q) d"z < 4/ (|0wul® + [Vul*) w(q) d*x

Sy

t1,ty

+ 2/ (JH*?0,udpu + 2(w;H'™ — H**)Oudyul) w'(q) d"'a.
Q.1
Preuve : Soit T, = V,uV*u — 59*°9,udsud,” . On a
(10.43) V,(T,") = V,ulgu.

De plus, pour tout champ de vecteur X*, le théoréme de Stokes nous donne :

(10.44) / T, X" dS, = Vo (T,Y X" dp.
o S

o du = +/|det g| dz™*! et dS, = \/|det g0, d"z.

On calcule alors que :

Vo (T, X") = X* (V,uDu) + 1,7V, (X*) .

(10.45) TV, (X") = T,0,X" + T'T /. X°
1
=T,"0, X"+ —VMuV”ug’“S&,g(;VX"
—_—— 2 .
A B

1
-+—Z¢w¢@%u@m&g&X”.

J/

C
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On choisit X* = ———d,"w(q) et on obtient ( en coordonnées harmo-
Vdet g ©
niques) :

(10.46)
XH*(V,uOgu) = ;w(q)ﬁtuﬂgu = ;w(q)atuﬂgu = ! w(q)Fouu .
\/|det g V/|det ¢ V/|det g
1 1 1
A=——o"0uV"ul,(w - — P9 udgud(w
1 1 1
+ 0ruV"u0, — = B udzud,
w(q) (AN ( |detg|) 2w(CDg uogu t(\/m)
A
= \/ﬁ (—goo(@tu)2 + g w;Oudu + g% w; (Oyu)? — g" Oudu + %gaﬁﬁauagu) w'(q)
etg
+ A
B =t u(q)(0g°%)Bud
= — — w au u.
2 Jastg]
On calcule alors ( en coordonnées harmoniques ) :
(10.47)
1 1
A =— det g (w(q)atuvl’ua,,(\/ |det g]) — Ew(q)gaﬁaauﬁguat(\/ |det g|))
1 1
=— w(q) (—(&Ygaﬂ)@gu@tu - —go‘ﬂg”‘s@auagu&,ggy)
V/|det g] 4
1
= w(q) ((0ag®?)0sudiu) — C.
V/|det g
.. . 1 af .
Ainsi A, +C = \/mw(q) ((0ag°®)Dsudiu) et on a :
(10.48)
1

1
VYR - af _ af _
V(T X")+ ]detg[w(Q)(Q(atg )0au0pu — Oyu(0ag™" ) Opu F@tu)
1

Il
a
©)
-+
S
N

. . . 1
—g"(0u)* + 9" w;0pud;u + gf”wi(étu)2 — ¢Y"Qudu + §go‘ﬂaau8@u> w'(q)

—_

(—9™(0u)* + 9" Oudju + 2w;g% (Oyu)? + 2wig” Brud;u) w'(q)

=&
-+
=

(gaﬁ('?auagu + 2(wig™ — goa)é)tuﬁau) w'(q)

N = N = DN =
o
= o
=3
s

(|0u]? + H*P 0qudgu + 2(w; H'™ — H*)dyudau) w'(q) .

:

|det ¢
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Pour l'intégrale sur le bord a9, on a
(10.49)

1
T,/ X" = (&uV”u — §go‘ﬁaau8gu50”) w(q) .

1 1
N S P —
V/|det g| V/|det g|
Notant que 9, 4, = Sy, s, U Ny, 1y, 0n s'intéresse a :
(10.50)

/2 TyX"dS, = /2 (goo((‘?tu)2 + g% Oudu — %g(w@auaﬁu) w(q)d"x
t2 t2
= /2 —% (—9"(0pu)? + " O;udju) w(q) d"z .
t2
/2 T)yX"dS, = /2 —% (—9™(0wu)? + " O;udju) w(q) d"x .
t1 31
/ T, X"dS, = / — (go‘ﬁ[:aaguatu + %go‘ﬂﬁauagu> w(q)d "z,
Nij o Niq ity

ol on a utilisé les notations Ly = 1 et L; = Tf =21+ aor® 1.

En réunissant tous ces résultats, (10.44) entraine :

(10.51)

Lo o 1 )
/Q 5l0ul*w'(q) d “H/E 5 (9% (0r)* + g7 Oudju) wiq) "z =

t1,t2 to

/ % (—9"(0wu)? + " 0judju) w(q) d"x
>

t1

<
Nty tq
“

Q

1 .
- / 5 (Haﬁaauagu + 2(w; H'"™ — H*)0udpu) w'(q) "'
Q

t1,ty

N 1
- (gaﬂLaaﬁu@u + §ga58auaau) w(q) d"x

w(q) (%(&:H“ﬁ)&lu(‘?gu — (0 H*)Ogudu — F@tu) d" e

t1,ty

Or, on peut montrer que :
A 1 A
(10.52) 9°? LoOgudyu + §g°"38au8gu >0 si ¢* Lol <0.

On cherche donc des conditions sur a et o entrainant que g“ﬁf}aﬁg <0.
(10.53) 9P LoLs =m*LoLs + O(H)

= -1+ (f'(n)*+O(H)

= 2a0r° ! + d?6*r? Y L O(H).
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Sur ]\Afthtz, onaqg=7r—t=>0—ar’ > 0 et I'estimation du corollaire 5.1
(|H| < Ce(1+t+|g]) ="+ < Ce(1 4 r) 2" ) entraine alors :

(10.54) 9*°Laly < C <“WU_1 +a%o?r? Y p (1 + 7‘)%%) :

En choisissant

—1<a<0 ,6<0<1,pourn=3,
0<a<l1 ,?’_T”+5<0<O,pourn24,

on obtient bien gaﬁiaﬁg <0 pour r > 1.

Si, de plus, on fait I’hypothése que |[H*?| = |g*# —m®?| < 1/2, on s’aper-
coit que :

(10.55) = (|0ul* + |Voul?) < —¢%|0wul* + g7 Oudju < 2 (|0wu)* + |Vul?) .

N | —

On trouve finalement :

(10.56)

/ |Ou|*w'(q) d"x—l—Z/
O

(|0wul® + [Vul*) w(g) "'z < 4/ (|0wul® + [Vul*) w(g) d" 'z
s

t1,t2 to 2ty

+ 2/ (1(8:H*P)0qudpul| + 2|(0a H*?)Ogudyu| + 2| Fou|) w(q) "z
O

t1.t2

+ 2/ (JH*0,udgu + 2(wH'™ — H**)Oudqu|) w'(q) d"z .
0

t1.t2

Ceci termine la preuve du lemme 10.7. Celui-ci entraine la proposition 10.8

suivante ( qui n’est autre que la proposition 6.2 de [14] restreinte & la région
).

Proposition 10.8. Soit ¢ une solution de Elgqb = I avec une métrique g
telle que, pour H*? = g% —m*B on ait :

(10.57) (1 +|g))""|Hlee + |0H|ce + |0H| < C(1+1)7"
(1+ |g) "M H| +|0H| < C'(1+t 4 |q) "2 (1 + |g]) "2 (1 +¢-) ™"

Alors pour tout 0 <y <1et0<e <~/2C, on a
(10.58)

06[2w + / 862w’ <8 [ |06Pw + 16 /
Xt Qo,¢

Qo,¢

(cs'\aw

ot |F||a¢|) w |

3o
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10.4 Estimation de décroissance dans (),

La proposition qui suit s’appuie le corollaire 7.2 de [14] mais on ne s’in-
téresse ici qu’a la région €2;.

Pour 4/ > —1, on définit cette fois le poids

(10.59) @ =w(q) = (1+ g

Proposition 10.9. Ici n = 3. Soit ¢ une solution de [’équation [jggb = F.
Supposons que HY = g% — m®® satisfait
(10.60)

! dt 1 e gl +1
H| < H(t o —<— H e
< [ < e <

pulm

dans la région Dy = {x € R?; f~1(t) < |z| < 2t}.
Alors, pour o =14+ et pour un point arbitraire v € Dy, on a :

(10.61)

(1 + 1+ [2])|[w(q)00(t, z)| < C( sup Y (1w (@) Z°(7, )l e 0

<7<
0<r<t 171<1

+ /0 (8/@||W(Q)|a¢(t, Mo,y + (14 7)||w(@) | F (T, )|l (D))
+ 20+ @@ 2160 o) ‘”)'
[1]<2

Idée de la preuve : Pour toute fonction ¢, on a

(10.62) (L+[t—r))]og] + (L +t+7)|0p| <C D |Z¢| .

I|=1
Ainsi, (10.61) est vérifiée lorsque r > 2t — 1. De plus, comme
(10.63) (L4 7)]0,0] < Cloy(ro)| + Clo|, r=1/2,

ona,pour f[lt)<r<2t—1letr>1:

(10.64) (L+t+71)[00] <C Y 26| + Clo,(re)| .

11<1

Il reste donc a montrer que |9,(r¢)| est majoré par le terme de droite de
(10.61) quand f~'(t) <r <2t —1letr>1.
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On utilise ’écriture suivante :
1 1 4

Notons §*° = _g;;ié et k%P = g8 — mab,

Si ¢ vérifie Iﬁggb = F, on peut montrer que 'on a
(10.66) B B B
140,01 ¢+1k L0y p+trkdyo+(29"4) T F| < O (1| Au¢| + 7]k c71000] + [|(r|0%¢] + |09]))

ou trk = Z 25’7 — w'w’ . Ceci entraine que
i=1 j=1
(10.67)
0 ooy < € | (1+ TET ) oo ST 0] 4 iy )] 4 ol
2gLL T T = 1+ q| !

|7]<2

En multipliant par le poids w(q), en utilisant que

@'(¢q) < Caw(q)/(1+ |q|),

et en servant des hypothéses de la proposition 10.9, on trouve :
(10.68)

Hpp, | H]| g / w(q)|Z'¢]
10,5 5500w o)l < © | ({3 + ap ;) wl@lae + I

Soit (7, z(7)) la courbe intégrale du champ de vecteur 9+ HEL(2g2) 719,
passant par un point (¢,z) appartenant a la région f~'(¢f) < r < 2t — 1.
En utilisant que |H|,, < Ce(1+1+ |g]) 2"+ ( d’aprés les estimations du
corollaire 5.1 ), on voit que

(10.69)

HLL o 1 HLL o
(as—waq) (t—r+b—ar ):(5(&,—1—&)—49ﬁ(8r—8t)> (t—r—+b—ar?)

1 H
= — éam‘”—l + 49?; (24 aor®™1)
207
-1 ) <1 =

quand <a<0 ,0<o0o<1,pourn=3, et 1> 1.

0<a<l1 ,?’_T"+5<0<0, pour n >4,
Alinsi, cette courbe intégrale coupera obligatoirement le bord de la région
f7Ht) <r <2t —1 en un point (tg, zo) tel que |zo| = 2ty — 1.
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Le long d’'une telle courbe, la fonction ¢ := w(q)9,(r¢) satisfait I’équation

suivante :
d “
(10.70) Sl < hlyl+ 1
ou
(10.71)
P o] _ ae’ ~— @(9)]Z' ¢!
h—CHt , f=C Ht@(t})!@q(w)He %;2 T+ 1 + (1 +t)w(q)|F|

On obtient le résultat (10.61) en utilisant le facteur intégrant e~/ ()
et en intégrant le long de la courbe intégrale a partir d’un point (¢, x) de la
région f~1(t) < r < 2t — 1 jusqu’au point d’intersection (ty,zo) défini plus
haut.

En effet, on trouve en intégrant :
(10.72)

|(t, x)| < exp </ Hh IS da) W(tg,xo)\—i—/ exp </ Hh IS da) I f(7', )| e d’

avec la norme L™ prise sur la région f~1(t) <r <2t—1letr > 1.

On remarque que lorsque 7o = |zo| = 2tg — 1, on a ro < 2(1 + |ro — to]). Ceci
entraine :

(10.73)

t(to, z0)| < Crw(q)|040| + Cw(q)|¢| < Cw(q)(1 + [r —t[)|0d] + Co(q)|d|-

Ainsi, d’aprés (10.62), on a :

(10.74) [Y(to, z0)| < C Y w(q)|Z'¢) .
1]=1
Enfin, en utilisant que, d’aprés (10.60) fo Hh IN|pe= do < —, on obtient

I'inégalité souhaitée :

(10.75) 18,(r9)| S sup, D 1 w(@ 27, )l e

17|<1

+ [ (Zal= @100t M=+ O+ F =i+ 3 (147) (@ 267, =0, ) dr

l]<2

10.5 Inégalité de Hardy dans Q,

L’inégalité de Hardy est utilisée a de nombreuses reprises dans la démons-
tration de ’existence globale ; elle permet en particulier de passer de la norme
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L? a poids de Z'H ala norme L? & poids de ses dérivées 027 H. On vérifie ici

qu’on peut 'obtenir en toute dimension n > 3, en se restreignant a la région
Q.

Lemme 10.10. Soit 0 < o < n —1 ety > 0. Alors pour toute fonction
¢ € C}(|0,00]), il existe une constante C, dépendant d’une borne inférieure
pour v > 0, telle que :

(10.76)

/oo ? rLdr <O/°° 9 ¢]2(1+T_t)1+7r“*1dr
i L+r =)= (Lt +r)e — fw)T (1+t+r)e '

Preuve : Soit m(q) = (1 +¢)?. On a m'(q) = v(1 + ¢)~'*. De plus,
comme o« < n — 1, on calcule que :

(10.77)

O [ A +t+r)""m(r—1)] =

" Im!(r —t)

=T
Alinsi,
(10.78)
n—1 —Q 2 Tn_lm/(r B t) 2 Tn_lm(r — t)
O [r" ML+t +7)""m(r —)¢°] > Tt & T2 e

En intégrant entre f~1(¢) et +oco et en utilisant que ¢ est a support compact,
on obtient :

(10.79) 0> — (fH )" (L +t+ fH0) *m(f (1) — ) (f (1))

oo n—1, /(0 2 00 n—1 _
Z/ " im/(r — t)p* dr +/ 2(b87¢r m(r —t) dr
i A+t4r)e 1) (L+t+r)e

puis :

=l (r — )d? dr o0 m(r — t)r"tdr
oz | CE o [T el
f—l(t) (1+t—|—7“) f—l(t) (l—i—t—l—r)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine :

00 n—1,,,/ _ 00 _ £\2,.n—1
(10.81) / r=tm/(r t)dr¢2§0/ 0,01 lm(r tysrm=tdr .
i (L+t+r)e 1) m/(r—t)(1+t+r)e

Ceci termine la preuve du lemme.
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10.6 Conclusion

Comme on peut le voir en reprenant le résumé de la méthode de [14]
de la section 1.1, le fait que ces résultats restent vrais en dehors du cone
{t = f(r)} entraine que le probléme de Cauchy pour systéme (10.3) posséde
une solution globale dans Q.
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11 Annexes

11.1  Remarque sur le tenseur 7,,

Dans cette thése, on utilise le tenseur impulsion-énergie :

(11'1) THV = i(fu)\fy)\ - lg;wf)\pf)\p),

47 4
ou F,, = 9,A, — 0,A,. Les constantes qui apparaissent dans I'expression de
T,,, sont utilisées dans de nombreux ouvrages ot la dimension d’espace est
n = 3 (cf. [16] par exemple). Or, il n’est pas évident a priori de généraliser
ces équations en dimensions supérieures. Le but des calculs de cette annexe
11.1 est de s’assurer que la généralisation directe utilisée ici est cohérente
pour des dimensions n > 3.
Dans un premier temps, on va montrer que 'expression de 7}, peut étre vue
comme résultant d’un principe variationnel. Ceci garantit, par des arguments
standards, que les équations de Bianchi sont satisfaites; on le verifiera aussi
par un calcul explicite.

11.1.1 Principe variationnel

On consideére le Lagrangien :

(11.2) < = —@fwﬂ” = —Tg“agyﬁfwfag.
On définit alors le tenseur impulsion-énergie par
(11.3) e -2 92
\/m 9po
On a
(11.4)

ag po a g po ag po

1 g dg”? I(+/|det
TPo — _ [( g guﬁ_{_gua g )\/m+ ( ‘ g‘)g,uagl/ﬂ] fuufoaﬂ-

8m/|det g|

On utilise que % = =g et que 2R — VEe et on obtient
bien :
(11.5)
po 1 ao pup VB3 poe vp Bo 1 po Taf
T :_8_7T<_g gg f,uufa,@_g gg Fuufaﬂ+§g F Faﬂ)

1

= <fpﬂf0ﬁ _ igpa}“aﬂj:aﬁ) )
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11.1.2 Identité de Bianchi

Le calcul qui suit montre que D,T%, = 0 pour tout v = 0,...,n. Tout
d’abord, on a

1 1

(11.6) TH = Z(}“”}“ A _}—/\p}_)\pCS“)
1

:U'a:ﬁ _ = a3 o

47T(f va 4f faﬂ5 )

Par conséquent,

(11.7)
1 1
W Hor _ B
DT, = (DH(]-" Foa) 4Dy(f faﬁ))
1 1
_ Ba _ = g
= = (Da(F* Fun) = { DF o)
1
- 4_ <F/6aDﬂfya - _:/‘E‘OéﬁD faﬁ) car Dﬁfﬁa = 0 d apres (1 1)
7
1 /1
= [ Z B af _ _Tap
47T(2f Dﬁfya -+ .,F D fuﬁ f D faﬁ)
Fop
= — . (Dﬁfya Dafyﬁ +Dyfaﬁ>
=D Fgu
Fos

= (aﬁfm + 0 Fs + 0 faﬁ)

=0 car F = 0,4, —0,A,.

11.2  Estimation de |ZFy|

Un des travaux essentiels de cette thése consiste a étudier les nouveaux
termes introduits par les équations de Maxwell. Il est important de montrer
qu’ils possédent eux aussi les bonnes propriétés pour que les arguments de
[14] puissent s’appliquer. La section 2 et surtout le lemme 6.2 qui en découle,
suggérent que ces nouveaux termes possédent effectivement la structure adé-
quate. L’objet du lemme suivant est de montrer de facon explicite que c’est
bien le cas et qu’on a une estimation de |Z!F),| satisfaisante :
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Lemme 11.1. Pour Fy; défini dans (2.13) et pour tout |I| < N, on a :

(11.8)
1 1 1
oz (") e+ jappze (M) 2z (M)
2Py <C Y A) A) A
R = B A i+l O ESEArICEaTD
1
eloz’ (h)| )
+C ) YV s
l7|<|1]-1 @ +)=c  (L+t+q))*
Preuve :

D’aprés (2.13), on a |Z! Fy| < |Z'F| +|Z'F| + |Z! F4|. On va majorer cha-
cun de ces trois derniers termes par le membre de droite de (11.8).

i) En suivant le raisonnement de la preuve du lemme 11.2 de [14] (en te-
nant compte de la dimension n), on montre que |Z!F| vérifie (11.8).

ii) D’aprés le lemme 6.2, on a
(11.9)
1Z'F(h)(0A,04) < C > |0Z7All0Z"A|+C Y |Z"h][0Z7 A0z Al .

|1+ K|<|1] [ 1]+ J2|+[ 5| <[]

1) (2)

J

iii) D’apres le lemme 6.2, on a

(11.10) [Z'FAR)(0h,04)| <C Y (1027 h||0Z5 Al + 1827 A|02" b))

e

a"'g

(3)
+C ) | ZBhlloz"n)|0z" Al

[J1]+]J2|+|J3]<|I]

g

(4)
Reste a estimer (1), (2), (3) et (4) :

Notons tout d’abord que

(11.11) V[J|, 271 < Ce(1+t+|q])" et [0Z7R°] < Ce(1+t + |g|)~2.
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On a:
(11.12) (1) <|0A||0Z"A| + > 027 A||0Z A
<=1, K<

Celoz! A Celoz’ A
< Celoz Al Z Celoz Al d’aprés (8.1) et (8.2).

- 14t IS (1+1t)1-Ce
De plus,
(11.13)
@< Y |nloz Aoz Al + > | Z73h||027 A||0Z7 Al
htHal=l] L2 <1111 sl <1 - [ 252
@ S N g
> |Z73n||0272 A||0Z7 A .
[ IS [ 252 )Ll (252 ] 1<)l <) )
Or
(11.14)
a <C|0A||0Z"A| + C Z 027 A||0Z% A| car |h| < C d’aprés le corollaire 5.1,

|J|§|I|_17‘K‘§WT*1
! J
LCEHAOZMA 5~ CeloziA

= 1+t (G d’apres (8.1) et (8.2).

I<l1]-1
(11.15)
b<C Y |0z7Al0z7 Al
[J1|+]J2] <=1
n+2

car |Z7h| < Csil < || <N — [ } d’aprés le corollaire 5.1,

Celoz7 A
< Z el | d’apres (8.2).

g LD

(11.16)

c<C > | ZnM|0Z2 A0z Al + C > |Z 1|02 A||0Z7 Al
|1 |+ 2| <[ 252 ] -1, 1| - [ 242 ] +1< | s < 1] |1+ <[ 252 ] -1, 11| [ 22 ]+ 1< Js 1< ||

J 2 Jpl
§C2(5|02A|+( 2| Z7h}| >

1+t (T+t 1
e +t+ g1+ [gl)

2
d’aprés le corollaire 5.1 et (11.11) (car N > 2 [n;— } —1).
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Ainsi
(11.17)
eloZ’ A| e2|Z7h! CeloZ Al
@<cy ( i Loy Gz Al
1 1 1 1 1-Ce

Dans ce qui suit, on utilisera souvent que |0¢| < C|0¢|. Revenons aux ma-
jorations :

(1L18)  @)y<C > |0z'nozXAl+C Y 027 All0Z5h),

JIIK <] PRI

J/

~
€

-~
d
et on a:

(11.19)

d <C|0A||0Z'n| + CloZ"Al|on| +C Y |0Z27hl|0Z" Al
[T+ K< |T]-1
<C|0A||0Z"n'| + C|0Z" Al|Oh’|

+Ce Y |oz7Al1+n) +C Y 10Z70M[0Z5A] par (11.11)

|71<I1] [T+ K< 1|1
1
eloz”? (Z)|
< ar7J 1 K ) .
<C ) — ;¢ > 10270025 A] par (8.1) et (8.2)
|J|1< 1] |1+ K| <[1]-1
eloz’ (Z)|
< Nr7J 11 K
<C Y —a > C|0Z7h||0ZX A|
i<i] RIS -1 < 2 > L
+ > ClOZ7h ||0Z% Al + > C|0Z7h'||0ZX A|
K< =1 01> 2 g < = K< =1 g < 2 < =
oz’ ("))
eloZ
A Ce h!
< z7 2).
<C 2 g D 2 1o (A)| par (8.2)

[JI<II]| |JI<[T]-1
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Un calcul similaire donne
(11.20)

- Ce
e< > C\&ZJA]|8ZKh1|+ﬁZ|8ZJA\ par (11.11)

T+ K| J1< 1]
077 (h1>|
£
A 1+|6./| 21077 Al
<C Z +C Z par (8.2).
> t 1-Ce
1<) g (A e+la)
Ainsi, on a
]7,1
5|8ZJ< )| , _
A e(L+ g 121027 Al
(11.21) )<C Y +C )
¢ 14+t 1-Ce
Ve g (Lt ld)
Ce ;[ ht
t— Y, 102 ( )\.
(1+¢) |J1<IT-1 A
Enfin, on a
(11.22)
@< > |Wloz”n|0z" A+ > | Z73h)||0Z"2h||0 27 A
|1+ 21< ] | J1 |+ |2 <[ =1,1< s < [1] - [252]
a’ ;
> | Z73h||0 2720|027 A] .

| T[] T | <[22 ] =1, 1| = [ 242 ] +1< ] Js <[ 1]

v
C/

D’apres le corollaire 5.1, |h| et |Z7*h| pour |J5| < |I| — [%2] sont bornés
donc :

J/

(11.23)
d+V< > ClzPez A+ > Clozh|0z” A
PARTRARSY EARTRARSY
Ce
< J1 Jog1 1 J1 ) ]
<y 1027 A1+ > Cloz”h'|oz" Al par (11.11)
IKI<]1| EARIPARD]

Et par un calcul analogue a celui de I’estimation du terme a (cf (11.14)), on

trouve :
ht ht
Celoz! (A)‘ ., Celoz? (A)|

1-C
1+t S (14 t)1-Ce

(11.24) a+b <
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De méme, par un calcul analogue a celui de l'estimation du terme ¢ (cf
(11.16)), on trouve :

1 1
077 (Z)| ez (Z)|
(11.25) d<C

_l’_
L+t (14+t+[q))(1+1q])

Ainsi

(11.26) (4)<c Y oz (}D' 1 (}D'

+
L+t (1+t+lg)(X+1ql)

[J]<|1|
1
Celoz”’ (h >|
+ ) A
1-Ce :
[J]<[T]-1 (1+t)

Finalement, (11.12), (11.17), (11.21) et (11.26) montrent que (11.8) est vraie.

On peut aussi noter que d’aprés (11.10) et (11.9), et en utilisant le corol-
laire 5.1, on a pour tout |/| < N/2+2:
(11.27)

12" Fy| < Ce

IKI<|1]

0ZKh| + |0ZF A
1+t+]q|

+C > (1027 h|+|02” A|)(|0Z5h|+|0Z% A]) .
[JI+IKI<[I]|JI<IK|<|I]
11.3  Quelques résultats importants

Dans ce paragraphe, on rédige quelques résultats de [14] généralisés lorsque
c’est nécessaire pour n > 3. Ces résultats sont la base méme de la méthode
utilisée pour montrer 'existence globale. C’est pourquoi il semblait utile,
pour faciliter la compréhension du lecteur, de les reprendre ici.

On considére le poids suivant :

1+ [g)*™®, quand ¢ >0,
w:w@:{( al)

11.28
( ) (1+1g])™*, quand ¢<0.

avec 1t > 0et 0 <y < 1. Notons ¢ =|¢|sig<0et g =0siqg>0.

11.3.1 Inégalité d’énergie

La proposition 6.2 de [14] peut étre généralisée pour des dimensions d’es-
pace n > 3 :
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Proposition 11.2. Soit ¢ une solution de Elngﬁ = I avec une métrique g
telle que, pour H*? = g% —m*8 on ait :

(11.29) (1 + |q)) " |H|ze + |0H| e + |0H| < Ce’(l +1)7,
(1+ |g) " H| +|0H| < C'(1+t 4 |g|) "2 (1 + |g]) "2 (1 + )"

Alors pour tout 0 <y <1 et0<e <~/2C, on a
(11.30)

! 2
\8¢\2w—|—/ 1962w’ < 8 |8¢]2w+16/ / (C‘?W’ \F\\a¢\) w
3t Yo 3t

Preuve : on pourra bien str consulter [14] mais aussi la démonstration
du lemme 10.7 ( et la proposition 10.8 qui en découle) pour avoir un bon
apercu du calcul et une approche différente de [14].

11.3.2 Estimation de décroissance

La proposition qui suit n’est autre le corollaire 7.2 de [14], elle n’est uti-
lisée qu’en dimension n = 3 pour améliorer les estimations obtenues dans le
corollaire 5.1 . Elle ne nécessite donc aucune généralisation mais est rédigée
ici pour rendre la lecture plus aisée.

Pour 4" > —1, i/ < 1/2, on définit cette fois le poids

1 4+ d
w_w()_{(HQI) , quand ¢>0,

11.31 /
( ) (1+|g)*>* quand ¢<O0.

Proposition 11.3. Ici n = 3. Soit ¢, une solution de l’équation Elg%l, =
F,.,. Supposons que HoP = g8 — m*P satisfait

(11.32)
! dt 1 e gl +1
L H|er < 4|
4141+ |z

6 o
Mg [0 <

dans la région Dy = {x € R3; t/2 < |z| < 2t}.

Alors, pour a = max(1 ++/, 1/2 — ), pour tout U,V € {L,L, Sy, S2} et un
point arbitraire x € Dy, on a :

(11.33)

(14t + |2 ()00 (t, x) vy < C( sup Y || w(a) Z°(7, )|

<r<
o<t t|I|§1

+/0 <6’oz||?D(q)|3¢(t,-)IuvIILoo + (1 + )@@ F (7, )ovicem,)

+ 20+ D) = @02 0(7 ) xcon) ‘”) |

1]<2
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Preuve : On pourra consulter [14] pour la démonstration compléte mais
aussi la preuve de la proposition 10.9 utilisée ici pour le probléme extérieur
de la section 10.

11.3.3 Inégalité de Hardy

En adaptant la démonstration de I'inégalité de Hardy, faite en dimension
3 dans [14], on obtient 'inégalité de Hardy suivante. Celle-ci intervient a de
nombreuses reprises pour passer de la norme L? d’une fonction & la norme
L? de son gradient.

Proposition 11.4 (Inégalité de Hardy). Soit n > 3 et soit w défini par
(11.28) . Alors, pour tout 2 —n < a <1 et tout u € C§°(R"), on a

wdx
(L+t+|g)t—

|u? wdz )
11.34 / <C ou
L3 arar ar e =< /.0

Si de plus a < 2min(~, p), alors

WP A4l wde .
11.35 / < ou|“w' dx .
L) TP C et ) A = Jy 2

Preuve : Pour se faire une idée de la preuve, on pourra regarder [14]| ou
se diriger vers la démonstration du lemme 10.10 servant dans le probléme
extérieur de la section 10.

11.3.4 Inégalités de Klainerman

La proposition suivante ( Proposition 6.5.1 de [9]) joue un role fondamen-
tal dans la démonstration de I'existence globale , c’est pourquoi on la reprend
ci-dessous :

Proposition 11.5 (Inégalité de Klainerman). Il existe une constante C telle
que

(11.36) (1 +[t]+ 2" (1 + It = |zl u(t, )P < Y 112 u(t, )]z

171<[2£2]
siu est dans C*(Jt—1,t+1[xR") et tend vers 0 rapidement quand |z| — +00.

Idée de la preuve : On pourra se référer a |9 ou a la démonstration de la
proposition 10.3 utilisée pour le probléme extérieur.

Dans cette thése, on utilise une version a poids de cette proposition,
avec le poids w(q) défini par (11.28). En s’inspirant la démonstration de la
proposition 14.1 de [14] , faite en dimension n = 3, on obtient :
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Proposition 11.6 (Inégalité de Klainerman & poids). Soit n > 3, il existe
une constante C' telle que pour toute fonction v € C3°(R™), on ait
(11.37)
n—1 1 17
(L[t + )7 [+ laDw(@)[ult,2) < C Y Hlw(@)? ZMult, ]2 -

171<["42]
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12 Notations

12.1 Notations basiques

e Les indices grecs «, (3, i, v... et les indices latins i, j, ... parcourent res-
pectivement 0,....,n et 1,...,n.

e On utilise, & de nombreuses reprises, la convention de sommation sur les

n
indices répétés dans des positions différentes. Par exemple : X, Y# = Z X, YH
©n=0

Onnote {z"},—0..n = (t,x) = (=0, X1, ..o, ), T = || = (/23 + ... + 22

[ ]
et w= .
|

e Le symbole D dénote la dérivation covariante de Levy-Civita par rap-
port a la métrique g. On note d, = 9/0x* et 0 = (O, 0y, ..., ).

lsip=v,
Osip#v.

om = —dt’ + Z<d$i)2 est la métrique de Minkowski sur R™ .
i=1

® 0,, désigne le symbole de Kronecker : 0, = 4, = 0" = {

e On note 0, = ¢*%0,0g et O,, =0 = =02 + 2. + 2.
e Pour les symboles de Christoffel, on note :

1
FuAu = §g>\6(aug5u + aug5u - 859;“/) .

12.2 La famille Z

e La famille de champs de vecteurs Z est composée des champs de vecteurs
suivants :

(12.1) 8y, a=0,..n,
(122) Zaﬂ = Igaa — [L’aag , 0<ac< ﬁ <n,
(12) o= a0, .

a=0

On notera Z! tout produit de || champs de vecteurs de Z .
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e Notant [X,Y]| = XY —-Y X onal[,0,] = [0, Z.s] = 0et [J, Zp] = 20.
Soit Z € Z, on définit ¢z par [, Z] = ¢z et on note Z = Z + ¢z

12.3 La famille ¢/

e En tout point (¢,z), on définit deux vecteurs L et L isotropes pour la
métrique m :

L = 0, + 0, dénote le champ de vecteur tangent au cone de lumiére fu-

(3

tur de Minkowski ¢t — r =constante. ( On a L0 =1, L' = Tei=1..n)
On utilise les notations :
1

1 1
aSZELMaM:§aL:§(8t+8T), avec s =1t +r.

L = 0, — 0, dénote le champ de vecteur transverse au cone de lumiére ¢ —

r =constante. (Ona L’ =1, L' = —%, i=1,..,n)
On utilise les notations :
1 u 1 1
0, = _§L Oy = —§8L: 5(&—&5), avec q =1 —1.

e On définit alors la famille U = {L, L, Sy, Ss, ..., Sp—1} , 0u S, So, ..., Sp—1
dénotent des champs de vecteurs orthogonaux deux a deux, de norme 1, en-
gendrant I’espace tangent aux sphéres ¢ = constante, » = constante.

On utilise les notations dg: = S™9, pour 1 < i <n—1.

e Dérivées :
— On note 0 = (0, 01, s, ..., Oy) les dérivées d’espace et de temps.
— Les dérivées tangentes aux cones ¢t — r = cste sont symbolisées par

9 = (0y, O, ..., 0,) avec 0y = LFO, = Oy + O, et 0; = 0; — w;0, pour

1=1,..,n.

Décomposition par rapport a la famille U :

— Pour tout champ de vecteurs X et tout U € U, on a Xy = X, U, ou
Xa = magXﬂ.
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— Tout champ de vecteurs X peut s’écrire

X = X0y = XL+ XEL+ > X%,

i=1

ol XL = —XL/Q, XL: —XL/Q, Xsi = XSZ'-

— Pour tout couple de champs de vecteurs (X,Y), on a :

XY, ==X,V /2— X[Yi/2+ ) XgYs,.

=1

e Soient (Uy,Us) € U X U et k un 2-tenseur, on note ky,y, = k(Uy, Us) =
arrB
En particulier, on a, pour tout 7,5 =1,....n —1:

Mmrp =mrp =mrs, =MmMrs, = 0,
mrpp =mrr = —2,
ms,s; = 03 -

e On définit les familles 7 = {L,S51,S5,,...,5..1} , L£ = {L} et
S ={51,52,...,5.1}.

e Soient V et W deux des familles 4, 7, L ou S, p un 1-tenseur et k un
2-tenseur, on définit :

(12.4) plv = IpaV7l,
Vey
(12.5) Oplv = Y 10pal"V,
veld,vey
(12.6) Oplv =" > 10upaT"VC,
TeT ,Vey
(12.7) Elow = > [kagV W7,
Vey,wew
(12.8) Okhow = Y [0ukasU" VW,
veu,vey,wew
(12.9) Okhw = > [OukagT" VW

TeT,Vey,Wew
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12.4 Energies i poids
e On définit :

12.10) Exfemvell(t) = sup (|J0Z"h' 1> + 02" A*) w(q) d”

N

0<r<t
= Zzez |I|<N

(12.11) SMerueipy = 3 // (1821 + 1021 AP) ! (q) "z dr

ZeZ|I|<N
ou
(12.12) w(g) = L+ (1+g)**, ¢>0,
L+ (1 +g)™, ¢<0,

avecq=r—t,u>0¢et 0<d<v<a,et

1 _ 0
(12.13) hl, = hu —h

U2

X(r/t>X(r)¥§,uu pour n = 3 ,
0 pourn >4,
X € C™, x(s) valant 1 quand s > 3/4 et 0 quand s < 1/2.

ol hgl,(t) =

e Enfin, on reprend ici quelques conditions utilisées dans cette thése :

1
(12.14) O<5<Z’
0<y<1,

0<v <~v—4,

1

O<5<u’<§,

1 /

O<pu<-—pu.

2
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