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1 Introduction
On constate un intérêt croissant pour l'étude des solutions asymptotique-

ment euclidiennes des équations d'Einstein en dimensions supérieures, cf.[2, 5,
7, 8]. Les premiers travaux sur le sujet de D.Christodoulou et S.Klainerman,
cf. [4], prouvant la stabilité non linéaire de l'espace de Minkowski à quatre
dimensions utilisent les équations de Bianchi et, de ce fait, ne se généralisent
pas de façon évidente pour des dimensions plus grandes que quatre. L'exis-
tence globale sur R

n+1, avec n ≥ 4, pour des données initiales su�samment
petites, de solutions de système d'équations d'ondes quasi-linéaires du type
des équations d'Einstein en coordonnées harmoniques, a été prouvée dans
[10, 13] (voir aussi [3] pour n ≥ 5 impair) avec des conditions de décroissance
des données initiales incompatibles avec les équations de contraintes. Dans
[14], H.Lindblad et I.Rodnianski ont prouvé l'existence de solutions globales
des équations d'Einstein couplées à un champ scalaire, quand n = 3, pour des
données initiales C∞ su�samment petites et asymptotiquement euclidiennes,
en choisissant de travailler avec la jauge harmonique (1.4).

Le but de ce travail est de montrer (cf. sections 2 à 9), en utilisant à la fois
la jauge harmonique (1.4) et la jauge de Lorenz (1.5), l'existence de solutions
globales des équations d'Einstein-Maxwell avec des données initiales petites
, en dimension d'espace n ≥ 3 :

(1.1)
{

Rµν − 1
2
gµνR = 8πTµν ,

DµFµν = 0 .

Ces équations donnent une relation entre le tenseur gravitationnel Gµν =
Rµν − 1

2
gµνR ( exprimé en fonction de la courbure de Ricci Rµν et de la

courbure scalaire R = gµνRµν d'une métrique Lorentzienne gµν inconnue )
et le tenseur impulsion-énergie Tµν = 1

4π
(FµλF λ

ν − 1
4
gµνFλρFλρ) d'un champ

électromagnétique Fµν = ∂µAν−∂νAµ , A étant une 1-forme ((n+1)-potentiel
électromagnétique). On peut noter que Gµν ne dépend que de la géométrie
alors que Tµν est déterminé par le contenu physique de l'espace-temps. Ces
équations sont une généralisation 1 directe des équations en dimension n+1 =
4.

On considère alors le problème de Cauchy suivant : on se donne une
variété Σ0 (de dimension n) avec une métrique Riemannienne g0, un 2-tenseur
symétrique k0 et des données initiales (A0 = A0

i dxi, E0 = E0
i dxi) pour le

champ électromagnétique. On veut trouver une variété M (de dimension
n + 1) avec une métrique Lorentzienne g et un potentiel électromagnétique
A qui véri�ent (1.1) telle que Σ0 soit plongé dans M, g0 soit la restriction
de g sur Σ0 , k0 soit la seconde forme fondamentale de Σ0 dans M et que

1. On pourra consulter l'annexe 11.1 pour voir que l'expression de Tµν utilisée ici est
cohérente pour n ≥ 3.
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(A0, E0) soit la restriction sur Σ0 du potentiel vectoriel Aidxi et du champ
électrique Eidxi = F0idxi .

On suppose les données initiales C∞ et asymptotiquement euclidiennes :
i.e. pour r = |x| → +∞ , α > 0 et M la masse ADM on a :
(1.2)

∀ i, j = 1, ..., n







g0ij =

{

(1 + 2M
r

)δij + O(r−1−α) , pour n = 3 ,

δij + O(r
1−n

2
−α) , pour n ≥ 4 ,

A0 = O(r
1−n

2
−α) ,

k0ij = O(r−
n+1

2
−α) ,

E0 = O(r−
n+1

2
−α) .

Remarque 1.1. Pour n = 3, on note la présence du terme de type Schwarz-
child 2M

r
, celui-ci tendant moins vite vers 0 quand r → ∞ qu'un O(r−1−α).

En revanche, lorsque n ≥ 4, le terme 2M
rn−2 , correspondant à la généralisation

à symétrie sphérique en dimension n + 1 de la métrique de Schwarzchild, est
un O(r

1−n
2

−α). Ceci entraîne la di�érence qui apparaît, selon les valeurs de
n, dans la décomposition (12.13).

De plus, les données initiales doivent véri�er les équations de contraintes :

(1.3) ∀ i, j = 1, ..., n







R0 − ki
0jk

j
0i + ki

0ik
j
0j = 2F0iF i

0 + FijF ij ,

∇jk0ij −∇ik
j
0j = F0jF j

i ,
∇iF0i = 0 .

où R0 désigne la courbure scalaire de g0 et∇ la dérivée covariante par rapport
à g0.

Remarque 1.2. Le fait que les équations de contraintes soient satisfaites
est une condition nécessaire pour avoir une solution des équations d'Einstein
(cf. par exemple [1]). De plus, ces contraintes se propagent, dans le sens où si
elles sont satisfaites sur l'hypersurface initiale, alors elles le seront sur toute
autre hypersurface dans l'espace-temps construit.

En�n, on choisit de travailler avec deux jauges particulières : la jauge de
coordonnées harmoniques

(1.4) ∂µ

(

gµν
√

|det g|
)

= 0 ∀ν = 0, ..., n ,

et la jauge de Lorenz

∂µ

(√

|det g|Aµ
)

= 0 .(1.5)
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Remarque 1.3. Dans [6], Y.Choquet-Bruhat a montré que le problème de
Cauchy pour les équations d'Einstein (dans le vide) est bien posé en coor-
données harmoniques. Ce résultat fondamental s'appuie sur le fait que les
équations de contraintes entraînent la propagation dans le temps de la condi-
tion de jauge harmonique. Dans la section 4, on reprend cette argumentation
pour s'assurer que les jauges de coordonnées harmoniques et de Lorenz se
propagent bien dans le temps si on suppose que les données initiales véri�ent
les contraintes (1.3).

Dans la section 10, on s'intéresse aux mêmes équations mais avec des don-
nées initiales bornées et on montre, là aussi, qu'une solution peut être trouvée,
avec existence globale dans une certaine région C(R) dé�nie en (10.1).

1.1 Résultat principal et esquisse de la preuve
1.1.1 Transformation du système

Pour des raisons de clarté et pour ne pas alourdir les notations, la plu-
part des résultats présentés dans cette thèse ne concerne que les équations
d'Einstein-Maxwell (1.1). Mais ils restent valables si on considère en plus un
champ scalaire ψ et qu'on s'intéresse au système :

(1.6)







Rµν − 1
2
gµνR = 8πTµν + T̂µν ,

DµFµν = 0 ,
1√

|det g|
∂µ

(

gµν
√

|det g|∂νψ
)

= 0 .

avec T̂µν = ∂µψ ∂νψ − 1
2
gµν

(
gαβ∂αψ ∂βψ

)
, Tµν = 1

4π
(FµλF λ

ν − 1
4
gµνFλρFλρ)

et Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Ici, les conditions initiales véri�ent, pour α > 0 :
(1.7)

∀ i, j = 1, ..., n







g0ij =

{

(1 + 2M
r

)δij + O(r−1−α) , pour n = 3 ,

δij + O(r
1−n

2
−α) , pour n ≥ 4 ,

A0 = O(r
1−n

2
−α) ,

k0ij = O(r−
n+1

2
−α) ,

E0 = O(r−
n+1

2
−α) ,

ψ0 ≡ ψ|t=0 = O(r
1−n

2
−α) ,

ψ1 ≡ ∂tψ|t=0 = O(r−
n+1

2
−α) ,

Les équations de contraintes sont :
(1.8)

∀ i, j = 1, ..., n







R0 − ki
0jk

j
0i + ki

0ik
j
0j = 2F0iF i

0 + FijF ij + |∇ψ0|2 + |ψ1|2 ,

∇jk0ij −∇ik
j
0j = F0jF j

i + ∇iψ0 ψ1 ,
∇iF0i = 0 .
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Notant ¤̃g = gαβ∂α∂β, les conditions d'harmonicité et de jauge de Lorenz
(1.4) et (1.5) permettent d'écrire (cf. section 2) le système (1.6) sous la forme
du système quasi-linéaire hyperbolique suivant :

(1.9) ¤̃g





h1
µν

Aσ

ψ



 =





Fµν + F̃µν − 2∂µψ∂νψ
FA

σ

0





︸ ︷︷ ︸

FM

−





¤̃gh
0
µν

0
0



 ,

où

(1.10) h1
µν = hµν − h0

µν ,

avec h0
µν dé�ni dans la section 12.4. .

Les termes sources Fµν , F̃µν et FA
σ sont décrits dans la section 2.

Un résultat important d'Y.Choquet-Bruhat (cf. [6]) assure que les équations
de contraintes permettent de montrer qu'une solution du système réduit (1.9)
est aussi solution du système de départ (1.6) (cf. section 4). On est donc
amené à chercher les solutions du système (1.9).

1.1.2 Enoncé du théorème d'existence globale
Le théorème qui suit est le résultat principal de cette thèse. Cette section

ne contient qu'une esquisse de la preuve, les détails étant présentés dans les
sections 2 à 9.

Théorème 1.4 (Théorème d'existence globale). Soient (Σ0, g0, k0, A
0, E0, ψ0, ψ1)

les données initiales du système d'équations d'Einstein-Maxwell (1.6). Sup-
posons que Σ0 soit di�éomorphe à R

n, que (g0, k0, A
0, E0, ψ0, ψ1) soient C∞

et véri�ent les conditions (1.7) et (1.8).
Soit N un entier naturel tel que N ≥ 2[n+2

2
] + 6. Soit g0 = δ + h0

0 + h1
0 où

h0
0ij =

{

χ(r)2M
r

δij pour n = 3 ,

0 pour n ≥ 4 ,
avec χ ∈ C∞ valant 1 pour r ≥ 3/4 et 0

pour r ≤ 1/2. Posons

EN,γ(0) =
∑

0≤|I|≤N

(
||(1 + r)1/2+γ+|I|∇∇Ih1

0||2L2 + ||(1 + r)1/2+γ+|I|∇Ik0||2L2

(1.11)

+||(1 + r)1/2+γ+|I|∇∇IA0||2L2 + ||(1 + r)1/2+γ+|I|∇IE0||2L2

+‖(1 + r)1/2+γ+|I|∇∇Iψ0‖2
L2 + ‖(1 + r)1/2+γ+|I|∇Iψ1‖2

L2

)
.
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Il existe alors une constante ε0 > 0 telle que, pour toutes données initiales
véri�ant

√

EN,γ(0) + M ≤ ε0, si n = 3 ,(1.12)
√

EN,γ(0) ≤ ε0, si n ≥ 4 ,

pour un certain γ > 0, le problème de Cauchy pour le système (1.1) possède
une solution C∞ globale (g, A, ψ) avec (Rn+1, g) géodésiquement complète.
Remarque 1.5. Les hypothèses sur le comportement des données initiales
quand r → +∞ entraînent que l'énergie EN,γ(0) est bien �nie.

1.1.3 Principe de la preuve
On considère l'énergie suivante :

EN(t) = sup
0≤τ≤t

∑

Z∈Z,|I|≤N

∫

∑
τ

(
|∂ZIh1|2 + |∂ZIA|2 + |∂ZIψ|2

)
w(q) dnx ,

(1.13)

où les champs de vecteurs Z et le poids w sont dé�nis respectivement dans
les sections 12.2 et 12.4.

Soit T0 le temps maximal d'existence d'une solution du système réduit
(1.9). On a EN(t) → ∞ quand t → T−

0 . Soit 0 < δ < 1
4
et soit T < T0 le

temps maximal tels que l'inégalité

(1.14) EN(t) ≤ 2CNε2(1 + t)2δ

soit vraie pour 0 ≤ t ≤ T . (L'hypothèse (1.12) du théorème d'existence
globale et la continuité de EN font que T > 0 ).

En obtenant di�érentes estimations de décroissance et en utilisant l'in-
égalité d'énergie de la proposition 1.12, on peut montrer que, pour ε > 0
su�samment petit, l'inégalité (1.14) entraîne la même inégalité avec 2CN

remplacée par CN pour 0 ≤ t ≤ T , contredisant, par un argument de conti-
nuité, la maximalité de T et entraînant que (g, A, ψ) est une solution globale.

Pour résumer, on peut séparer l'argument en trois étapes.

Etape 1 Dans un premier temps, on utilise l'inégalité de Klainerman :
Proposition 1.6 (Inégalité de Klainerman). Il existe une constante C telle
que

(1.15) (1 + |t| + |x|)n−1(1 + ||t| − |x||)|u(t, x)|2 ≤ C
∑

|I|≤[n+2
2

]

||ZIu(t, .)||2L2
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si u est dans C∞(]t−1, t+1[×R
n) et tend vers 0 rapidement quand |x| → +∞.

Celle-ci permet d'obtenir, à partir de (1.14), les estimations faibles de
décroissance :

Corollaire 1.7 (Estimations faibles de décroissance). Soit 0 ≤ t ≤ T . Soient
(h1, A) véri�ant (1.14) et h0 dé�ni par (1.10). Pour i = 0, 1 avec δ′ = δ si
i = 0 et δ′ = γ > δ si i = 1, on a, pour |I| ≤ N − [n+2

2
] :

(1.16)

|∂ZIψ(t, x)|+|∂ZIA(t, x)|+|∂ZIhi(t, x)| ≤
{

Cε(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ(1 + |q|)−1−δ′ , q > 0 ,

Cε(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ(1 + |q|)−1/2, q < 0 .

Remarque 1.8. On note qu'en intégrant (5.1) depuis l'hyperplan t = 0 le
long de lignes où t + r et ω = x

|x|
sont �xés, on obtient des informations

sur ZI(h,A, ψ) et que ces estimations sur ZI(h,A, ψ) entraînent celles sur
∂̄ZI(h,A, ψ) puisque |∂̄φ| ≤ C

∑

|I|=1|ZIφ|/(1 + t + |q|) . Rappelons ici que
ce sont les dérivées tangentes aux cônes t− r = cste qui sont symbolisées par
∂̄ = (∂̄0, ∂̄1, ..., ∂̄n) avec ∂̄0 = ∂t + ∂r et ∂̄i = ∂i − ωi∂r pour i = 1, ..., n .

Etape 2 En dimension d'espace n ≥ 4, on peut passer directement à l'étape
3 car les estimations (1.16) impliquent (1.22) et (1.23).

Pour n = 3, on a besoin du corollaire 7.2 de [14] (repris ici dans la
proposition suivante) pour obtenir des estimations fortes de décroissance.

Proposition 1.9 (Corollaire 7.2 de [14]). Ici n = 3. Pour γ′ ≥ −1, µ′ < 1/2,
on dé�nit cette fois le poids

(1.17) ̟ = ̟(q) =

{

(1 + |q|)1+γ′
, quand q > 0 ,

(1 + |q|)1/2−µ′ quand q < 0 .

Soit φµν une solution de l'équation ¤̃gφµν = Fµν. Supposons que Hαβ =
gαβ − mαβ satisfait
(1.18)
|H| ≤ ε′

4
,

∫ ∞

0

‖H(t, ·)‖L∞(Dt)
dt

1 + t
≤ 1

4
, |H|LT ≤ ε′

4

|q| + 1

1 + t + |x| ,

dans la région Dt = {x ∈ R
3; t/2 ≤ |x| ≤ 2t}.

Alors, pour α = max(1 + γ′, 1/2 − µ′), pour tout U, V ∈ {L,L, S1, S2} et un
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point arbitraire x ∈ Dt, on a :

(1 + t + |x|)|̟(q)∂φ(t, x)|UV ≤ C

(

sup
0≤τ≤t

∑

|I|≤1

‖̟(q)ZIφ(τ, ·)‖L∞

(1.19)

+

∫ t

0

(

ε′α‖̟(q)|∂φ(t, ·)|UV ‖L∞(Dτ ) + (1 + τ)‖̟(q)|F (τ, ·)|UV ‖L∞(Dτ )

+
∑

|I|≤2

(1 + τ)−1‖̟(q)ZIφ(τ, ·)‖L∞(Dτ )

)

dτ

)

.

On peut alors obtenir :

Proposition 1.10 (Estimations fortes de décroissance). Soit (h = h1 +
h0, A, ψ) une solution des équations réduites d'Einstein-Maxwell (1.9). Sup-
posons que (h1, A, ψ) véri�e (1.14) sur l'intervalle [0, T ]. Alors pour tout
t ∈ [0, T ], on a :

pour n = 3, |∂ψ| + |∂A| + |∂h|T U ≤ Cε(1 + t + |q|)−1 ,(1.20)
pour n = 3, |∂h| ≤ Cεt−1 ln t ,(1.21)
pour n ≥ 4, |∂ψ| + |∂A| + |∂h| ≤ Cε(1 + t + |q|)−1.(1.22)

Sous les mêmes hypothèses, soient γ′ < γ − δ et µ′ > δ > 0 �xés. Alors
il existe des constantes Mk et Ck, dépendant de (γ′, µ′, δ), telles que, pour
|I| = k ≤ N/2 + 2 :

|∂ZIψ(t, x)| + |∂ZIA(t, x)| + |∂ZIh1(t, x)| ≤
{

Ckε(1 + t + |q|)−1+Mkε(1 + |q|)−1−γ′
, q > 0 ,

Ckε(1 + t + |q|)−1+Mkε(1 + |q|)−1/2+µ′
, q < 0 .

(1.23)

Les mêmes estimations sont vraies pour h0 avec γ′ remplacée par Mkε.

Remarque 1.11. Comme pour la remarque 1.8, on peut obtenir des infor-
mations sur ZI(h,A, ψ) et ∂̄ZI(h, A, ψ).

Etape 3 En�n, un calcul d'énergie donne :

Proposition 1.12. Soit φ une solution de ¤̃gφ = F avec une métrique g
telle que, pour Hαβ = gαβ − mαβ, on ait :

(1 + |q|)−1|H|LL + |∂H|LL + |∂̄H| ≤ Cε′(1 + t)−1 ,(1.24)
(1 + |q|)−1|H| + |∂H| ≤ Cε′(1 + t + |q|)− 1

2 (1 + |q|)− 1
2 (1 + q−)−µ .
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Alors pour tout 0 < γ ≤ 1 et 0 < ε′ ≤ γ/2C, on a
(1.25)
∫

Σt

|∂φ|2w+

∫ t

0

∫

Σt

|∂̄φ|2w′ ≤ 8

∫

Σ0

|∂φ|2w+16

∫ t

0

∫

Σt

(
Cε′|∂φ|2

1 + τ
+ |F ||∂φ|

)

w .

Dans [14], ces résultats sont obtenus par des calculs relativement lourds.
On utilise ici une méthode plus naturelle en partant du tenseur d'energie-
impulsion standard T ν

µ = ∇µφ∇νφ − 1
2
gαβ∂αφ∂βφδ ν

µ et en choisissant le
champ vectoriel Xµ = 1√

|det g|
δ µ
0 w(q).

Remarque 1.13. On note que la condition de coordonnées harmoniques joue
ici un rôle important car elle permet de contrôler certains composants de
|∂ZIH| par des termes en dérivées tangentielles ∂̄ZIH (dont on sait qu'ils
décroissent plus vite) et des termes d'ordres inférieurs ∂ZJH avec J < I
(utilisés par récurrence).

Pour terminer cette introduction, on donne ci-dessous un plan rapide des
sections qui vont suivre .

Dans la section 2, on transforme les équations d'Einstein-Maxwell en un
système d'équations d'ondes quasilinéaires.

Dans la section 3, on donne l'énoncé du théorème 3.1 d'existence globale,
ainsi que l'idée de la preuve.

La section 4 est consacrée à la construction de données initiales satisfai-
sant la condition d'harmonicité (1.4) et la jauge de Lorenz (1.5) et à l'uti-
lisation des contraintes pour montrer que ces jauges se propagent dans le
temps.

La section 5 s'intéresse aux estimations de décroissance que l'on peut
obtenir si on fait l'hypothèse (3.3).

Dans la section 6, on insiste sur le fait que les deux jauges considérées
permettent de contrôler plus �nement certains composants de h et A.

Dans la section 7, on améliore, lorsque n = 3, les estimations de la section
5.

Dans la section 8, on utilise les di�érentes estimations déjà obtenues pour
montrer le théorème 8.1. Ce dernier permet d'achever la preuve du théorème
3.1.

Dans la section 9, on véri�e que la solution est géodésiquement complète.
Dans la section 10, on se sert du théorème 3.1 pour étudier le cas du pro-

blème de Cauchy associé aux équations d'Einstein-Maxwell, avec des données
initiales bornées, non nécessairement petites.

La section 11 réunit plusieurs résultats, calculs et remarques qui ont été
placés en annexes pour ne pas géner une première lecture.

En�n, la section 12 présente les notations qui sont utilisées dans cette
thèse.
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2 Ecriture sous la forme d'un système quasi-
linéaire

Dans cette section, on utilise les conditions de jauge pour transformer les
termes supplémentaires ( par rapport aux équations d'Einstein dans le vide
de [15] ) du système de départ (1.1), a�n d'obtenir un système quasi-linéaire
de forme adéquate pour le reste de l'argumentation.

L'équation DµFµν = 0 de (1.1) entraîne 2 :

0 =∂µ

[√

|det g|gνβgµα(∂αAβ − ∂βAα)
]

(2.1)

=gνβ∂µ(
√

|det g|gµα∂αAβ) − gνβ∂µ(
√

|det g|gµα∂βAα) + (∂µg
νβ)

[√

|det g|gµα(∂αAβ − ∂βAα)
]

=gνβ
√

|det g|¤̃gAβ + gνβ∂µ(
√

|det g|gµα)∂αAβ − gνβ∂µ(
√

|det g|gµα)∂βAα
︸ ︷︷ ︸

=0 d'après (1.4)

−gνβgµα
√

|det g|∂µ∂βAα
︸ ︷︷ ︸

(I)

+(∂µg
νβ)

[√

|det g|gµα(∂αAβ − ∂βAα)
]

.

Or , d'après (1.5) :

0 =∂β∂µ(
√

|det g|gµαAα) = ∂β




∂µ(

√

|det g|gµα)Aα
︸ ︷︷ ︸

=0 d'après (1.4)

+
√

|det g|gµα∂µAα






(2.2)

=
√

|det g|gµα∂β∂µAα + ∂β

(√

|det g|gµα
)

∂µAα .

Ainsi :

(I) =gνβ∂β

(√

|det g|gµα
)

∂µAα(2.3)

=gνβ

(
1

2

√

|det g|gλτ (∂βgλτ )g
µα +

√

|det g|∂βgµα

)

∂µAα .

On obtient donc :

0 = gνβ¤̃gAβ +
1

2
gνβgλτ∂βgλτg

µα∂µAα

︸ ︷︷ ︸

=0 d'après (1.4) et (1.5)

+gνβ(∂βgµα)∂µAα + gµα(∂µg
νβ)(∂αAβ − ∂βAα) .

(2.4)

2. On note ¤̃g = gαβ∂α∂β .
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Finalement, on trouve :

¤̃gAσ =gµαgνβ(∂µgνσ)(∂αAβ − ∂βAα) − (∂σg
µα)∂µAα

(2.5)

=mνβmµα∂µhνσ(∂αAβ − ∂βAα) + mρµmλα∂σhρλ∂µAα + O(|h||∂h||∂A|) .

Maintenant, prenant la trace de l'équation dans (1.1) : Rµν − 1
2
gµνR =

2(F α
µ Fνα − 1

4
gµνFστFστ ), on obtient :

(2.6) R(1 − n + 1

2
) = 2FστFστ (1 − n + 1

4
) .

Injectant R ainsi trouvé dans (1.1), on a :

(2.7) Rµν = 2F α
µ Fνα − 1

n − 1
gµνFστFστ .

Et on calcule que

2F α
µ Fνα − 1

n − 1
gµνFστFστ =2mαβ(∂µAβ − ∂βAµ)(∂νAα − ∂αAν)

(2.8)

− 1

n − 1
mµνm

ασmβτ (∂σAτ − ∂τAσ)(∂αAβ − ∂βAσ) + O(|h||∂A|2) .

Ceci montre bien qu'on peut écrire les équations sur A sous la forme sou-
haitée. En ce qui concerne la transformation de Rµν , on peut utiliser les
calculs de [15]. Ainsi, en supposant les conditions de jauge (1.4) et (1.5) vé-
ri�ées, on peut écrire (1.1) sous la forme du système d'équations d'ondes
quasi-linéaires :

(2.9)







¤̃ghµν = Fµν(h)(∂h, ∂h)
−4mαβ(∂µAβ − ∂βAµ)(∂νAα − ∂αAν)

(2.9 .1) + 2
n−1

mµνm
ασmβτ (∂σAτ − ∂τAσ)(∂αAβ − ∂βAσ)

+O(|h||∂A|2) ,

¤̃gAσ = mνβmµα∂µhνσ(∂αAβ − ∂βAα)
+mρµmλα∂σhρλ∂µAα

(2.9 .2) +O(|h||∂h||∂A|) ,

où Fµν(h)(∂h, ∂h) est dé�ni dans le lemme 3.2 de [15] et hµν = gµν − mµν .

Plus précisément,

(2.10) Fµν(h)(∂h, ∂h) = P (∂µh, ∂νh) + Qµν(∂h, ∂h) + Gµν(h)(∂h, ∂h) ,
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où

(2.11) P (∂µh, ∂νh) =
1

4
mαα′

∂µhαα′ mββ′

∂νhββ′ − 1

2
mαα′

mββ′

∂µhαβ ∂νhα′β′ ,

(2.12)
Qµν(∂h, ∂h) = ∂αhβµ mαα′

mββ′

∂α′hβ′ν−mαα′

mββ′(
∂αhβµ ∂β′hα′ν−∂β′hβµ ∂αhα′ν

)

+mαα′

mββ′(
∂µhα′β′ ∂αhβν−∂αhα′β′ ∂µhβν

)
+mαα′

mββ′(
∂νhα′β′ ∂αhβµ−∂αhα′β′ ∂νhβµ

)

+
1

2
mαα′

mββ′(
∂β′hαα′ ∂µhβν−∂µhαα′ ∂β′hβν

)
+

1

2
mαα′

mββ′(
∂β′hαα′ ∂νhβµ−∂νhαα′ ∂β′hβµ

)
.

On remarque que Qµν véri�e la condition nulle (cette structure particu-
lière est dé�nie dans [12] ; les formes nulles standardes sont Qαβ(∂φ, ∂ψ) =
∂αφ∂βψ − ∂βφ∂αψ et Q0(∂φ, ∂ψ) = mαβ∂αφ∂βψ ) et que Gµν(h)(∂h, ∂h) est
une forme quadratique en ∂h avec des coe�cients lisses dépendants de h et
s'annulant quand h s'annule : Gµν(0)(∂h, ∂h) = 0. Parcontre, le terme P
semble a priori plus problématique. Pour l'étudier, on utilisera sa décompo-
sition par rapport à la famille U dé�nie dans la section 12.3.

Rappelons que ¤̃g = gαβ∂α∂β, on est alors amené à étudier le système :

(2.13) ¤̃g

(
h1

µν

Aσ

)

=

(
Fµν + F̃µν

FA
σ

)

︸ ︷︷ ︸

FM

−
(

¤̃gh
0
µν

0

)

,

où hµν = h1
µν + h0

µν avec h0
µν(t) =

{

χ(r/t)χ(r)2M
r

δµν pour n = 3 ,

0 pour n ≥ 4 ,

χ ∈ C∞ , χ(s) valant 1 quand s ≥ 3/4 et 0 quand s ≤ 1/2 et :

F̃µν(h)(∂A, ∂A) = − 4mαβ(∂µAβ − ∂βAµ)(∂νAα − ∂αAν)

(2.14)

+
2

n − 1
mµνm

ασmβτ (∂σAτ − ∂τAσ)(∂αAβ − ∂βAσ)

+ O(|h||∂A|2) ,

FA
σ (h)(∂h, ∂A) = mνβmµα∂µhνσ(∂αAβ − ∂βAα) + mρµmλα∂σhρλ∂µAα

(2.15)

+ O(|h||∂h||∂A|) .

L'étude de la structure du terme source FM est déterminante pour la dé-
monstration de l'existence globale ; la section 6 y est consacrée. Ce sont
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principalement les nouveaux termes F̃µν et FA
σ qu'il a fallu analyser pour

s'assurer qu'ils permettaient bien d'utiliser la méthode de [14]. L'estimation
de la quantité |ZIFM | est elle aussi capitale ; c'est pourquoi elle est décrite
en détail dans l'annexe 11.2.



3 Théorème d'existence globale 15

3 Théorème d'existence globale
Le théorème suivant est le résultat principal de cette thèse.

Théorème 3.1 (Théorème d'existence globale). Soient (Σ0, g0, k0, A
0, E0)

les données initiales du système d'équations d'Einstein-Maxwell (1.1). Sup-
posons que Σ0 soit di�éomorphe à R

n, que (g0, k0, A
0, E0) soient C∞ et vé-

ri�ent les conditions (1.2) et (1.3).
Soit N un entier naturel tel que N ≥ 2[n+2

2
] + 6. Soit g0 = δ + h0

0 + h1
0 où

h0
0ij =

{

χ(r)2M
r

δij pour n = 3 ,

0 pour n ≥ 4 ,
avec χ ∈ C∞ valant 1 pour r ≥ 3/4 et 0

pour r ≤ 1/2. Posons

EN,γ(0) =
∑

0≤|I|≤N

(
||(1 + r)1/2+γ+|I|∇∇Ih1

0||2L2 + ||(1 + r)1/2+γ+|I|∇Ik0||2L2

(3.1)

+||(1 + r)1/2+γ+|I|∇∇IA0||2L2 + ||(1 + r)1/2+γ+|I|∇IE0||2L2

)
.

Il existe alors une constante ε0 > 0 telle que, pour toutes données initiales
véri�ant

√

EN,γ(0) + M ≤ ε0, si n = 3 ,(3.2)
√

EN,γ(0) ≤ ε0, si n ≥ 4 ,

pour un certain γ > 0, le problème de Cauchy pour le système (1.1) possède
une solution C∞ globale (g, A) avec (Rn+1, g) géodésiquement complète.

Idée de la preuve :
Il est standard de montrer (cf. section 4) que toute solution h1 du système

(2.13), avec des données initiales véri�ant les équations de contraintes (1.3)
et les conditions de jauge (1.4) et (1.5), dé�nit une solution g = m + h1 + h0

du système de départ (1.1). Et puisqu'on peut toujours construire (cf. sec-
tion 4) des données initiales véri�ant (1.3), (1.4) et (1.5) à partir des données
initiales du théorème 3.1 , on est ramené à chercher des solutions globales
de (2.13). De plus, on sait que si les données initiales véri�ent (1.3), (1.4)
et (1.5) alors il existe une solution locale en temps (h,A) de (2.13) telle que
g = m + h et A véri�ent (1.4) et (1.5) pour tout t dans un intervalle maxi-
mal d'existence [0, T0]. On note que T0 peut être caractérisé par le fait que
EMaxwell

N (t) → ∞ quand t → T−
0 .

Soit EMaxwell
N (t) dé�nie par (12.10), soit 0 < δ < 1

4
et soit T < T0 le temps

maximal tel que l'inégalité
(3.3) EMaxwell

N (t) ≤ 2CNε2(1 + t)2δ
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soit vraie pour 0 ≤ t ≤ T . (Les hypothèses du théorème d'existence globale
3.1 font que T > 0). Le théorème 8.1 permet de montrer que, pour ε > 0
su�samment petit, l'inégalité (3.3) entraîne la même inégalité avec 2CN rem-
placée par CN pour 0 ≤ t ≤ T . Puisque EMaxwell

N est une fonction continue,
cela contredit la maximalité de T et donc (3.3) est vraie pour 0 ≤ T ≤ T0.
De plus, puisque l'énergie EMaxwell

N (t) est maintenant �nie en t = T0, on peut
étendre la solution (hµν , Aσ) au delà de T0, contredisant ainsi la maximalité
de T0 et montrant que T0 = +∞. Ceci a pour conséquence que la solution
est globale.
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4 Construction des données initiales
4.1 Construction

Dans ce paragraphe, on véri�e qu'à partir des données initiales (g0, k0, A
0, E0)

véri�ant (1.3), on peut construire (g|t=0, ∂tg|t=0, A|t=0, ∂tA|t=0) satisfaisant
(1.4) et (1.5).

Soit χ ∈ C∞ valant 1 pour r ≥ 3/4 et 0 pour r ≤ 1/2. On a supposé

g0 = δ + h0
0 + h1

0 où h0
0ij =

{

χ(r)2M
r

δij pour n = 3 ,

0 pour n ≥ 4 ,

et on veut

g|t=0 = m + h0|t=0 + h1|t=0 où h0
µν |t=0 =

{

χ(r)2M
r

δµν pour n = 3 ,

0 pour n ≥ 4 .

Soit a2 =

{

(1 − 2M
r

χ(r)) pour n = 3 ,

1 pour n ≥ 4 .

On pose tout d'abord :

gij|t=0 = g0ij, g00|t=0 = −a2, g0i|t=0 = 0 ,(4.1)
∂tgij|t=0 = −2ak0ij .(4.2)

Il reste à déterminer ∂tg0α. Pour cela, on cherche à satisfaire la condition de
coordonnées harmoniques écrite sous la forme :

gαβ∂αgβµ =
1

2
gαβ∂µgαβ .

En prenant µ = 0, on obtient :
1

2
g00∂tg00 = −gβi∂ig0β +

1

2
gij∂tgij ,

et donc

(4.3) ∂tg00|t=0 = 2a3gij
0 k0ij .

Si on prend cette fois µ = i, on obtient :

g00∂tg0i = −gβj∂jgiβ +
1

2
gµν∂igµν ,
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d'où

(4.4) ∂tg0i|t=0 = a2gkj
0 ∂jg0ki −

1

2
a2gkj

0 ∂ig0kj − a∂ia .

En�n, il faut construire A|t=0 et ∂tA|t=0.
Pour cela, on choisit A0|t=0 = 0, on pose Ai|t=0 = A0

i et ∂tAi|t=0 = E0
i et on

calcule ∂tA0|t=0 en utilisant que (DµAµ)|t=0 = 0.

4.2 Equivalence du système réduit et du système initial
On a construit (A|t=0, ∂tA|t=0) tel que :

(4.5) DµA
µ|t=0 = 0 .

On impose que Aν soit solution de l'équation d'évolution

(4.6) ¤gA
ν = R ν

σ Aσ ,

avec Aµ|t=0 et ∂tAµ|t=0 précedemment construites pour données initiales .

On note que (4.6) vient de :

0 = DµFµν = Dµ(DµAν − DνAµ)(4.7)
= −DµD

νAµ + DµD
µAν

= ¤gA
ν − DµD

νAµ

= ¤gA
ν − gβν(Rµ

σµβAσ + Dβ DµA
µ

︸ ︷︷ ︸

=0

)

= ¤gA
ν − R ν

σ Aσ .

Etant donnée une solution Aµ du système réduit (2.9) véri�ant (4.6) et les
équations de contraintes (1.3), on veut montrer que Aµ satisfait la condition
de Lorenz DµA

µ = 0 et l'équation de Maxwell DµFµν = 0 pour tout t.

Dans ce but, on dé�nit :

(4.8) Λ := DµA
µ

et on veut montrer que Λ = 0 pour tout t. Par construction des données
initiales, on a Λ = 0 en t = 0. On calcule que

DµFµν = − DνΛ + ¤gA
ν − R ν

σ Aσ

= − DνΛ d'après (4.6) .(4.9)
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Ceci montre que ∂tΛ = 0 sur Σ0 si et seulement si on impose l'équation de
contrainte de Maxwell

(4.10) DiF i0|t=0 = 0 .

En supposant cette équation de contrainte véri�ée, on obtient d'après (4.9) :

0 = DνDµFµν = −¤gΛ .

Ici, on a utilisé que le membre de gauche de la dernière équation est identi-
quement nul car Fµν = DµAν − DνAµ. Il s'en suit que Λ satisfait l'équation
d'onde homogène :

¤gΛ = 0 .

Or, par (10.62), on a Λ = 0 sur Σ0 et on a ∂tΛ = 0 sur Σ0 d'après l'équa-
tion de contrainte (4.10). Ainsi, Λ ≡ 0 sur tout développement globalement
hyperbolique de Σ0. On voit alors, d'après (4.9), que DµFµν = 0 pour tout
t, montrant que le champ Aµ satisfait à la fois l'équation de Maxwell et la
jauge de Lorenz pour tout t.

Maintenant, étant donnée une solution g du système réduit (2.9) véri�ant
les équations de contraintes (1.3), on peut montrer que g = m+h satisfait la
condition de jauge harmonique (1.4) et l'équation d'Einstein Rµν − 1

2
gµνR =

8πTµν pour tout t.
En e�et, soit g la solution des équations d'Einstein réduites (2.9) , on peut
écrire (avec la notation Γλ = gαβΓ λ

α β) :

Rµν −
1

2
(DµΓν + DνΓµ) = Nµν(4.11)

où Nµν est une certaine fonction donnée de g, ∂g, A et ∂A. On donne ci-
dessous les détails de ce calcul, bien connu, qui permet d'établir (4.11).

En notant Γ λ
µ ν = 1

2
gλδ(∂µgδν + ∂νgδµ − ∂δgµν), on a :

(4.12) Rµν = ∂βΓ β
µ ν − ∂νΓ

β
µ β

︸ ︷︷ ︸

A

−Γ β
ρ νΓ

ρ
µ β

︸ ︷︷ ︸

B

+ Γ β
ρ βΓ ρ

µ ν
︸ ︷︷ ︸

C

,

A = − 1

2
gαβ∂α∂βgµν +

1

2
gαβ(∂ν∂βgαµ + ∂µ∂βgαν − ∂ν∂µgαβ)(4.13)

+
1

2
(∂βgαβ)(∂µgαν + ∂νgαµ − ∂αgµν) −

1

2
(∂νg

αβ)(∂µgαβ) ,

B =
1

4
(∂νg

αβ)(∂µgαβ) ,(4.14)

C = − ΓµανΓ
α − 1

2
(∂βgαβ)(∂µgαν + ∂νgαµ − ∂αgµν) .(4.15)
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De plus,

1

2
(DνΓµ + DµΓν) =

1

2
(∂νΓµ + ∂µΓν) − ΓµανΓ

α

(4.16)

=
1

2
gαβ(∂ν∂βgαµ + ∂µ∂βgαν − ∂ν∂µgαβ) +

1

2
(∂µg

αβ)Γανβ

+
1

2
(∂νg

αβ)Γαµβ − ΓµανΓ
α .

On trouve alors :

Rµν =
1

2
(DνΓµ + DµΓν) −

1

2
gαβ∂α∂βgµν −

1

2
(∂µg

αβ)Γανβ − 1

2
(∂νg

αβ)Γαµβ

(4.17)

− 1

4
(∂νg

αβ)(∂µgαβ)

:=
1

2
(DνΓµ + DµΓν) −

1

2
gαβ∂α∂βgµν + N1(g, ∂g) .

Comme g est solution des équations réduites (2.9), on a :

(4.18) −1

2
gαβ∂α∂βgµν = N2(g, ∂g, A, ∂A) .

On se ramène donc bien à (4.11).

Pour prouver que Γλ = 0 pour tout t, on part de (4.11) et on utilise
l'identité de Bianchi contractée DνRµν = 1

2
DµR :

0 =2(DνRµν −
1

2
DµR) = DνDµΓν + DνDνΓµ + 2DνNµν − DµD

νΓν − DµN ν
ν

(4.19)

= DνDνΓµ + RµγΓ
γ + 2DνNµν − DµN ν

ν .

Ainsi Γλ véri�e une équation d'onde avec condition initiale Γλ|t=0 = 0. La
théorie des équations hyperboliques nous dit que si, en plus, DtΓ

λ|t=0 = 0
alors Γλ = 0 pour tout t. Et en utilisant les équations de contraintes (1.3),
on peut montrer qu'e�ectivement DtΓ

λ|t=0 = 0 ( cf. [6] ).
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5 Estimations faibles de décroissance
Cette section présente les premières estimations que l'on obtient lorsque

l'on utilise l'inégalité de Klainerman-Sobolev à poids de la proposition 11.6.
Ces estimations dîtes faibles seront améliorées (pour n = 3) dans la section 7.

Soient δ et γ tels que 0 < δ < 1/4 et δ < γ. Supposons (3.3) véri�ée pour
t ≤ T .

Corollaire 5.1 (Estimations faibles de décroissance). Soit 0 ≤ t ≤ T . Soient
(h1, A) véri�ant (3.3) et h0 dé�ni par (12.13). Pour i = 0, 1 avec δ′ = δ si
i = 0 et δ′ = γ > δ si i = 1, on a :

(5.1)

|∂ZIA(t, x)|+|∂ZIhi(t, x)| ≤
{

Cε(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ(1 + |q|)−1−δ′ , q > 0 ,

Cε(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ(1 + |q|)−1/2, q < 0 ,
|I| ≤ N−

[
n + 2

2

]

,

De plus,

(5.2)

|ZIA(t, x)|+|ZIhi(t, x)| ≤
{

Cε(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ(1 + |q|)−δ′ , q > 0 ,

Cε(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ(1 + |q|)1/2, q < 0 ,
|I| ≤ N−

[
n + 2

2

]

,

et

(5.3)

|∂̄ZIA(t, x)|+|∂̄ZIhi(t, x)| ≤
{

Cε(1 + t + |q|)−1−n
2

+δ(1 + |q|)−δ′ , q > 0 ,

Cε(1 + t + |q|)−1−n
2

+δ(1 + |q|)1/2, q < 0 ,
|I| ≤ N−

[
n + 2

2

]

−1 .

Remarque 5.2. Notant Hαβ = gαβ − mαβ, les estimations sur h du corol-
laires 5.1 restent vraies pour H car Hαβ = −mαα′

mββ′
hα′β′ + O(h2).

Preuve : Comme les hypothèses sur A et h1 sont les mêmes, on peut
adapter la preuve du corollaire 9.3 de [14], l'outil fondamental étant l'in-
égalité de Klainerman-Sobolev à poids de la proposition 11.6. Les calculs
présentés suivent ceux de [14], en tenant compte des dimensions générales et
de l'hypothèse (3.3) sur la nouvelle énergie considérée ici.

Les estimations pour i = 0 découlent d'un calcul direct s'appuyant sur la
forme de h0 (On pourra consulter les calculs (8.13) et (8.14)).
Pour i = 1, on procède de la manière suivante :

Preuve de (5.1) :
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Notons tout d'abord que [∂µ, Zαβ] est soit égal à 0, soit égal à ± ∂ν pour un
certain ν. Ainsi, on a :

(5.4) |ZI∂u| ≤ C
∑

|J|≤|I|

|∂ZJu| .

D'après la proposition 11.6, il existe une constante C telle que pour toute
fonction u lisse et tendant vers 0 rapidement quand |x| → +∞ , on ait

(5.5) (1+|t|+|x|)n−1
2 [(1+|q|)w(q)]

1
2 |u(t, x)| ≤ C

∑

|I|≤[n+2
2

]

||w(q)
1
2 ZIu(t, .)||L2 .

Prenant u = ∂ZJ

(
h1

A

)

, on a pour tout |J| ≤ N −
[

n+2
2

]
:

(1 + |t| + |x|)n−1
2 [(1 + |q|)w(q)]

1
2 |∂ZJ

(
h1

A

)

(t, x)| ≤ C
∑

|I|≤[n+2
2

]

||w(q)
1
2 ZI∂ZJ

(
h1

A

)

(t, .)||L2

(5.6)

≤
︸︷︷︸

d'après (5.4)

C
∑

|K|≤N

||w(q)
1
2 ∂ZK

(
h1

A

)

(t, .)||L2

≤
︸︷︷︸

d'après (3.3)

Cε(1 + t)δ.

D'où, pour |I| ≤ N −
[

n+2
2

]
:

(5.7)

|∂ZIA(t, x)|+|∂ZIh1(t, x)| ≤
{

Cε(1 + t + |q|) 1−n
2 (1 + |q|)−1−γ(1 + t)δ, q > 0 ,

Cε(1 + t + |q|) 1−n
2 (1 + |q|)−1/2(1 + t)δ, q < 0 .

Ceci entraîne (5.1) et on note aussi que, pour t = 0, on a :
(5.8)
|∂ZIA(0, x)| + |∂ZIh1(0, x)| ≤ Cε(1 + |x|)−1−n

2
−γ, |I| ≤ N −

[
n + 2

2

]

.

Preuve de (5.2) :
D'après les hypothèses (1.2),

(5.9) lim inf
|x|→+∞

|h1(0, x) + A(0, x)| → 0 .

On a alors

(5.10) lim
|x|→+∞

|ZI

(
h1

A

)

(0, x)| → 0, |I| ≤ N −
[
n + 2

2

]

.
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En e�et, pour |I| = 0, cela découle de (5.9) et si |I| ≥ 1, cela vient de (5.1)
puisque |Zφ| ≤ C(1 + t + |x|)|∂φ|.

On peut alors montrer (5.2) en t = 0. Soit |X| >> 1 , on a , pour tout
|I| ≤ N −

[
n+2

2

]
:

|ZI

(
h1

A

)

(0, |x|ω)| ≤ |ZI

(
h1

A

)

(0, |X|ω)| +
∫ |X|

|x|

|∂ZI

(
h1

A

)

(0, ρω)| dρ

(5.11)

≤
︸︷︷︸

d'après (5.8)

|ZI

(
h1

A

)

(0, |X|ω)| +
∫ |X|

|x|

Cε(1 + |ρ|)−1−n
2

−γ dρ

≤ |ZI

(
h1

A

)

(0, |X|ω)| + Cε(1 + |x|) 1−n
2

−γ .

Faisant tendre |X| vers +∞, on obtient (5.2) en t = 0, en utilisant (5.10).
On a même :

|ZI

(
h1

A

)

(0, x)| ≤ Cε(1 + |x|) 1−n
2

−γ .(5.12)

Pour montrer (5.2) quand t ≥ 0, on étudie séparément le cas où r ≥ t et
le cas r < t. Dans les deux cas, on intègre (5.1) depuis l'hyperplan t = 0 le
long de lignes où t + r et ω = x

|x|
sont �xés :

• cas où r ≥ t ; on a |q| = r − t et t + |q| = r :

|ZI

(
h1

A

)

(t, rω)| ≤
∫ t+r

r

|∂ZI

(
h1

A

)

(t + r − ρ, ρω)| dρ + |ZI

(
h1

A

)

(0, (t + r)ω)|

(5.13)

≤
︸︷︷︸

par (5.1) et (5.12)

Cε

∫ t+r

r

(1 + ρ)
1−n

2
+δ(1 + ρ − t + ρ − r)−1−γ dρ + Cε(1 + t + r)

1−n
2

−γ

≤
︸︷︷︸

ρ≥r

Cε

∫ t+r

r

(1 + r)
1−n

2
+δ(1 + ρ − t)−1−γ dρ + Cε(1 + t + r)

1−n
2

−γ

≤Cε(1 + r)
1−n

2
+δ

[

−1

γ
(1 + ρ − t)−γ

]t+r

r

+ Cε(1 + t + r)
1−n

2
−γ

≤Cε(1 + r
︸︷︷︸

=t+|q|

)
1−n

2
+δ(1 + r − t

︸︷︷︸

=|q|

)−γ + Cε(1 + t + r)
1−n

2
−γ

≤Cε(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ(1 + |q|)−γ .
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• cas où r < t ; on a |q| = t − r et t + |q| = 2t − r :

|ZI

(
h1

A

)

(t, rω)| ≤
∫ t+r

r

|∂ZI

(
h1

A

)

(t + r − ρ, ρω)| dρ

︸ ︷︷ ︸

(I)

+ |ZI

(
h1

A

)

(0, (t + r)ω)|
︸ ︷︷ ︸

(II)

.

(5.14)

(II) ≤
︸︷︷︸

par (5.12)

Cε(1 + t + r)
1−n

2
−γ(5.15)

≤
︸︷︷︸

1+t+r= 1
2
(2+2t+2r)≥ 1

2
(1+2t−r)≥ 1

2
(1+t+|q|)

Cε(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ(1 + |q|)1/2 .

(5.16)

(I) ≤
∫ t+r

2

r

|∂ZI

(
h1

A

)

(t + r − ρ, ρω)| dρ

︸ ︷︷ ︸

(I1)

+

∫ t+r

t+r
2

|∂ZI

(
h1

A

)

(t + r − ρ, ρω)| dρ

︸ ︷︷ ︸

I2

.

(5.17) (I2) ≤ |ZI

(
h1

A

)

(0, (t + r)ω)| + |ZI

(
h1

A

)

(
t + r

2
,
t + r

2
ω)| .

En utilisant (5.15) et (5.2) pour q = 0, on obtient

(5.18) (I2) ≤ Cε(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ(1 + |q|)1/2 .

En�n, on a :

(I1) ≤
︸︷︷︸

par (5.1)

∫ t+r
2

r

Cε(1 + 2(t + r) − 3ρ)
1−n

2
+δ(1 + t + r − 2ρ−1/2) dρ(5.19)

≤Cε(1 + t + |q| 1−n
2

+δ)
[
−(1 + t + r − 2ρ)1/2

] t+r
2

r

≤Cε(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ(1 + |q|)1/2 .

On a donc bien :

|ZI

(
h1

A

)

(t, rω)| ≤ Cε(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ(1 + |q|)1/2 .(5.20)

Finalement, les estimations (5.3) suivent de (5.2) puisque, pour toute fonction
φ, on a :

|∂̄φ| ≤ C
∑

|I|=1

|ZIφ|/(1 + t + |q|) .
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6 Jauge harmonique et jauge de Lorenz
La section 4 nous assure que les conditions de jauge de Lorenz (1.5) et

de jauge harmonique (1.4) se propagent dans le temps. Ces jauges vont nous
permettre d'obtenir des estimations plus �nes sur certains composants de h
et A (cf. lemmes 6.1, 6.3 et proposition 6.4).

Commençons par noter que, si A et g véri�ent (1.4) et (1.5), alors

gµν∂µAν = 0 .(6.1)

(6.1) entraîne le lemme suivant :
Lemme 6.1. Pour A et g véri�ant (6.1) on a

(6.2) |∂A|L ≤ C|∂̄A| + O(|h||∂A|) .

Preuve : (6.1) implique que

(6.3) mµν∂µAν = O(|h||∂A|) .

En décomposant cette égalité par rapport à la famille U = {L,L, S1, S2, ..., Sn−1}
dé�nie dans la section 12.3, on a

(6.4) −1

2
Lµ∂µAL − 1

2
Lµ∂µAL + +

n−1∑

i=1

∂SiASi = O(|h||∂A|) .

En ajoutant et en retranchant la quantité −1
2
(Lµ∂µAL+

∑n−1
i=1 Siµ∂µAL), puis

en passant à la valeur absolue, on obtient

1

2
|Lµ∂µAL + Lµ∂µAL +

n−1∑

i=1

Siµ∂µAL|
︸ ︷︷ ︸

≡|∂A|L

≤ O(|h||∂A|)(6.5)

+
1

2
|Lµ∂µAL +

n−1∑

i=1

Siµ∂µAL + Lµ∂µAL + 2(
n−1∑

i=1

∂SiASi)|
︸ ︷︷ ︸

≤C|∂̄A|

,

d'où le résultat.

6.1 Etude du terme source FM de (2.13)

Le lemme suivant est fondamental pour l'estimation du terme ZIFM ,
où les champs Z sont dé�nis dans la section 12.2, estimation qui intervient
lorsque l'on doit commuter l'équation (2.13) avec les champs de vecteurs ZI

(cf. preuve du théorème 8.1 et annexe 11.2) .
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Lemme 6.2. Si gµν = mµν + hµν véri�e la condition harmonique (1.4), on a

|F (h)(∂h, ∂h)|T U ≤ C|∂̄h||∂h| + O(|h||∂h|2) ,(6.6)
|F (h)(∂h, ∂h)| ≤ C|∂h|2T U + C|∂̄h||∂h| + O(|h||∂h|2) .(6.7)

Si, en plus, A véri�e la condition de Lorenz (1.5) (et donc (6.1) est véri�ée),
alors

|F̃ (h)(∂A, ∂A)|T U ≤ C|∂̄A||∂A| + O(|h||∂A|2) ,(6.8)
|F̃ (h)(∂A, ∂A)| ≤ C|∂A|2 + O(|h||∂A|2) ,(6.9)
|FA

σ (h)(∂h, ∂h)| ≤ C|∂̄h||∂A| + C|∂̄A||∂h| + O(|h||∂h||∂A|) .(6.10)

Preuve du lemme (6.2) :

Preuve de (6.6) et (6.7) : cf. preuve de la proposition 9.7 de [14].(L'outil
principal est la proposition 6.4 pour |I| = 0).

Preuve de (6.9) : L'estimation est évidente.

Preuve de (6.8) :

F̃µν(h)(∂A, ∂A) = − 4 mαβ∂µAβ∂νAα
︸ ︷︷ ︸

P̃µν(∂A,∂A)

(6.11)

+ 4 mαβ∂βAµ(∂νAα − ∂αAν) + 4mαβ∂µAβ∂αAν
︸ ︷︷ ︸

Q̃1
µν(∂A,∂A)

+
2

n − 1
mµνm

ασmβτ (∂σAτ − ∂τAσ)(∂αAβ − ∂βAσ)
︸ ︷︷ ︸

Q̃2
µν(∂A,∂A)

+ O(|h||∂A|2) .

On peut montrer, en utilisant le lemme 6.1 que

(6.12) |Q̃1
µν(∂A, ∂A) + Q̃2

µν(∂A, ∂A)| ≤ |∂̄A||∂A| + O(|h||∂A|2) .

De plus,

|P̃µν(∂A, ∂A)|T U = |mαβ∂µAβ∂νAα|T U(6.13)
=

∑

T∈T ,U∈U

|mαβ∂µAβ∂νAαT µU ν |

≤ C|∂̄A||∂A| .
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(6.12) et (6.13) implique le résultat souhaité.

Preuve de (6.10) : On a

FA
σ (h)(∂h, ∂A) = mνβmµα∂µhνσ∂αAβ

︸ ︷︷ ︸

a

−mνβmµα∂µhνσ∂βAα
︸ ︷︷ ︸

b

(6.14)

+ mρµmλα∂σhρλ∂µAα
︸ ︷︷ ︸

c

+ O(|h||∂h||∂A|) .

Comme mLL = 0, on a clairement |a| ≤ |∂̄h||∂A| + |∂̄A||∂h|.

Pour b, si (β, µ) 6= (L,L), l'estimation est triviale. Si (β, µ) = (L,L), on
est amené à estimer −mLLmLL∂LhLσ∂LAL et le résultat suit en utilisant le
lemme 6.1.

Pour c, la seule estimation non triviale intervient quand (µ, σ) = (L, L),
i.e. on doit estimer

(6.15) mLLmλα∂LhLλ∂LAα .

Or, la condition d'harmonicité (1.4), écrite sous la forme

gβµ∂µgαβ =
1

2
gµν∂αgµν ,

nous donne

mLL∂LhLλ =mLL∂λhLL +
n−1∑

i=1

n−1∑

j=1

mSiSj

∂λhSiSj

(6.16)

− mLL∂LhLλ −
n−1∑

i=1

n−1∑

j=1

mSiSj

∂SihSjλ −
n−1∑

i=1

n−1∑

j=1

mSiSj

∂SjhSiλ + O(|h||∂h|) .

En injectant (6.16) dans (6.15), on s'aperçoit que si λ 6= L, on aboutit faci-
lement à l'estimation voulue. Si λ = L, le seul terme non nul est pour α = L
et on utilise le lemme 6.1 pour conclure.

6.2 Estimations de |∂ZIh|LT et |∂ZIh|LL
Dans ce paragraphe, on explique pourquoi la condition harmonique donne

une information supplémentaire sur les termes du type ZIHLL. Commençons
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par montrer que la divergence d'un champ de vecteur F peut s'exprimer
relativement à la famille U = {L,L, S1, S2, ..., Sn−1} (cf. section 12.3 pour
les notations ) de la manière suivante :

(6.17)
n∑

µ=0

∂µF
µ =

n∑

µ=0

Lµ∂qF
µ −

n∑

µ=0

Lµ∂sF
µ +

n∑

µ=0

n−1∑

i=1

Siµ∂Si
F µ .

Preuve de (6.17) : On peut écrire :

(6.18)
n∑

µ=0

∂µF
µ =

n∑

µ=0

δα
µ∂αF µ .

En utilisant que m(L,L) = m(L,L) = 0, que m(L,L) = m(L, L) = −2 et
que, pour 1 ≤ i, j ≤ n − 1, m(Si, Sj) = δij, on a aussi :

(6.19) mµν = −LµLν − LνLµ +
n−1∑

i=1

Si µSi ν .

On a donc :

(6.20) δα
µ = −LµL

α

2
− LµL

α

2
+

n−1∑

i=1

Si µS
α
i .

Ceci entraîne bien :

n∑

µ=0

∂µF
µ = −

n∑

µ=0

Lµ
Lα

2
∂αF µ −

n∑

µ=0

Lµ

Lα

2
∂αF µ +

n∑

µ=0

n−1∑

i=1

Si µS
α
i ∂αF µ

(6.21)

:=
n∑

µ=0

Lµ∂qF
µ −

n∑

µ=0

Lµ∂sF
µ +

n∑

µ=0

n−1∑

i=1

Siµ∂Si
F µ .

Cette écriture est utilisée dans la démonstration du lemme 8.1 de [14], un
élément clef de la construction, qu'on reprend ici pour s'assurer qu'il reste
vrai en toute dimension :

Lemme 6.3. Supposons que |H| ≤ 1/4. Alors

(6.22) |∂H|LT ≤ C
(
|∂̄H| + |H||∂H|

)
.

Preuve du lemme 6.3 : La condition d'harmonicité (1.4) peut s'écrire

(6.23) ∂µ

(

gµν
√

|det g|
)

= 0 ∀ν = 0, ..., n .
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Or, on a

(6.24) gµν
√

|det g| = (mµν + Hµν)(1 − 1

2
trH + O(H2)) ,

où Hαβ = gαβ − mαβ. Ainsi, la condition harmonique entraîne

(6.25) ∂µ

(

Hµν − 1

2
mµνtrH + Oµν(H2)

)

= 0 .

En posant
F µ = Hµν − 1

2
mµνtrH + Oµν(H2) ,

et en utilisant la décomposition (6.17), on obtient

(6.26) |Lµ∂(Hµν − 1

2
mµνtrH)| ≤ C

(
|∂̄H| + |H||∂H|

)
.

En�n, en contractant avec Tν , où T ∈ T (cf. section 12.3 pour les notations),
et en utilisant que mTL = 0, on obtient le résultat souhaité.

Ce résultat peut être généralisé pour estimer les termes |ZIH|LT . On
obtient alors la proposition suivante (proposition 8.2 de [14] avec n ≥ 3) :
Proposition 6.4 (condition harmonique). Soient g une métrique Lorent-
zienne satisfaisant (1.4) relativement à un système de coordonnées {xµ}µ=0,...,n

et I un multi-index. Supposons que Hµν = gµν − mµν véri�e la condition
(6.27) |ZJH| ≤ C, ∀|J | ≤ |I|/2, ∀Z ∈ Z
Alors il existe une constante C ′ telle que

|∂ZIH|LT ≤ C ′




∑

|J |≤|I|

|∂̄ZJH| +
∑

|J |≤|I|−1

|∂ZJH| +
∑

|I1|+|I2|≤|I|

|ZI2H||∂ZI1H|



 ,

(6.28)

|∂ZIH|LL ≤ C ′




∑

|J |≤|I|

|∂̄ZJH| +
∑

|J |≤|I|−1

|∂ZJH|LT +
∑

|J |≤|I|−2

|∂ZJH| +
∑

|I1|+|I2|≤|I|

|ZI2H||∂ZI1H|



 .

(6.29)

Les mêmes estimations sont valables pour hµν = gµν − mµν .

Preuve : cf. [14, Appendix D]. La preuve utilise uniquement la condition
harmonique (1.4) et ne nécessite donc aucune modi�cation dans le cas des
équations d'Einstein-Maxwell. La généralisation du résultat pour les dimen-
sions n ≥ 3 est évidente.
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Remarque 6.5. La condition (6.27) est assurée par le corollaire 5.1.

Cette proposition entraîne en particulier le résultat suivant (qui permet
d'assurer une partie de l'hypothèse (8.1) du théorème 8.1) :

Corollaire 6.6. Soit h = h1 + h0 une solution du système réduit d'Einstein-
Maxwell (2.9). Supposons que h1 véri�e (3.3) sur [0, T ]. Alors pour tout t ∈
[0, T ] on a

|∂h|LT + |∂Zh|LL ≤
{

Cε(1 + t + |q|)−1−n
2

+δ(1 + |q|)−δ, q > 0 .

Cε(1 + t + |q|)−1−n
2

+δ(1 + |q|)1/2, q < 0 .
(6.30)

|h|LT + |Zh|LL ≤
{

Cε(1 + t + |q|) 1−n
2 , q > 0 .

Cε(1 + t + |q|) 1−n
2 (1 + |q|)1/2+δ, q < 0 .

(6.31)

Ce corollaire est l'équivalent (en dimension n ≥ 3) des résultats (10.1) et
(10.2) de [14]. Les outils principaux de la preuve sont la proposition 6.4 et le
corollaire 5.1.
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7 Estimations fortes de décroissance
Dans cette section, on améliore, quand n = 3, les estimations du corollaire

5.1 . Ces estimations améliorées sont présentées dans la proposition 7.1 . On
note que pour les dimensions d'espace n ≥ 4, cette proposition peut être
directement déduite du corollaire 5.1 (la terminologie "estimations fortes"
n'est donc pertinente qu'en dimension n = 3) ; les nouvelles estimations dîtes
fortes serviront d'hypothèses pour le théorème 8.1. En comparaison de [14],
la di�culté vient de l'étude des nouveaux termes introduits par l'équation
de Maxwell.

C'est essentiellement le corollaire 7.2 de [14] (repris ici dans la proposition
(11.3)) et les estimations de la section 6 sur le terme FM qui permettent de
montrer le résultat suivant :

Proposition 7.1 (Estimations fortes de décroissance). Soit (h = h1 +h0, A)
une solution des équations réduites d'Einstein-Maxwell (2.9). Supposons que
(h1, A) véri�e (3.3) sur l'intervalle [0, T ]. Alors pour tout t ∈ [0, T ], on a :

pour n = 3, |∂A| + |∂h|T U ≤ Cε(1 + t + |q|)−1 ,(7.1)
pour n = 3, |∂h| ≤ Cεt−1 ln t ,(7.2)
pour n ≥ 4, |∂A| + |∂h| ≤ Cε(1 + t + |q|)−1.(7.3)

Sous les mêmes hypothèses, soient γ′ < γ − δ et µ′ > δ > 0 �xés. Alors
il existe des constantes Mk et Ck, dépendant de (γ′, µ′, δ), telles que, pour
n ≥ 3 :

|∂ZIA(t, x)| + |∂ZIh1(t, x)| ≤
{

Ckε(1 + t + |q|)−1+Mkε(1 + |q|)−1−γ′
, q > 0 ,

Ckε(1 + t + |q|)−1+Mkε(1 + |q|)−1/2+µ′
, q < 0 ,

|I| = k ≤ N/2 + 2 ,

(7.4)

|ZIA(t, x)| + |ZIh1(t, x)| ≤
{

Ckε(1 + t + |q|)−1+Mkε(1 + |q|)−γ′
, q > 0 ,

Ckε(1 + t + |q|)−1+Mkε(1 + |q|)1/2+µ′
, q < 0 ,

|I| = k ≤ N/2 + 2 ,

(7.5)

|∂̄ZIA(t, x)| + |∂̄ZIh1(t, x)| ≤
{

Ckε(1 + t + |q|)−2+Mkε(1 + |q|)−γ′
, q > 0 ,

Ckε(1 + t + |q|)−2+Mkε(1 + |q|)1/2+µ′
, q < 0 ,

|I| = k ≤ N/2 + 1 .

(7.6)

Les mêmes estimations sont vraies pour h0 avec γ′ remplacée par Mkε.

Preuve de (7.1), (7.2) et (7.3) :

•Montrons tout d'abord que |∂A| ≤ Cε(1 + t + |q|)−1 quand n = 3.
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Posons n(t) = (1 + t + |q|)|∂A|.
En utilisant la proposition 11.3 avec φ = A et F = FA, et w̄(q) = 1 (donc
α = 0)), on a :

n(t) ≤C sup
0≤t≤τ

∑

|I|≤1

‖ZIA‖L∞

︸ ︷︷ ︸

(I)

+C

∫ t

0

(1 + τ)‖FA‖L∞(Dτ ) dτ

︸ ︷︷ ︸

(II)

(7.7)

+ C

∫ t

0

∑

|I|≤2

(1 + τ)−1‖ZIA‖L∞(Dτ
) dτ

︸ ︷︷ ︸

(III)

.

Montrons que (I), (II) et (III) sont majorés par Cε.

(I) ≤ Cε d'après le corollaire 5.1.
Dans Dτ , on a 1 + τ ∼ 1 + τ + |r − τ | ( au sens où il existe des constantes
positives C1 et C2 telles que C1(1 + τ) ≤ 1 + τ + |r − τ | ≤ C2(1 + τ)), d'où,
en utilisant le corollaire 5.1 :

(III) ≤Cε

∫ t

0

∑

|I|≤2

(1 + τ + |r − τ |)−1(1 + τ + |r − τ |)−1+δ(1 + τ + |r − τ |)1/2

(7.8)

≤Cε

∫ t

0

(1 + τ + |r − τ |)−1+(δ−1/2)

≤Cε

∫ t

0

(1 + τ + |r − τ |)−1−a, avec a > 0

≤Cε .

En�n, en utilisant le lemme 6.2 et le corollaire 5.1, on obtient :

(II) ≤C

∫ t

0

(1 + τ)‖|∂̄h||∂A| + |∂̄A||∂h| + O(|h||∂h||∂A|)‖L∞(Dτ )

(7.9)

≤Cε

∫ t

0

(1 + τ + |r − τ |)(1 + τ + |r − τ |)δ−3/2(1 + τ + |r − τ |)−1+δ(1 + |r − τ |)−1/2

≤Cε

∫ t

0

(1 + |r − τ |)−2+2δ

≤Cε

∫ t

0

(1 + |r − τ |)−1−a, avec a > 0

≤Cε .
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• Pour les estimations sur h de (7.1) et (7.2), on peut adapter les preuves de
(10.3) et (10.4) de [14]. En e�et, en utilisant le lemme 6.2 et le corollaire 5.1,
on montre le lemme suivant :

Lemme 7.2. Supposons véri�ées les hypothèses de la proposition 7.1 et
(F, F̃ ) tel que dans (2.13) . Alors

|F + F̃ |T U ≤ Cεt
−3
2

+δ|∂h| + Cεt
−3
2

+δ|∂A| ,(7.10)
|F + F̃ | ≤ Cεt

−3
2

+δ|∂h| + Cεt
−3
2

+δ|∂A| + C|∂h|2T U + C|∂A|2 .(7.11)

En utilisant la proposition 11.3, ainsi que |∂A| ≤ Cε(1 + t)−1 , on a :

Lemme 7.3. Avec une constante C dépendant de γ > 0

(1 + t)‖|∂h|T U(t, .) + |∂A|(t, .)‖L∞ ≤ Cε + Cε

∫ t

0

(1 + τ)δ− 1
2‖∂h(τ, .) + ∂A(τ, .)‖L∞ dτ .

(7.12)

(1 + t)‖|∂h|(t, .) + |∂A|(t, .)‖L∞ ≤ Cε
(7.13)

+ Cε

∫ t

0

(1 + τ)δ− 1
2‖∂h(τ, .) + ∂A(τ, .)‖L∞ + (1 + τ)‖|∂h|T U(τ, .) + |∂A|(τ, .)‖2

L∞ dτ .

Et on conclut en utilisant le lemme 10.7 de [14] repris ci-dessous avec

b(t) = (1 + t)‖|∂h|T U(t, .) + |∂A|(t, .)‖L∞ ,

c(t) = (1 + t)‖|∂h|(t, .) + |∂A|(t, .)‖L∞ ,

et a = 1/2 − δ.

Lemme 7.4 (lemme 10.7 de [14]). Supposons que les fonctions b(t) ≥ 0 et
c(t) ≥ 0 satisfont

b(t) ≤ Cε
( ∫ t

0

(1 + s)−1−ac(s) ds + 1
)

,(7.14)

c(t) ≤ Cε
( ∫ t

0

(1 + s)−1−ac(s) ds + 1
)

+ C

∫ t

0

(1 + s)−1b2(s) ds ,(7.15)

pour certaines constantes positives telles que a ≥ C2ε et a ≥ 4Cε/(1− 2Cε).
Alors

(7.16) b(t) ≤ 2Cε, et c(t) ≤ 2Cε
(
1 + a ln (1 + t)

)
.
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•(7.3) découle du corollaire 5.1.

Preuve de (7.4), (7.5) et (7.6) :

Pour une dimension d'espace n ≥ 4, le résultat découle du corollaire 5.1.

Pour n = 3, on adapte la preuve de (10.5) de [14] : on suppose que (7.4)
est vraie pour |I| ≤ k et on cherche à prouver l'estimation pour |I| = k + 1
( les arguments ci-dessous pouvant être appliqués au cas k = 0). D'après
(11.27) on a pour tout |I| ≤ N/2 + 2 :
(7.17)
|ZIFM | ≤ Cε

∑

|K|≤|I|

|∂ZKh| + |∂ZKA|
1 + t

+C
∑

|J|+|K|≤|I|,|J|≤|K|<|I|

(|∂ZJh|+|∂ZJA|)(|∂ZKh|+|∂ZKA|) .

On peut alors faire appel à la proposition 5.3 de [14], qui est encore vraie en
dimension n ≥ 3 :
Proposition 7.5 (Proposition 5.3 de [14]). Soit ¤̃g = ¤ + Hαβ∂α∂β. Alors,
pour tout Z ∈ Z, on a , en notant Ẑ = Z + cZ où cZ est dé�ni par [Z, ¤] =
−cZ¤ :

|¤̃gZ
Iφ − ẐI¤̃gφ| ≤ C

(

1

1 + t + |q|
∑

|K|≤|I|

∑

|J|+(|K|−1)+≤|I|

|ZJH||∂ZKφ|

(7.18)

+
1

1 + |q|
∑

|K|≤|I|

( ∑

|J|+(|K|−1)+≤|I|

|ZJH|LL +
∑

|J1|+(|K|−1)+≤|I|−1

|ZJ1H|LT +
∑

|J2|+(|K|−1)+≤|I|−2

|ZJ2H|
)

|∂ZKφ|
)

,

où (|K| − 1)+ = |K| − 1 si |K| ≥ 1 et (|K| − 1)+ = 0 si |K| = 0.

Ainsi, utilisant la proposition 5.3 de [14] (avec φ =

(
h1

A

)

et F = FM),
on a

|¤̃gZ
I

(
h1

A

)

| ≤ C



|ZIFM | + |ZIF 0| + (1 + t + |q|)−1
∑

|K|≤|I|,|J|+(|K|−1)+≤|I|

|ZJH|
(
|∂ZKh1| + |∂ZKA|

)





(7.19)

+
C

1 + |q|
∑

|K|≤|I|




∑

|J|+(|K|−1)+≤|I|

|ZJH|LL +
∑

|J ′|+(|K|−1)+≤|I|−1

|ZJ ′

H|LT +
∑

|J ′′|+(|K|−1)+≤|I|−2

|ZJ ′′

H|




(
|∂ZKh1| + |∂ZKA|

)
.

Et on conclut en posant

nk+1(t) = (1 + t + |q|)
∑

|I|≤k+1

‖w̄(q)
(
|∂ZIh1| + |∂ZIA|

)
‖L∞
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et en se servant des estimations de décroissance de la proposition 11.3 avec
φ = ZI

(
h1

A

)

.
En e�et, la proposition 11.3 entraîne (en utilisant le corollaire 5.1) :

nk+1(t) ≤ Cε + Cε

∫ t

0

(1 + τ)−1
(

εnk+1(t) + ε2(1 + τ)Cε + ε(1 + τ)−
1
2
−µ′

)

dτ

︸ ︷︷ ︸

N(t)

.

(7.20)

On doit montrer que N(t) ≤ Cε(1 + t)Cε pour une certaine constante C. Or

|N ′(t)| ≤ C(1 + τ)−1
(

εnk+1(t) + ε2(1 + τ)Cε + ε(1 + τ)−
1
2
−µ′

)

(7.21)
≤

︸︷︷︸

d'après (7.20)

Cε(1 + t)−1
(
N(t) + ε(1 + t)Cε

)
.(7.22)

Ainsi

(N(t)(1 + t)−2Cε)′ = (1 + t)−2Cε(N ′(t) − 2CεN(t)(1 + t)−1)

(7.23)

≤
︸︷︷︸

d'après (7.22)

(1 + t)−2Cε



Cε2(1 + t)−1+Cε + Cε(1 + t)−1N(t) − 2CεN(t)(1 + t)−1

︸ ︷︷ ︸

≤0





≤ Cε2(1 + t)−1−Cε .

On a donc pour une certaine constante C ′

(7.24) N(t)(1 + t)−2Cε − N(0) ≤ C ′ε .

D'où

(7.25) N(t) ≤ (C ′ + C)ε(1 + t)2Cε .

Ceci prouve (7.4).

De la même façon que (5.2) vient de (5.1), l'estimation (7.5) suit en inté-
grant (7.4) le long de (ω = y/|y|, τ + |y| = constante) à partir de l'hyperplan
t = 0, en utilisant (5.8) avec n = 3 :

∀ |I| ≤ N − 2 |∂ZIh1(0, x)| + |∂ZIA(0, x)| ≤ Cε(1 + |x|)−2−γ.

• En�n, (7.6) vient de (7.5) et de l'inégalité (valable pour toute fonction φ) :

(7.26) |∂̄ZIφ| ≤ C
1

1 + t + |q|
∑

|J |≤|I|+1

|ZJφ| .
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Remarque 7.6. Pour montrer les estimations fortes de la proposition 7.1
quand n = 3, on se sert des estimations faibles du corollaire 5.1, en particulier
de (5.3) valable pour |I| ≤ N − 3. On a ainsi besoin de la condition N

2
+ 2 ≤

N − 3 qui s'écrit N ≥ 10.
Pour n ≥ 4, on a pas besoin de cette condition ici. Parcontre, on utilise à
plusieurs reprises dans l'estimation de |ZIFM | que N−1

2
≤ N −

[
n+2

2

]
− 1 i.e.

N ≥ 2
[

n+2
2

]
+ 1.(cf. par exemple le calcul (11.19)).

C'est pourquoi, dans l'énoncé du théorème 3.1, on impose la condition N ≥
2
[

n+2
2

]
+ 6 qui est su�sante pour tout n ≥ 3.



8 Estimation forte d'énergie 37

8 Estimation forte d'énergie
Le théorème qui suit permet de terminer la preuve du théorème 3.1. Les

résultats des sections 5, 6 et 7 assurent que les hypothèses (8.1) et (8.2) sont
bien véri�ées pour le problème qui nous intéresse.
Théorème 8.1 (Estimation forte d'énergie). Soit (gµν(t) = hµν(t)+mµν(t), Aσ(t))
une solution locale en temps des équations d'Einstein-Maxwell réduites (2.9)
satisfaisant la condition harmonique (1.4) et la jauge de Lorenz (1.5) sur l'in-
tervalle [0, T ]. Supposons aussi que pour certains 0 < µ′ < 1

2
et 0 < γ < 1

2
,

on ait les estimations suivantes pour 0 ≤ t ≤ T et pour tout multi-indices
|I| ≤ N/2 + 1 :

(8.1) |∂A|+|∂H|T U+(1+|q|)−1|H|T L+(1+|q|)−1|ZH|LL ≤ Cε(1+t+|q|)−1 ,

(8.2)

|∂ZI

(
h
A

)

|+
|ZI

(
h
A

)

|

1 + |q| +
1 + t + |q|

1 + |q| (|∂̄ZI

(
h
A

)

|) ≤
{

Cε(1 + t + |q|)−1+Cε(1 + |q|)−1−Cε, q > 0 ,

Cε(1 + t + |q|)−1+Cε(1 + |q|)−1/2+µ′
, q < 0 ,

√

EMaxwell
N (0) + M ≤ ε si n = 3 ,(8.3)

√

EMaxwell
N (0) ≤ ε si n ≥ 4 .

Soit EMaxwell
N (t) dé�nie par (12.10), alors il existe une constante c indépen-

dante de T telle que si ε ≤ c−2 on a l'estimation d'énergie :

(8.4) EMaxwell
N (t) ≤ CNε2(1 + t)cε, 0 ≤ t ≤ T.

où CN est une constante dépendant uniquement de N .

8.1 Fin de la preuve du théorème 3.1

Rappelons que T a été dé�ni comme le temps maximal tel que l'inégalité
d'énergie (3.3)

EMaxwell
N (t) ≤ 2CNε2(1 + t)2δ ,

soit vraie pour 0 ≤ t ≤ T . Ayant supposé cette inégalité, on a pu établir
la proposition 7.1. Or, on peut véri�er que les hypothèses (8.1) et (8.2) du
théorème 8.1 sont assurées par le corollaire 6.6 et la proposition 7.1.

La conclusion du théorème 8.1 montre qu'on a alors :

(8.5) EMaxwell
N (t) ≤ CNε2(1 + t)cε, 0 ≤ t ≤ T.
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Par conséquent, si on choisit ε > 0 su�samment petit, on peut montrer que
EMaxwell

N (t) ≤ CNε2(1 + t)2δ, contredisant, par un argument de continuité, la
maximalité de T et entraînant que (g, A) est une solution globale. Le fait
que (Rn+1, g) est alors géodésiquement complète peut être établi par des
arguments similaires à ceux de [15] (cf.section 9).

8.2 Preuve du théorème 8.1

Dans un premier temps, on cherche à appliquer l'inégalité d'énergie de la
proposition 11.2 à la fonction φ = ZI

(
h1

A

)

.

En notant Ẑ = Z + cZ où cZ est dé�ni par [Z, ¤] = −cZ¤, on a :

¤̃gZ
I

(
h1

A

)

= ¤̃gZ
I

(
h1

A

)

− ẐI¤̃g

(
h1

A

)

+ ẐI¤̃g

(
h1

A

)

.(8.6)

Posant DI
M = ¤̃gZ

I

(
h1

A

)

− ẐI¤̃g

(
h1

A

)

, on a, d'après (2.13) et (8.6) :

(8.7) |¤̃gZ
I

(
h1

A

)

| ≤ |DI
M | + |ZIFM | + |ZIF 0| ,

où F 0 = ¤̃gh
0. On arrive ainsi, en utilisant la proposition 11.2, à :

∫

∑
t

|∂ZI

(
h1

A

)

|2w +

∫ t

0

∫

∑
t

|∂̄ZI

(
h1

A

)

|2w′ ≤ 8

∫

∑
0

|∂ZI

(
h1

A

)

|2w + Cε

∫ t

0

∫

∑
t

|∂ZI

(
h1

A

)

|2

(1 + τ)
w

(8.8)

+ 16

∫ t

0

∫

∑
t

ε−1(|ZIFM |2(1 + τ)w

︸ ︷︷ ︸

(i)

+16

∫ t

0

∫

∑
t

ε−1|DI
M |2)(1 + τ)w

︸ ︷︷ ︸

(ii)

+ 16

∫ t

0

∫

∑
t

|ZIF 0||∂ZI

(
h1

A

)

|w
︸ ︷︷ ︸

(iii)

.

Ici, la principale di�culté réside dans l'obtention d'une majoration satisfai-
sante des termes à droite de (8.8). Les estimations de (i), (ii) et (iii) font
respectivement l'objet des lemmes 8.2, 8.3 et 8.4 suivants.
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Lemme 8.2. Pour tout |I| ≤ N on a :

∫ t

0

∫

∑
t

ε−1(|ZIFM |2(1 + τ)w ≤ Cε
∑

|J |≤|I|

∫ t

0

∫

∑
t







|∂ZI

(
h1

A

)

|2

(1 + τ)
w + |∂̄ZJ

(
h1

A

)

|2w′







+ Cε
∑

|J |≤|I|−1

∫ t

0

∫

∑
t

|∂ZI

(
h1

A

)

|2

(1 + τ)1−2Cε
w + Cε3 .

(8.9)

Preuve : On peut montrer (cf. Annexe 11.2, (11.8)) une estimation de
|ZIFM | analogue à celle de |ZIF | du lemme 11.2 de [14], avec bien sûr les
modi�cations nécessaires dûes aux dimensions et aux termes provenant des
équations de Maxwell . Cette estimation (11.8) est très importante et s'appuie
sur le fait que le terme source FM possède la bonne structure, comme cela
a été véri�é dans la section 2. Partant de (11.8) et en utilisant l'inégalité de
Hardy de la proposition 11.4 :

(8.10)
∫

Rn

1

1 + τ + |q|

|ZJ

(
h1

A

)

|2

(1 + |q|)2
w dnx ≤ C

∫

Rn

|∂ZJ

(
h1

A

)

|2

1 + τ + |q| w dnx ,

ainsi que les inégalités w ≤ w′(1 + |q|)(1 + q−)2µ et 2µ < 1 − 2µ′, on obtient
le résultat souhaité.
Lemme 8.3. Pour tout |I| ≤ N , on a :

ε−1

∫ t

0

∫

∑
t

|¤̃gZ
I

(
h1

A

)

− ẐI¤̃g

(
h1

A

)

|2(1 + τ)w ≤ Cε
∑

|J |≤|I|

∫ t

0

∫

∑
t

( |∂ZI

(
h1

A

)

|2

(1 + τ)
w + |∂̄ZJ

(
h1

A

)

|2w′

)

(8.11)

+Cε
∑

|J |≤|I|−1

∫ t

0

∫

∑
t

|∂ZI

(
h1

A

)

|2

(1 + τ)1−2Cε
w + Cε3 .

Preuve : On peut s'appuyer sur la preuve du lemme 11.5 de [14], en
s'assurant qu'elle se généralise en dimension quelconque : on trouve une esti-
mation analogue à (11.21) de [14] avec h1 remplacée par

(
h1

A

)

. La preuve est
ensuite séparéé en deux parties selon que |K| ≤ N/2 + 1 ou que |K| ≥ N/2.
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Lemme 8.4. Pour tout |I| ≤ N on a, en notant F 0 = ¤̃gh
0 :

∫ t

0

∫

∑
t

|ZIF 0||∂ZI

(
h1

A

)

|w

≤ CNε
∑

|J |≤|I|







∫ t

0

∫

∑
t

|∂ZI

(
h1

A

)

|2

(1 + τ)2
w +

∫ t

0

(
∫

∑
t

|∂ZI

(
h1

A

)

|2w dx

)1/2
dτ

(1 + τ)
3
2







,

(8.12)

où CN est une constante qui ne dépends que de N .

Preuve :
On s'inspire de la preuve du lemme 11.4 de [14] en prenant

(
h1

A

)

à la
place de h1 et en véri�ant que les nouveaux termes peuvent être traités d'une
façon semblable.
Quand n ≥ 4, on rappelle que h0 = 0 et l'estimation est triviale. Considérons
donc ici que n = 3. Posons F 0 = ¤̃gh

0 = F 00 + F 01 avec F 00 = ¤h0 et
F 01 = Hαβ∂α∂βh0. Comme h0 = χ(r)χ(r/t)2M

r
, on calcule que

∂xi
h0 =χ(r)

(
2Mxi

r2t
χ′(r/t) − 2Mxi

r3
χ(r/t)

)

+
2Mxi

r2
χ′(r)χ(r/t) .

(8.13)

∂2
xi

h0 =χ(r)

(
2M(r2 − 2x2

i )

r4t
χ′(r/t) +

2Mx2
i

r3t2
χ′′(r/t) − 2M(r2 − 3x2

i )

r5
χ(r/t) − 2Mx2

i

r4t
χ′(r/t)

)

+ χ′(r)

(
2Mx2

i

r3t
χ′(r/t) − 2Mx2

i

r4
χ(r/t)

)

+
2Mx2

i

r3
χ′′(r)χ(r/t) .

3∑

i=1

∂2
xi

h0 =
2M

rt2
χ(r)χ′′(r/t) +

2M

rt
χ′(r)χ′(r/t) +

2M

r
χ′′(r)χ(r/t) − 2M

r
χ′(r)χ(r/t) .

−∂2
t h

0 = − χ(r)

(
4M

t3
χ′(r/t) +

2Mr

t4
χ′′(r/t)

)

.

On voit facilement que F 00 ≡ 0 dès que r/t ≤ 1/2 ou r ≤ 1/2. Quand
r/t ≥ 3/4, on a F 00 ≡ 0 dès que r ≥ 3/4.
Dans les régions où F 00 6= 0, on montre que, pour tout |I| ≤ N :

ZIF 00 ≤ CNε(1 + t + |q|)−3 .
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On a même , lorsque r/t ≥ 3/4 et 1/2 ≤ r ≤ 3/4, pour tout |I| ≤ N et pour
tout a > 0 :

ZIF 00 ≤ CNε(1 + t + |q|)−a .

De plus, on a :

∂t∂xi
h0 = − 2Mxi

rt3
χ(r)χ′′(r/t) − 2Mxi

rt2
χ′(r)χ′′(r/t)

(8.14)

∀i 6= j , ∂xj
∂xi

h0 =χ(r)

(

−6Mxixj

r4t
χ′(r/t) +

2Mxixj

r3t2
χ′′(r/t) +

6Mxixj

r5
χ(r/t)

)

+ χ′(r)

(
4Mxixj

r3t
χ′(r/t) − 6Mxixj

r4
χ(r/t)

)

+
2Mxixj

r3
χ′′(r)χ(r/t) .

Ces résultats permettent de montrer que :

|ZIF 01| ≤ CNε(1 + t + |q|)−3
∑

|J|≤|I|

|ZJH| .(8.15)

En utilisant le corollaire 5.1 pour estimer |ZJH|, on obtient :

|ZIF 01| ≤
{

Cε2(1 + t + |q|)−4+δ(1 + |q|)−δ , q > 0 ,

Cε2(1 + t + |q|)−4+δ(1 + |q|)− 1
2 , q < 0 ,

|I| ≤ N − 2 .

(8.16)

Il suit, pour |I| ≤ N :

|ZIF 0| ≤
{

Cε2(1 + t + |q|)−4+δ(1 + |q|)−δ , q > 0 ,

Cε2(1 + t + |q|)−3 , q < 0 ,
+

Cε

(1 + t + |q|)3

∑

|J |≤|I|

|ZJh1| .

(8.17)

Finalement, comme :
(8.18)
∫ t

0

∫

|ZIF 0||∂ZI

(
h1

A

)

|w dnx dτ ≤
∫ t

0

( ∫

|ZIF 0|2w dnx
) 1

2
( ∫

|∂ZI

(
h1

A

)

|2w dnx
) 1

2
dτ ,

l'équation 8.17 et l'inégalité de Hardy de la proposition 11.4 permettent de
conclure.
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Fin de la preuve du théorème 8.1 : En utilisant ces trois lemmes et (8.8)
on a , pour |I| ≤ N :

∫

∑
t

|∂ZI

(
h1

A

)

|2w +

∫ t

0

∫

∑
t

|∂̄ZI

(
h1

A

)

|2w′

(8.19)

≤ 8

∫

∑
0

|∂ZI

(
h1

A

)

|2w

+ CNε
∑

|J |≤|I|

∫ t

0

1

(1 + τ)3/2

(
∫

∑
t

|∂ZI

(
h1

A

)

|2w
)1/2

dτ

+ Cε
∑

|J |≤|I|

∫ t

0

∫

∑
t







|∂ZI

(
h1

A

)

|2

(1 + τ)
w + |∂̄ZJ

(
h1

A

)

|2w′







+ Cε
∑

|J |≤|I|−1

∫ t

0

∫

∑
t

|∂ZI

(
h1

A

)

|2

(1 + τ)1−2Cε
w + Cε3 .

Soit EMaxwell
N (t) dé�nie par (12.10), soit SMaxwell

N (t) dé�nie par (12.11), on a
donc pour 0 ≤ t ≤ T et 0 ≤ k ≤ N :

EMaxwell
k (t) + SMaxwell

k (t) ≤8EMaxwell
k (0) + CεSMaxwell

k (t) + Cε3

+

∫ t

0

CεEMaxwell
k (τ)

1 + τ
dτ +

∫ t

0

CNε
√

EMaxwell
k (τ)

(1 + τ)3/2
dτ +

∫ t

0

CεEMaxwell
k−1 (τ)

(1 + τ)1−Cε
dτ .

(8.20)

On peut alors conclure en choisissant Cε ≤ 1/2 de tel sorte qu'on puisse
absorber le terme CεSMaxwell

k (t) dans le terme de gauche SMaxwell
k (t), multi-

pliant ainsi par 2 les constantes du membre de droite :

EMaxwell
k (t) + SMaxwell

k (t) ≤16EMaxwell
k (0) + Cε3

+

∫ t

0

CεEMaxwell
k (τ)

1 + τ
dτ +

∫ t

0

CNε
√

EMaxwell
k (τ)

(1 + τ)3/2
dτ +

∫ t

0

CεEMaxwell
k−1 (τ)

(1 + τ)1−Cε
dτ .

(8.21)
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On voit ensuite que :

∫ t

0

CNε
√

EMaxwell
k (τ)

(1 + τ)3/2
dτ ≤

∫ t

0

4C2
Nε2 + 1/4EMaxwell

k (τ)

(1 + τ)3/2
dτ

(8.22)

≤ CNε2 +

∫ t

0

1/4EMaxwell
k (τ)

(1 + τ)3/2
dτ

≤ CNε2 + 1/2EMaxwell
k (t) car EMaxwell

k est croissante .

En utilisant l'hypothèse EMaxwell
N (0) ≤ ε2, on obtient alors, pour ε su�sam-

ment petit :

EMaxwell
k (t) + SMaxwell

k (t) ≤CNε2

+

∫ t

0

CεEMaxwell
k (τ)

1 + τ
dτ +

∫ t

0

CεEMaxwell
k−1 (τ)

(1 + τ)1−Cε
dτ ,

(8.23)

où le dernier terme est absent pour k = 0 et CN est une constante dépendant
uniquement de N .

Pour k = 0, cela entraîne que :

(8.24) EMaxwell
0 (t) ≤ CNε2 +

∫ t

0

c0εEMaxwell
0 (τ)

(1 + τ)
dτ .

On utilise alors le lemme de Gronwall suivant : Soient ψ, y : [a, b] → R
+ deux

fonctions continues véri�ant :

∃c ≥ 0,∀t ∈ [a, b] : y(t) ≤ c +

∫ t

a

ψ(s)y(s) ds ,

alors :
∀t ∈ [a, b] y(t) ≤ c exp

(∫ t

a

ψ(s) ds

)

.

Et on trouve :

(8.25) EMaxwell
0 (t) ≤ CNε2(1 + t)c0ε.

En supposant que (8.4) est vraie au rang k − 1, on obtient, d'après (8.23) :

(8.26) EMaxwell
k (t) ≤ CNε2 +

∫ t

0

CεEMaxwell
k (τ)

1 + τ
dτ +

∫ t

0

Cε3

(1 + τ)1−Cε
dτ

︸ ︷︷ ︸

G(t)

.
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On voit que :

(8.27) G′(t) ≤ CεEMaxwell
k (t)

(1 + t)
+

Cε3

(1 + t)1−Cε
≤

︸︷︷︸

d'après (8.26)

CεG(t)

(1 + t)
+

Cε3

(1 + t)1−Cε
.

On a :

(8.28)
(
G(t)(1 + t)−Cε

)′
=

(

G′(t) − Cε

1 + t
G(t)

)

(1 + t)−Cε ≤ Cε3

1 + t
.

En�n, en utilisant que pour t ≥ 0, on a Cε ln(1 + t) ≤ (1 + t)Cε, on obtient
par intégration :

G(t) ≤ G(0)(1 + t)Cε + Cε3(1 + t)Cε(8.29)
≤ CNε2(1 + t)Cε + Cε3(1 + t)2Cε

≤ CNε2(1 + t)2Cε.

Ceci termine la récurrence et la preuve du théorème.

On peut alors obtenir le corollaire suivant :

Corollaire 8.5. Supposons (8.3) véri�ée pour un certain N ≥ 2
[

n+2
2

]
+ 6,

et que, pour tout N', on ait :

(8.30) EMaxwell
N ′ (0) ≤ C̃

alors, pour tout N ′, il existe une constante C telle que :

(8.31) EMaxwell
N ′ (t) ≤ CN ′(1 + t)C .

Preuve : L'hypothèse (8.3) étant véri�ée, on peut appliquer le théorème
8.1 et obtenir

(8.32) EMaxwell
k (t) ≤ Ck′(1 + t)C pour 0 ≤ k ≤ N .

Soit δ′′ < 1/4, on peut supposer qu'il existe un temps T tel que :

(8.33) EMaxwell
N ′ (t) ≤ CN ′(1 + t)2δ′′ ∀t ≤ T .

En utilisant l'inégalité de Klainerman (11.36), on peut montrer que les esti-
mations du corollaire 5.1 restent vraies avec Ckε remplacée par une constante
C. On a par exemple :
(8.34)

|∂ZIA(t, x)|+|∂ZIh(t, x)| ≤
{

C(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ′′(1 + |q|)−1−δ′′ , q > 0 ,

C(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ′′(1 + |q|)−1/2, q < 0 ,
|I| ≤ N−

[
n + 2

2

]

,
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De plus, on peut montrer des estimations du type de celles de la proposi-
tion 7.1 avec Mkε remplacée par une constante C et Ckε remplacée par C ′

k.
Par exemple, on aura , pour |I| = k ≤ N/2 + 1 :
(8.35)

|∂ZI

(
h
A

)

|+
|ZI

(
h
A

)

|

1 + |q| +
1 + t + |q|

1 + |q| (|∂̄ZI

(
h
A

)

|) ≤
{

C ′
k(1 + t + |q|)−1+C(1 + |q|)−1−C , q > 0 ,

C ′
k(1 + t + |q|)−1+C(1 + |q|)−1/2+µ′

, q < 0 .

Au rang k + 1 = N + 1, on a par hypothèse EMaxwell
k+1 (0) ≤ C̃

L'inégalité d'énergie (8.8) entraîne qu'il existe une constante C telle que :

(8.36) EMaxwell
k+1 (t) ≤ C̃ +

∫ t

0

CEMaxwell
k+1 (τ)

1 + τ
dτ +

∫ t

0

C

(1 + τ)1−C
dτ

︸ ︷︷ ︸

H(t)

,

Or,

(8.37)
(
H(t)(1 + t)−C

)′ ≤ C

1 + t
.

En intégrant, on obtient bien :

(8.38) H(t)(1 + t)−C ≤ H(0) + C ln(1 + t) ≤ C̃ + C ′(1 + t)C .

Finalement :

(8.39) EMaxwell
k+1 (t) ≤ H(t) ≤ C ′(1 + t)2C .
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9 Complétude géodésique
Pour l'instant, on a prouvé l'existence d'une métrique g solution des équa-

tions d'Einstein-Maxwell, mais il est possible que l'espace-temps (Rn+1, g)
ainsi construit possède des singularités (en un certain sens dé�ni dans [11]).
Aussi, il est important de montrer la complétude géodésique de (Rn+1, g).

Proposition 9.1. Supposons que h = g − m satisfait les estimations 3 sui-
vantes :

|h||∂h| + |∂h|T U + |∂̄h|LL ≤ Cεt−1,(9.1)
|∂h(t, x)| ≤ Cεt−1, pour |x| ≤ t/2(9.2)

Soit X(τ) une géodésique dé�nie sur un intervalle de paramètres maximal.
Alors les valeurs du paramètre a�ne τ parcourent [0,∞).

Remarque 9.2. La démonstration de [15] ne couvre que le cas des géodé-
siques causales. Ici, on prouve aussi le résultat pour des géodésiques de type
espace.

On note :

(9.3) X(τ) = (x0(τ), x(τ)) = (t(τ), x(τ)) = (t(τ), rω(τ)) ,

(9.4)
{

Ẍα(τ) + Γ α
β γ(X(τ))Ẋβ(τ)Ẋγ(τ) = 0 ,

X(0) = Y Ẋ(0) = ζ .

Prenant α = 0 dans (9.4), on a :

(9.5) ẍ0 +
1

2
(m0σ + h0σ)(∂βhγσ + ∂γhβσ − ∂σhβγ)ẋ

βẋγ = 0 ,

ce qui peut s'écrire :
(9.6)
ẍ0 − 1

2
(2∂βh0γ − ∂0hβγ)ẋ

βẋγ = O(|h||∂h||ẋ|2) =
︸︷︷︸

d'après (9.1)

O(ε|x0 + 1|−1|ẋ|2) .

Comme on a

(9.7) ∂βh0γẋ
βẋγ =

d

dτ
(h0γẋ

γ) − h0γẍ
γ ,

3. Ces estimations sont consistantes avec les estimations de décroissance prouvées pour
h dans la proposition 7.1.
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on est ramené à étudier :

(9.8) d

dτ
(ẋ0 − h0γẋ

γ) − 1

2
∂0hβγẋ

βẋγ = O(ε|x0 + 1|−1|ẋ|2) − h0γẍ
γ .

D'après (9.4) et (9.1), on a

(9.9) |h0γẍ
γ| ≤ |h||Γ||ẋ|2 ≤ ε|x0 + 1|−1|ẋ|2 .

Ceci nous amène à considérer l'équation suivante :

(9.10) d

dτ
(ẋ0 − h0γẋ

γ) − 1

2
∂0hβγẋ

βẋγ = O(ε|x0 + 1|−1|ẋ|2) .

Notons ici qu'en dimension n + 1 ≥ 5, on a, d'après la proposition 7.1 :

(9.11) 1

2
∂0hβγẋ

βẋγ = O(ε|x0 + 1|−1|ẋ|2) .

Pour n = 3, on a seulement |∂h(t, x)| ≤ Cεt−1 quand |x| ≤ t/2. Comme
∂0 = ∂s − ∂q, on a (d'après (9.1)) :

(9.12) −1

2
∂0hβγẋ

βẋγ =
1

2
∂qhβγẋ

βẋγ + O(ε|x0 + 1|−1|ẋ|2) .

Dans l'expression ∂qhβγẋ
βẋγ, seul le terme ∂qhLL|ẋL|2 n'a pas la décroissance

souhaitée (i.e. ∂qhLL|ẋL|2 n'est pas O(ε|x0 + 1|−1|ẋ|2)).
On peut donc écrire

(9.13) −1

2
∂0hβγẋ

βẋγ =
1

2
∂qhLL|ẋL|2 + O(ε|x0 + 1|−1|ẋ|2) .

On utilise alors les écritures suivantes :

ẋL = −1

2
ẋαLα = −1

2
(−ẋ0 +

ẋixi

|x| ) = −1

2
(− d

dτ
(t − r)) = − q̇

2
,(9.14)

et
(9.15)
∂qh00 = ∂qh(∂t, ∂t) = ∂qh(

L + L

2
,
L + L

2
) =

1

4
∂qhLL+

1

2
∂qhLL+

1

4
∂qhLL =

1

4
∂qhLL+O(ε|x0+1|−1) .

Soit ξ une fonction C∞ telle que ξ(x0

r
) = 1 pour x0

r
≤ 2 et ξ(x0

r
) = 0 pour

x0

r
≥ 3.

On a

∂qh00 =(1 − ξ)∂qh00 + ∂q(ξh00) − ∂q(ξ)h00(9.16)
=∂qξh00 + O(ε|x0 + 1|−1) .
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On a utilisé que |∂qξ(
x0

r
)| = |−1

2
(r−1+x0r−2)ξ′(x0

r
)| ≤ C|x0|−1 puisque r ≥ x0

2

dans le support de ξ′. Ainsi :

(9.17) −1

2
∂qhLL|ẋL|2 = q̇2(4∂q(ξh00) + O(ε|x0 + 1|−1)) .

Or
d

dτ
(ξh00q̇) = ξh00q̈ + q̇

d

dτ
(ξh00)(9.18)

= ξh00q̈ + q̇2∂q(ξh00) + q̇ṡ∂s(ξh00) + q̇ω̇∂ω(ξh00)

= ξh00q̈ + q̇2∂q(ξh00) + ∂L(ξh00)ẋ
LẋL + ∂ω(ξh00)ẋ

ωẋL .

On a ∂ωh00 = O(ε|x0+1|−1), ∂Lh00 = O(ε|x0+1|−1), ∂ωξ(x0

r
) = 0 et ∂Lξ(x0

r
) =

O(|x0 + 1|−1). Par conséquent

(9.19) q̇2∂q(ξh00) =
d

dτ
(ξh00q̇) − ξh00q̈ + O(ε|x0 + 1|−1)

et

(9.20) −1

2
∂qhLL|ẋL|2 =

d

dτ
(ξh00q̇) − ξh00q̈ + O(ε|x0 + 1|−1|ẋ|2) .

Pour l'instant, on a

(9.21) d

dτ
(ẋ0 − h0γẋ

γ + ξh00q̇) − ξh00q̈ = O(ε|x0 + 1|−1|ẋ|2) .

Or

(9.22) q̈ =
d

dτ
(ẋ0 − ẋixi

|x| ) = ẍ0 − ẍixi

r
− r−1(|ẋ|2) − r−2|x.ẋ|2) .

En utilisant que |ẍ|2 ≤ |Γ||ẋ|2 (d'après (9.4)), que r−1 ≤ Ct−1 dans le support
de ξ et en se servant de (9.1), on obtient

(9.23) ξh00q̈ = O(ε|x0 + 1|−1|ẋ|2) .

On peut ainsi se ramener à étudier

(9.24) d

dτ
(ẋ0 − h0γẋ

γ + ξh00q̇) = O(ε|x0 + 1|−1|ẋ|2) .

Intégrons entre t0 et t en utilisant que |ẋ|2 ≤ |ẋ0|2 + C :

|ẋ0(t) − ẋ0(t0) − h0γẋ
γ(t) + h0γẋ

γ(t0) + ξh00q̇(t) − ξh00q̇(t0)| ≤
∫ t

t0

(
Cε|x0(s) + 1|−1|ẋ0(s)|2 + Cε

)
ds .

(9.25)
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Soit V0 = ẋ0(t0). On a :
(9.26)

|ẋ0(t)| ≤ C (|V0|(1 + ε) + ε + ε(t − t0)) +

∫ t

t0

Cε|x0(s) + 1|−1|ẋ0(s)|2 ds .

On utilise alors le lemme de Gronwall suivant : soient y, z ∈ C1([t0, t1]) et
ψ ∈ C0([t0, t1], R

+) satisfaisant pour tout t dans [t0, t1] :

y(t) ≤ z(t) +

∫ t

t0

ψ(s)y(s) ds ,

alors :

∀t ∈ [t0, t1] y(t) ≤ z(t0) exp

(∫ t

t0

ψ(s) ds

)

+

∫ t

t0

dz

dt
(s) exp

(∫ t

s

ψ(u) du

)

ds.

On obtient :

|ẋ0(t)| ≤C(|V0|(1 + ε) + ε) exp

(∫ t

t0

Cε|x0(s) + 1|−1|ẋ0(s)| ds ,

)

(9.27)

+

∫ t

t0

Cε exp

(∫ t

s

Cε|x0(u) + 1|−1|ẋ0(u)| du

)

ds .

Plusieurs cas sont alors possibles selon les signes de x0(t0) et V0 ( et on peut
se ramener à étudier des intervalles [t0, t] tels que x0 et ẋ0 ne changent pas
de signe) :
Dans les cas (V0 ≥ 0 et x0(t0) ≥ 0), (V0 ≥ 0 et x0(t0) ≤ 0) ou (V0 ≤ 0 et
x0(t0) ≥ 0), on peut montrer que

(9.28) ẋ0(t) ≤ C(x0(t)+1)Cε
[
(|V0|(1 + ε) + ε)(x0(t0) + 1)−Cε + ε(t − t0)

]
.

Ceci peut s'écrire :
(9.29)

d

dt

(
(x0(t) + 1)1−Cε

)
≤ C

[
(|V0|(1 + ε) + ε)(x0(t0) + 1)−Cε + ε(t − t0)

]
.

En intégrant, on trouve :

(9.30) x0(t)+1 ≤ C
[

(|V0|(1 + ε) + ε)(x0(t0) + 1)−Cε(t − t0) +
ε

2
(t − t0)

2
]

.

Dans ces cas, x0 reste borné en temps �ni ( et ẋ0 aussi d'après (9.28)).
Dans le cas (V0 ≤ 0, x0(t0) ≤ 0) alors x0(t) ≤ x0(t0) ≤ ε(t − t0) et
ẋ0(t) ≤ ε(t − t0).
Ainsi, x0 et ẋ0 restent bornés en temps �ni. Or, si la géodésique X(τ) n'était
dé�nie que jusqu'à un certain temps �ni τ ∗, on aurait : lim

τ→τ∗
(|X(τ)| + |Ẋ(τ)|) = +∞ .

Ceci entraîne la complétude géodésique de (Rn+1, g).
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10 Problème extérieur
10.1 Introduction

Le but de cette section est de montrer l'existence d'une solution globale,
dans une certaine région C(R) dé�nie en (10.1), pour les équations d'Einstein-
Maxwell avec des données initiales bornées, non nécessairement petites. Le
domaine dans lequel on parvient à montrer l'existence d'une telle solution
contient des cônes lumières sortants complets en dimension d'espace n ≥ 4.
En dimension n = 3, la région obtenue ne contient pas des cônes lumières
complets ; le problème vient du terme d'erreur dans l'équation (10.54), qui
nécessite une puissance σ de r positive dans la dé�nition du domaine C(R)
pour obtenir le contrôle désiré.

Pour y parvenir, on s'appuie sur la méthode utilisée dans les sections pré-
cédentes qui permet de montrer l'existence globale de solutions lorsque les
données initiales sont su�samment petites. L'idée est d'utiliser un change-
ment d'échelle pour que les quantités bornées deviennent petites. La princi-
pale di�culté de la preuve vient du fait que les équations de contraintes ne
sont pas satisfaites à l'intérieur d'une certaine boule B(1). C'est pourquoi on
s'attachera à véri�er que les outils fondamentaux de [14] (inégalité de Klainer-
man, inégalité d'énergie, inégalité de Hardy et estimations de décroissance)
restent valables dans la région extérieure du cône issu cette boule. Comme
on peut le voir en reprenant le résumé de la méthode rédigé dans la section
1.1, le fait que ces résultats restent vrais en dehors de ce cône entraîne que
le problème de Cauchy pour le système (10.3) possède une solution globale
dans la région qui nous intéresse.

10.1.1 Notations
Dans tout ce qui suit, on notera :

Ω̂ = {(t, x) ∈ R × R
n ; f(r) := r − b + arσ ≥ t} ,

B(R) = {x ∈ R
n; |x| ≥ R},(10.1)

C(R) = {(t, x) ∈ Ω̂ ; |x| ≥ R} ,

avec 0 < δ < 1
4
et 4

(10.2)
{

−1 < a < 0 , b > 1 et δ < σ < 1 , pour n = 3 ,

0 < a < 1 et b > 1 , 3−n
2

+ δ < σ < 0 et aσ > −1 pour n ≥ 4 .

Notons que, pour r ≥ 1, f est continue et strictement croissante. En e�et,
4. Ces conditions viennent essentiellement de (10.54).
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f ′′(r) = aσ(σ − 1)rσ−2 ≥ 0 et f ′(1) = 1 + aσ > 0. Ainsi, f est bijective sur
[1, +∞[ et on notera, pour t �xé :

Ω̂t =
{
x ∈ R

n ; r ≥ 1 et r ≥ f−1(t)
}

,

avec f−1(t) = t + b + O(tσ).

10.1.2 Résultat principal
On s'intéresse au système :

(10.3)
{

Rµν − 1
2
gµνR = 8πTµν ,

DµFµν = 0 .

On suppose les conditions initiales C∞ et asymptotiquement euclidiennes :
i.e. pour r = |x| → +∞ , α > 0 et M la masse ADM on a :
(10.4)

∀ i, j = 1, ..., n







g0ij =

{

(1 + 2M
r

)δij + O(r−1−α) , pour n = 3 ,

δij + O(r
1−n

2
−α) , pour n ≥ 4 ,

A0 = O(r
1−n

2
−α) ,

k0ij = O(r−
n+1

2
−α) ,

E0 = O(r−
n+1

2
−α) .

Remarque 10.1. Comme la remarque 1.1 le signale, le fait que le terme de
type Schwarzschild soit un O(r

1−n
2

−α) quand n ≥ 4 entraîne une di�érence,
selon les dimensions, dans la décomposition h = h1 + h0 .

Posons g0 = δ + h0
0 + h1

0 où h0
0ij =

{

χ(r)2M
r

δij pour n = 3 ,

0 pour n ≥ 4 ,
avec

χ ∈ C∞ valant 1 pour r ≥ 3/4 et 0 pour r ≤ 1/2 et

EN,γ,R(0) =
∑

0≤|I|≤N

(

||(1 + r)1/2+γ+|I|∇∇Ih1
0||2L2(Rn\B(R)) + ||(1 + r)1/2+γ+|I|∇Ik0||2L2(Rn\B(R))

(10.5)

+||(1 + r)1/2+γ+|I|∇∇IA0||2L2(Rn\B(R)) + ||(1 + r)1/2+γ+|I|∇IE0||2L2(Rn\B(R))

)

.

Théorème 10.2 (Théorème d'existence globale sur C(R)). Soient (Σ0, g0, k0, A
0, E0)

les données initiales du système d'équations d'Einstein-Maxwell (10.3). Sup-
posons que Σ0 soit di�éomorphe à R

n\B(R), avec R su�samment grand, que
(g0, k0, A

0, E0) soient C∞ et véri�ent les conditions (10.4) et les équations de
contraintes habituelles.
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Soit N un entier naturel tel que N ≥ 2[n+2
2

] + 6. Alors, pour toutes données
initiales véri�ant

√

EN,γ,R(0) + M ≤ C si n = 3 ,(10.6)
√

EN,γ,R(0) ≤ C si n ≥ 4 ,

pour un certain γ > 0, le problème de Cauchy pour le système (10.3) possède
une solution C∞ globale (g, A) sur C(R).

Idée de la preuve : Comme on suppose que EN,γ,R(0) ≤ C, un change-
ment d'échelle pour passer de R

n\B(R) à R
n\B(1) entraîne que EN,γ,1(0) ≤

CR−ε. De plus, comme le montre l'équation (10.7), la masse diminue (M de-
vient M

R
). Ainsi, pour R su�sament grand, les données initiales ramenées à

R
n\B(1) seront assez petites pour appliquer le théorème d'existence globale

3.1. Par changement d'échelle inverse, l'existence d'une solution globale sur
C(1) implique l'existence d'une solution globale sur C(R).

Soit gij(y) = δij(y) + hij(y) avec y ∈ R
n\B(R) et hij(y) = 2M

|y|
δij +

O(|y|−1−α).
En posant y = Rx, on se ramène à R

n\B(1) .
Ainsi

x ∈ R
n\B(1) ⇔ y ∈ R

n\B(R) .

On a alors :

(10.7) hR
ij(x) := hij(Rx) =

2M

R|x| + O(
1

R1+α

1

|x|1+α
) .

On note ici que si R est assez grand, la quantité M
R

est su�samment petite
pour satisfaire les conditions exigées par les hypothèses du théorème 3.1. En
ce qui concerne la courbure, on a :

(10.8) kR
ij(x) =

1

R
kij(y) .

La question qui se pose alors est : comment étendre hR
ij et kR

ij sur R
n\B(1)

pour que les résultats du théorème 3.1 s'appliquent ? Tout d'abord, on doit
prendre en compte que les équations de contraintes habituelles ne sont pas
véri�ées à l'intérieur de la boule B(1). Ceci est l'objet du prochain para-
graphe.
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10.1.3 Equations de contraintes
On s'est raméné à l'exterieur d'une boule de rayon 1. Dans un premier

temps, on pourrait penser qu'il su�t de remplir cette boule avec des données
quelconques pour faire fonctionner l'argument établissant l'existence globale.

Mais cette approche naïve n'aboutit pas car si les équations de contraintes
ne sont pas satisfaites à l'intérieur de la boule, on ne peut pas montrer que
les conditions de jauge harmonique (1.4) et de Lorenz (1.5) sont satisfaites
en tout temps.

C'est pourquoi il faut véri�er que les résultats fondamentaux de la dé-
monstration restent vrais en dehors du cône issu de la boule de rayon 1. Les
quatre paragraphes 10.3, 10.3, 10.4 et 10.5 sont consacrés à ce travail.

Avant tout, on va s'assurer qu'on peut construire des données initiales
véri�ant la condition de jauge harmonique et de jauge de Lorenz en dehors
de B(1).

10.1.4 Harmonicité
On peut écrire la condition d'harmonicité sous la forme :

(10.9) ∂µ(
√

|det g|gµν) = 0 , ν = 0...n .

Pour |x| ≥ 1, on se donne gµν |t=0 (avec g0i|t=0 = 0) , ∂σgij|t=0 , Gν =

−∂i(
√

|det g|gνi)|t=0 et on veut trouver ∂0gµν |t=0 pour que la condition (10.9)
soit véri�ée.
Dans ce but, on note que :

(10.10) gµν∂σgµν =
2

√

|det gαβ|
∂σ(

√

|det gαβ|) ,

(10.9) entraîne que

(10.11) ∂0(
√

|det g|g0ν)|t=0 = Gν .

Si on pose

(10.12) g0ν = −δν
0 ,

on obtient :

(10.13) −δν
0

(

∂0(
√

|det g|)
)

|t=0 +
√

|det g|∂0g
0ν |t=0 = Gν .

• Prenant ν = 0 dans (10.13), on trouve :

(10.14) −∂0(
√

|det g|)|t=0 +
√

|det g|∂0g
00|t=0 = 0 .
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D'après (10.10) :

∂0(
√

|det g|) =
1

2

√

|det g|gαβ∂0gαβ(10.15)

=
1

2

√

|det g|
(
−∂0g00 + gij∂0gij

)
d'après (10.12) .

Injectons ce résultat dans (10.14) :

(10.16) 1

2

√

|det g|
(
∂0g00 − gij∂0gij + 2∂0g

00
)
|t=0 = 0 .

Comme ∂0g0ρ = −g0µgαρ∂0g
αµ, on a ∂0g00 = −∂0g

00 et, par conséquent :

(10.17) ∂0g00|t=0 = −gij∂0gij|t=0 .

• Prenant ν = j dans (10.13), on trouve :

(10.18)
√

|det g|∂0g
0j|t=0 = Gj .

Comme ∂0g0j = gjk∂0g
k0, on conclut :

(10.19) ∂0g0j|t=0 =
1

√

|det g|
gjk|t=0G

k .

Ainsi, on peut construire des données initiales qui satisfont la condition de
coordonnées harmoniques. D'une manière similaire, on peut construire des
données initiales de telle façon qu'elles véri�ent aussi la jauge de Lorenz.

Dans les quatre prochains paragraphes, on s'assure que les outils fonda-
mentaux de [14] restent valables en dehors du cône t = f(r).

10.2 Inégalité de Klainerman à l'extérieur du cône t =
f(r)

On se propose de véri�er que l'inégalité de Klainerman reste vraie dans
la région extérieure Ω̂t du cône ( i.e. pour r ≥ f−1(t) et r ≥ 1).

Proposition 10.3 (Inégalité de Klainerman dans Ω̂t). Il existe une constante
C telle que

(10.20) (1+ |t|+ |x|)n−1(1+ ||t|− |x||)|u(t, x)|2 ≤ C
∑

|I|≤[n+2
2

]

||ZIu(t, .)||2
L2(Ω̂t)

si u est dans C∞(]t− 1, t + 1[×Ω̂t) et et tend vers 0 rapidement quand |x| →
+∞.
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Pour prouver ce résultat, on a besoin d'un autre résultat de [9] restreint
à Ω̂t, plus précisément la proposition 6.4.8 de [9] :

Proposition 10.4. Si u′ ∈ Lp(Ω̂t) et p > n, alors u est continue et

(10.21) |u(x) − u(y)| ≤ Cn,p|x − y|1−n
p ||u′||p .

Preuve de la proposition 10.4 : La preuve reprend celle proposée dans
[9]. Le but est de s'assurer que l'argument reste vrai pour des fonctions qui
ne sont dé�nies que sur Ω̂t. Par régularisation, on se restreint au cas où
u ∈ C∞(Ω̂t) et, en utilisant un changement d'échelle, on peut aussi supposer
que |x − y| = 1.

Dans un premier temps, on veut montrer que

(10.22) |u ∗ ϕ(x) − u(x)

∫

ϕ(y) dy| ≤ Cp,n||ϕ||∞||u′||p ,

si p > n et ϕ s'annule en dehors de la boule unité. Il est su�sant de prouver
ce résultat pour x = 0. En coordonnées polaires, on se ramène à estimer :

(10.23) I =

∫ ∫

(u(rω) − u(0))ϕ(−rω)rn−1 dr dω .

Dans ce but, posons ∂Φ(r,ω)
∂r

= rn−1ϕ(−rω) et Φ(r, ω) = 0 quand r > 1. On a
|Φ| ≤ ||ϕ||∞ et, par intégration par parties, on trouve :

(10.24) I = −
∫ ∫

∂u(rω)

∂r
Φ(r, ω) dr dω .

Comme

(10.25) ||u′||p ≥
(∫ 1

0

∫ ∣
∣
∣
∣

∂u

∂r

∣
∣
∣
∣

p

rn−1 dr dω

) 1
p

,

l'inégalité de Hölder donne :

|I| ≤
∫ ∫ ∣

∣
∣
∣

∂u

∂r

∣
∣
∣
∣
|Φ| dr dω ≤ ||ϕ||∞

∫ ∫ ∣
∣
∣
∣

∂u

∂r

∣
∣
∣
∣
r

n−1
p r

1−n
p dr dω(10.26)

≤||ϕ||∞
(∫ 1

0

∫ ∣
∣
∣
∣

∂u

∂r

∣
∣
∣
∣

p

rn−1 dr dω

) 1
p
(∫ 1

0

∫

r
(1−n)q

p dr dω

) 1
q

≤||ϕ||∞||u′||p
(∫ 1

0

∫

r
(1−n)q

p dr dω

) 1
q

,
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où 1
p

+ 1
q

= 1. Comme 1 + (1−n)q
p

= q p−n
p

> 0 si p > n, l'intégrale à droite de
l'inégalité converge et (10.22) est ainsi prouvée.

En�n, puisque
|(u ∗ ϕ)′| = |u′ ∗ ϕ| ≤ ||ϕ||q||u′||p ,

on a
|u ∗ ϕ(x) − u ∗ ϕ(y)| ≤ |x − y|||ϕ||q||u′||p ,

et (10.22) entraîne que, pour un certain ϕ d'intégrale 1 �xé, il existe une
autre constante Cp,n telle que
(10.27) |u(x) − u(y)| ≤ Cp,n||u′||p , si |x − y| = 1 .

Ceci termine la preuve de la proposition. Cette proposition entraîne un ré-
sultat analogue à celui du corollaire 6.4.9 de [9] mais restreint à la région
Ω̂t :
Corollaire 10.5. Si m est un entier positif et n

m
< p ≤ ∞, ∂αu ∈ Lp(Ω̂t)

pour |α| ≤ m entraîne que u est une fonction continue et que
(10.28) sup

Ω̂t

|u| ≤ Cn,p,m

∑

|α|≤m

||∂αu||Lp(Ω̂t)
.

On note que (10.28) appliqué à χ(x)u(R̃x) où χ ∈ C∞
0 (x; |x| < 1) et

χ(0) = 1 donne une inégalité qui servira dans la preuve de l'inégalité de
Klainerman :
(10.29)

R̃n/p|u(0)| ≤ Cn,p,m

∑

|α|≤m

R̃|α|

(∫

f−1(t)≤|x|<R̃

|∂αu(x)|p dx

)1/p

, si n/m < p ≤ ∞.

Preuve de la proposition 10.3 : On s'inspire de la preuve de la proposition
6.5.1 de [9], en étudiant uniquement la région Ω̂.

1er cas : R̃ = t + |x| ≤ 1 : (notons que dans Ω̂, seules aux valeurs t = 0 et
|x| = 1 sont concernées mais, la démonstration restant la même si on consi-
dère tout R

n+1, on considère ce premier cas pour donner au lecteur une idée
de la preuve de la proposition 11.5.)
On a

(1 + |t| + |x|)n−1(1 + ||t| − |x||)|u(t, x)|2 ≤ 2n|u(t, x)|2
(10.30)

≤ C
∑

|α|≤[n+2
2

]

||∂α
x u||2

L2(Ω̂t)
d'après le corollaire 10.5

≤ C
∑

|I|≤[n+2
2

]

||ZIu||2
L2(Ω̂t)

.
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2nd cas : R̃ = t + |x| > 1 : Remarquons tout d'abord que dans Ω̂t, on a
|x| ≥ f−1(t) > t + 1. Notons ensuite que les champs de vecteurs (12.2) et
(12.3) de la famille Z dé�nie dans la section 12.2 forment une base de tous
les champs de vecteurs quand t2 6= |x|2 puisque

(10.31) (
n∑

α=0

λαx2
α)∂/∂xβ = λβxβZ0 −

n∑

α=0

xαZβα , β = 0, ..., n ,

pour certains λµ non tous nuls. On peut ainsi écrire

(10.32) ∂β =
∑

ν

aβν(t, x)Zν , β = 0, ..., n ,

où Zν désigne un des champs de vecteurs de la famille Z dé�nie dans la
section 12.2 et aβν sont des fonctions C∞ avec |aβν | ≤ C|(t, x)|−1 en dehors
du cône de lumière Λ = {(t, x) ∈ R

n+1, |t| = |x|}. Ici, |(t, x)|−1 = |t2 − r2|− 1
2 .

(On remarque que |(t, x)|−1 → +∞ sur Λ). Il s'en suit que, en dehors de Λ,

∂α =
∑

1≤|I|≤α

aαIZ
I ,

avec les fonctions aαI lisses telles que |aαI | ≤ C|(t, x)|−|α|.

Soit Γ un cône fermé qui n'a pas d'intersection avec Λ (sauf en 0). On
choisit γ > 0 tel que

((t, x) ∈ Γ ∩ Ω̂) ⇒ (t, x + y) ∈ Ω̂) si γf−1(t) ≤ |y| ≤ γR̃ = γ(|t| + |x|).

En particulier, on aura (t, x + y) /∈ Λ. Ainsi, on a

|aαI(t, x + y)| ≤ C|(t, x + y)|−|α| ≤ CR̃−|α|

si (t, x) ∈ Γ et γf−1(t) ≤ |y| ≤ γR̃. On obtient alors pour (t, x) ∈ Γ et
γf−1(t) ≤ |y| ≤ γR̃ :

∫

γf−1(t)≤|y|≤γR̃

∑

|α|≤[n+2
2

]

|R̃|α|∂αu(t, x + y)|2 dy ≤
∫

γf−1(t)≤|y|≤γR̃

∑

|α|≤[n+2
2

]



R̃α
∑

1≤|I|≤α

aαIZ
Iu





2

dy

(10.33)

≤
∫

γf−1(t)≤|y|≤γR̃

C
∑

|I|≤[n+2
2

]

|ZIu|2 dy

≤ C
∑

|I|≤[n+2
2

]

||ZIu(t, .)||2
L2(Ω̂t)
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En prenant z = y/γ comme nouvelle variable, on obtient

∫

f−1(t)≤|z|≤R̃

∑

|α|≤[n+2
2

]

|R̃|α|∂αu(t, x + z)|2 dz ≤
∫

f−1(t)≤|z|≤R̃

C
∑

|I|≤[n+2
2

]

|ZIu|2 dz

(10.34)

≤ C
∑

|I|≤[n+2
2

]

||ZIu(t, .)||2
L2(Ω̂t)

.

En utilisant l'inégalité de Sobolev (10.29) (avec p = 2 et m =
[

n+2
2

]
) , on

trouve �nalement :

R̃n/2|u(t, x + 0)| ≤ C
∑

|α|≤[n+2
2 ]

R̃|α|

(∫

f−1(t)≤|z|<R̃

|∂αu(t, x + z)|2 dz

)1/2

(10.35)

≤ C




∑

|I|≤[n+2
2

]

||ZIu(t, .)||2
L2(Ω̂t)





1/2

.

On déduit (10.20) de cette dernière inégalité.

On utilise ici une version à poids de cette proposition, avec le poids w(q)
dé�ni par (11.28). On peut ainsi montrer, en s'inspirant de la preuve de la
proposition 14.1 de [14] :
Proposition 10.6 (Inégalité de Klainerman à poids sur Ω̂t). Soit n ≥ 3, il
existe une constante C telle que pour toute fonction u ∈ C∞

0 (Rn), on ait
(10.36)
(1 + |t| + |x|)n−1

2 [(1 + |q|)w(q)]
1
2 |u(t, x)| ≤ C

∑

|I|≤[n+2
2

]

||w(q)
1
2 ZIu(t, .)||L2(Ω̂t)

.

10.3 Energie à poids sur le cône t = f(r)

On s'intéresse à l'équation

(10.37) ¤̃gu := gαβ∂α∂βu = F .

Considérons l'ensemble Ω̂t1,t2 où :

(10.38) Ω̂t1,t2 = {(x, t) ∈ R
n × R ; t1 ≤ t ≤ t2 f(r) ≥ t} .

Les bords de cet ensemble sont :

(10.39) Σt1 = {(x, t) ∈ R
n × R ; t = t1} .
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(10.40) Σt2 = {(x, t) ∈ R
n × R ; t = t2} .

(10.41) N̂t1,t2 = {(x, t) ∈ R
n × R ; t1 ≤ t ≤ t2 t = f(r)} .

On veut montrer qu'on a une inégalité d'énergie analogue à celle lemme
6.1 de [14] lorsqu'on se restreint à la région {f(r) ≥ t}. La démonstration
proposée ici semble plus naturelle que celle proposée dans [14]. Dans ce pa-
ragraphe, on obtient le résultat suivant :
Lemme 10.7 (Calcul d'énergie). Soit u une solution de (10.37) tendant
su�sament vite vers 0 quand |x| → +∞. Supposons que la métrique g est
telle que Hαβ = gαβ − mαβ satisfait |H| ≤ 1

2
. Alors, avec ω = x

|x|
et w dé�ni

en (12.12), on a :

∫

Ω̂t1,t2

|∂̄u|2w′(q) dn+1x + 2

∫

Σt2

(
|∂tu|2 + |∇u|2

)
w(q) dnx ≤ 4

∫

Σt1

(
|∂tu|2 + |∇u|2

)
w(q) dnx

(10.42)

+ 2

∫

Ω̂t1,t2

(
|(∂tH

αβ)∂αu∂βu| + 2|(∂αHαβ)∂βu∂tu| + 2|F∂tu|
)
w(q) dn+1x

+ 2

∫

Ω̂t1,t2

(
|Hαβ∂αu∂βu + 2(ωiH

iα − H0α)∂tu∂αu|
)
w′(q) dn+1x .

Preuve : Soit T ν
µ = ∇µu∇νu − 1

2
gαβ∂αu∂βuδ ν

µ . On a

(10.43) ∇ν(T
ν

µ ) = ∇µu¤gu .

De plus, pour tout champ de vecteur Xµ, le théorème de Stokes nous donne :

(10.44)
∫

∂Ω̂

T ν
µ Xµ dSν =

∫

Ω̂t1,t2

∇ν(T
ν

µ Xµ) dµ .

où dµ =
√

|det g| dxn+1 et dSν =
√

|det g|∂νy dnx.

On calcule alors que :

∇ν(T
ν

µ Xµ) = Xµ (∇µu¤gu) + T ν
µ ∇ν(X

µ) .

T ν
µ ∇ν(X

µ) = T ν
µ ∂νX

µ + T ν
µ Γ µ

ν σX
σ(10.45)

= T ν
µ ∂νX

µ

︸ ︷︷ ︸

A

+
1

2
∇µu∇νugµδ∂σgδνX

σ

︸ ︷︷ ︸

B

+ −1

4
gαβgνδ∂αu∂βu∂σgδνX

σ

︸ ︷︷ ︸

C

.
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On choisit Xµ = 1√
|det g|

δ µ
0 w(q) et on obtient ( en coordonnées harmo-

niques) :

Xµ (∇µu¤gu) =
1

√

|det g|
w(q)∂tu¤gu =

1
√

|det g|
w(q)∂tu¤̃gu =

1
√

|det g|
w(q)F∂tu .

(10.46)

A =
1

√

|det g|
∂tu∇νu∂ν(w(q)) − 1

√

|det g|
1

2
gαβ∂αu∂βu∂t(w(q))

+ w(q)∂tu∇νu∂ν(
1

√

|det g|
) − 1

2
w(q)gαβ∂αu∂βu∂t(

1
√

|det g|
)

︸ ︷︷ ︸

A1

=
1

√

|det g|

(

−g00(∂tu)2 + gijωj∂tu∂iu + g0iωi(∂tu)2 − g0i∂tu∂iu +
1

2
gαβ∂αu∂βu

)

w′(q)

+ A1 .

B = − 1

2

1
√

|det g|
w(q)(∂tg

αβ)∂αu∂βu .

On calcule alors ( en coordonnées harmoniques ) :

A1 = − 1

|det g|

(

w(q)∂tu∇νu∂ν(
√

|det g|) − 1

2
w(q)gαβ∂αu∂βu∂t(

√

|det g|)
)

(10.47)

= − 1
√

|det g|
w(q)

(

−(∂αgαβ)∂βu∂tu − 1

4
gαβgνδ∂αu∂βu∂σgδν

)

=
1

√

|det g|
w(q)

(
(∂αgαβ)∂βu∂tu

)
− C .

Ainsi A1 + C = 1√
|det g|

w(q)
(
(∂αgαβ)∂βu∂tu

)
et on a :

∇ν(T
ν

µ Xµ)+
1

√

|det g|
w(q)

(
1

2
(∂tg

αβ)∂αu∂βu − ∂tu(∂αgαβ)∂βu − F∂tu

)
(10.48)

=
1

√

|det g|

(

−g00(∂tu)2 + gijωj∂tu∂iu + g0iωi(∂tu)2 − g0i∂tu∂iu +
1

2
gαβ∂αu∂βu

)

w′(q)

=
1

2

1
√

|det g|
(
−g00(∂tu)2 + gij∂iu∂ju + 2ωjg

0j(∂tu)2 + 2ωig
ij∂tu∂ju

)
w′(q)

=
1

2

1
√

|det g|
(
gαβ∂αu∂βu + 2(ωig

iα − g0α)∂tu∂αu
)
w′(q)

=
1

2

1
√

|det g|
(
|∂̄u|2 + Hαβ∂αu∂βu + 2(ωiH

iα − H0α)∂tu∂αu
)
w′(q) .
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Pour l'intégrale sur le bord ∂Ω̂, on a

T ν
µ Xµ =

1
√

|det g|
T ν

0 w(q) =
1

√

|det g|

(

∂tu∇νu − 1

2
gαβ∂αu∂βuδ ν

0

)

w(q) .

(10.49)

Notant que ∂Ω̂t1,t2 = Σt2

⋃
Σt1

⋃
N̂t1,t2 , on s'intéresse à :

∫

Σt2

T ν
µ Xµ dSν =

∫

Σt2

(

g00(∂tu)2 + g0i∂iu∂tu − 1

2
gαβ∂αu∂βu

)

w(q) dnx

(10.50)

=

∫

Σt2

−1

2

(
−g00(∂tu)2 + gij∂iu∂ju

)
w(q) dnx .

∫

Σt1

T ν
µ Xµ dSν =

∫

Σt1

−1

2

(
−g00(∂tu)2 + gij∂iu∂ju

)
w(q) dnx .

∫

N̂t1,t2

T ν
µ Xµ dSν =

∫

N̂t1,t2

−
(

gαβL̂α∂βu∂tu +
1

2
gαβ∂αu∂βu

)

w(q) dnx ,

où on a utilisé les notations L̂0 = 1 et L̂i = xi

r
f ′ = xi

r
(1 + aσrσ−1).

En réunissant tous ces résultats, (10.44) entraîne :

∫

Ω̂t1,t2

1

2
|∂̄u|2w′(q) dn+1x +

∫

Σt2

1

2

(
−g00(∂tu)2 + gij∂iu∂ju

)
w(q) dnx =

(10.51)

∫

Σt1

1

2

(
−g00(∂tu)2 + gij∂iu∂ju

)
w(q) dnx

+

∫

N̂t1,t2

−
(

gαβL̂α∂βu∂tu +
1

2
gαβ∂αu∂βu

)

w(q) dnx

+

∫

Ω̂t1,t2

w(q)

(
1

2
(∂tH

αβ)∂αu∂βu − (∂αHαβ)∂βu∂tu − F∂tu

)

dn+1x

−
∫

Ω̂t1,t2

1

2

(
Hαβ∂αu∂βu + 2(ωiH

iα − H0α)∂tu∂αu
)
w′(q) dn+1x .

Or, on peut montrer que :

(10.52) gαβL̂α∂βu∂tu +
1

2
gαβ∂αu∂βu ≥ 0 si gαβL̂αL̂β ≤ 0 .

On cherche donc des conditions sur a et σ entraînant que gαβL̂αL̂β ≤ 0.

gαβL̂αL̂β = mαβL̂αL̂β + O(H)(10.53)
= −1 + (f ′(r))2 + O(H)

= 2aσrσ−1 + a2σ2r2(σ−1) + O(H) .
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Sur N̂t1,t2 , on a q = r − t = b − arσ ≥ 0 et l'estimation du corollaire 5.1

(|H| ≤ Cε(1 + t + |q|) 1−n
2

+δ ≤ Cε(1 + r)
1−n

2
+δ) entraîne alors :

gαβL̂αL̂β ≤ C
(

aσrσ−1 + a2σ2r2(σ−1) + ε(1 + r)
1−n

2
+δ

)

.(10.54)

En choisissant
{

−1 < a < 0 , δ < σ ≤ 1 , pour n = 3 ,

0 < a < 1 , 3−n
2

+ δ < σ < 0 , pour n ≥ 4 ,

on obtient bien gαβL̂αL̂β ≤ 0 pour r ≥ 1.

Si, de plus, on fait l'hypothèse que |Hαβ| ≡ |gαβ −mαβ| ≤ 1/2, on s'aper-
çoit que :

(10.55) 1

2

(
|∂tu|2 + |∇xu|2

)
≤ −g00|∂tu|2 +gij∂iu∂ju ≤ 2

(
|∂tu|2 + |∇xu|2

)
.

On trouve �nalement :

∫

Ω̂t1,t2

|∂̄u|2w′(q) dnx + 2

∫

Σt2

(
|∂tu|2 + |∇u|2

)
w(q) dn−1x ≤ 4

∫

Σt1

(
|∂tu|2 + |∇u|2

)
w(q) dn−1x

(10.56)

+ 2

∫

Ω̂t1,t2

(
|(∂tH

αβ)∂αu∂βu| + 2|(∂αHαβ)∂βu∂tu| + 2|F∂tu|
)
w(q) dnx

+ 2

∫

Ω̂t1,t2

(
|Hαβ∂αu∂βu + 2(ωiH

iα − H0α)∂tu∂αu|
)
w′(q) dnx .

Ceci termine la preuve du lemme 10.7. Celui-ci entraîne la proposition 10.8
suivante ( qui n'est autre que la proposition 6.2 de [14] restreinte à la région
Ω̂t).

Proposition 10.8. Soit φ une solution de ¤̃gφ = F avec une métrique g
telle que, pour Hαβ = gαβ − mαβ, on ait :

(1 + |q|)−1|H|LL + |∂H|LL + |∂̄H| ≤ Cε′(1 + t)−1 ,(10.57)
(1 + |q|)−1|H| + |∂H| ≤ Cε′(1 + t + |q|)− 1

2 (1 + |q|)− 1
2 (1 + q−)−µ .

Alors pour tout 0 < γ ≤ 1 et 0 < ε′ ≤ γ/2C, on a
(10.58)
∫

Σt

|∂φ|2w +

∫

Ω̂0,t

|∂̄φ|2w′ ≤ 8

∫

Σ0

|∂φ|2w + 16

∫

Ω̂0,t

(
Cε′|∂φ|2

1 + τ
+ |F ||∂φ|

)

w .
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10.4 Estimation de décroissance dans Ω̂t

La proposition qui suit s'appuie le corollaire 7.2 de [14] mais on ne s'in-
téresse ici qu'à la région Ω̂t.

Pour γ′ ≥ −1, on dé�nit cette fois le poids

(10.59) ̟ = ̟(q) = (1 + |q|)1+γ′

Proposition 10.9. Ici n = 3. Soit φ une solution de l'équation ¤̃gφ = F .
Supposons que Hαβ = gαβ − mαβ satisfait
(10.60)

|H| ≤ ε′

4
,

∫ ∞

0

‖H(t, ·)‖L∞(Dt)
dt

1 + t
≤ 1

4
, |H|LT ≤ ε′

4

|q| + 1

1 + t + |x|

dans la région Dt = {x ∈ R
3; f−1(t) ≤ |x| ≤ 2t}.

Alors, pour α = 1 + γ′ et pour un point arbitraire x ∈ Dt, on a :

(1 + t + |x|)|̟(q)∂φ(t, x)| ≤ C

(

sup
0≤τ≤t

∑

|I|≤1

‖̟(q)ZIφ(τ, ·)‖L∞(Ω̂τ )

(10.61)

+

∫ t

0

(

ε′α‖̟(q)|∂φ(t, ·)|‖L∞(Dτ ) + (1 + τ)‖̟(q)|F (τ, ·)|‖L∞(Dτ )

+
∑

|I|≤2

(1 + τ)−1‖̟(q)ZIφ(τ, ·)‖L∞(Dτ )

)

dτ

)

.

Idée de la preuve : Pour toute fonction φ, on a

(10.62) (1 + |t − r|)|∂φ| + (1 + t + r)|∂̄φ| ≤ C
∑

|I|=1

|ZIφ| .

Ainsi, (10.61) est véri�ée lorsque r > 2t − 1. De plus, comme

(10.63) (1 + r)|∂qφ| ≤ C|∂q(rφ)| + C|φ| , r ≥ 1/2 ,

on a , pour f−1(t) ≤ r ≤ 2t − 1 et r ≥ 1 :

(10.64) (1 + t + r)|∂φ| ≤ C
∑

|I|≤1

|ZIφ| + C|∂q(rφ)| .

Il reste donc à montrer que |∂q(rφ)| est majoré par le terme de droite de
(10.61) quand f−1(t) ≤ r ≤ 2t − 1 et r ≥ 1.
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On utilise l'écriture suivante :

(10.65) ¤φ =
1

r
(∂r − ∂t)(∂t + ∂r)(rφ) +

1

r2
△hφ :=

4

r
∂s∂q(rφ) + △ωφ .

Notons g̃αβ = gαβ

−2gLL et kαβ = g̃αβ − mαβ.
Si φ véri�e ¤̃gφ = F , on peut montrer que l'on a
(10.66)
|4∂s∂qrφ+rkLL∂2

qφ+t̄rk∂qφ+(2gLL)−1rF | ≤ C
(
r|△ωφ| + r|k|LT |∂̄∂φ| + |k|(r|∂̄2φ| + |∂̄φ|)

)
,

où t̄rk =
n∑

i=1

n∑

j=1

δij − ωiωj . Ceci entraîne que

(10.67)

|(4∂s−
HLL

2gLL
∂q)∂q(rφ)| ≤ C





(

1 +
r|H|LT
1 + |q| + |H|

)

r−1
∑

|I|≤2

|ZIφ| + |H|r−1|∂q(rφ)| + r|F |



 .

En multipliant par le poids ̟(q), en utilisant que

̟′(q) ≤ Cα̟(q)/(1 + |q|) ,

et en servant des hypothèses de la proposition 10.9, on trouve :
(10.68)

|(4∂s−
HLL

2gLL
∂q)̟(q)∂q(rφ)| ≤ C





( |H|
1 + t

+ α
ε′

1 + t

)

̟(q)|∂q(rφ)| + ε′
∑

|I|≤2

̟(q)|ZIφ|
1 + t

+ (1 + t)̟(q)|F |



 .

Soit (τ, x(τ)) la courbe intégrale du champ de vecteur ∂s+HLL(2gLL)−1∂q

passant par un point (t, x) appartenant à la région f−1(t) ≤ r ≤ 2t − 1.
En utilisant que |H|LL ≤ Cε(1 + t + |q|) 1−n

2
+δ ( d'après les estimations du

corollaire 5.1 ), on voit que

(

∂s −
HLL

2gLL
∂q

)

(t − r + b − arσ) =

(
1

2
(∂r + ∂t) −

HLL

4gLL
(∂r − ∂t)

)

(t − r + b − arσ)

(10.69)

= − 1

2
aσrσ−1 +

HLL

4gLL
(2 + aσrσ−1)

≥ 0 ,

quand
{

−1 < a < 0 , δ < σ ≤ 1 , pour n = 3 ,

0 < a < 1 , 3−n
2

+ δ < σ < 0 , pour n ≥ 4 ,
et r ≥ 1.

Ainsi, cette courbe intégrale coupera obligatoirement le bord de la région
f−1(t) ≤ r ≤ 2t − 1 en un point (t0, x0) tel que |x0| = 2t0 − 1.



10 Problème extérieur 65

Le long d'une telle courbe, la fonction ψ := ̟(q)∂q(rφ) satisfait l'équation
suivante :

(10.70) | d

dt
ψ| ≤ ĥ|ψ| + f ,

où
(10.71)

ĥ = C
|H|
1 + t

, f = C




αε′

1 + t
̟(q)|∂q(rφ)| + ε′

∑

|I|≤2

̟(q)|ZIφ|
1 + t

+ (1 + t)̟(q)|F |



 .

On obtient le résultat (10.61) en utilisant le facteur intégrant e−
∫

ĥ(s)ds

et en intégrant le long de la courbe intégrale à partir d'un point (t, x) de la
région f−1(t) ≤ r ≤ 2t − 1 jusqu'au point d'intersection (t0, x0) dé�ni plus
haut.
En e�et, on trouve en intégrant :
(10.72)
|ψ(t, x)| ≤ exp

(∫ t

τ

||ĥ(σ, .)||L∞ dσ

)

|ψ(t0, x0)|+
∫ t

τ

exp

(∫ t

τ ′

||ĥ(σ, .)||L∞ dσ

)

||f(τ ′, .)||L∞ dτ ′

avec la norme L∞ prise sur la région f−1(t) ≤ r ≤ 2t − 1 et r ≥ 1.
On remarque que lorsque r0 = |x0| = 2t0 − 1, on a r0 ≤ 2(1 + |r0 − t0|). Ceci
entraîne :
(10.73)
|ψ(t0, x0)| ≤ Cr̟(q)|∂qφ| + C̟(q)|φ| ≤ C̟(q)(1 + |r − t|)|∂φ| + C̟(q)|φ|.

Ainsi, d'après (10.62), on a :

(10.74) |ψ(t0, x0)| ≤ C
∑

|I|=1

̟(q)|ZIφ| .

En�n, en utilisant que, d'après (10.60) :
∫ ∞

0
||ĥ(σ, .)||L∞ dσ ≤ 1

4
, on obtient

l'inégalité souhaitée :

(10.75) |∂q(rφ)| . sup
0≤τ≤t

∑

|I|≤1

‖̟(q)ZIφ(τ, ·)‖L∞(Ω̂τ )

+

∫ t

0

(

ε′α‖̟(q)|∂φ(t, ·)|‖L∞(Dτ )+(1+τ)‖̟(q)|F (τ, ·)|‖L∞(Dτ )+
∑

|I|≤2

(1+τ)−1‖̟(q)ZIφ(τ, ·)‖L∞(Dτ )

)

dτ.

10.5 Inégalité de Hardy dans Ω̂t

L'inégalité de Hardy est utilisée à de nombreuses reprises dans la démons-
tration de l'existence globale ; elle permet en particulier de passer de la norme
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L2 à poids de ZIH à la norme L2 à poids de ses dérivées ∂ZIH. On véri�e ici
qu'on peut l'obtenir en toute dimension n ≥ 3, en se restreignant à la région
Ω̂t.

Lemme 10.10. Soit 0 ≤ α ≤ n − 1 et γ > 0. Alors pour toute fonction
φ ∈ C1

0([0,∞[), il existe une constante C, dépendant d'une borne inférieure
pour γ > 0, telle que :
(10.76)

∫ ∞

f−1(t)

φ2

(1 + r − t)1−γ

rn−1 dr

(1 + t + r)α
≤ C

∫ ∞

f−1(t)

|∂rφ|2
(1 + r − t)1+γ

(1 + t + r)α
rn−1 dr .

Preuve : Soit m(q) = (1 + q)γ. On a m′(q) = γ(1 + q)−1+γ. De plus,
comme α ≤ n − 1, on calcule que :

∂r

[
rn−1(1 + t + r)−αm(r − t)

]
=

[
n − 1

r
− α

1 + t + r
+

m′(r − t)

m(r − t)

]
rn−1m(r − t)

(1 + t + r)α

(10.77)

≥ rn−1m′(r − t)

(1 + t + r)α
.

Ainsi,
(10.78)
∂r

[
rn−1(1 + t + r)−αm(r − t)φ2

]
≥ rn−1m′(r − t)

(1 + t + r)α
φ2 + 2φ∂rφ

rn−1m(r − t)

(1 + t + r)α
.

En intégrant entre f−1(t) et +∞ et en utilisant que φ est à support compact,
on obtient :

0 ≥− (f−1(t))n−1(1 + t + f−1(t))−αm(f−1(t) − t)φ2(f−1(t))(10.79)

≥
∫ ∞

f−1(t)

rn−1m′(r − t)φ2 dr

(1 + t + r)α
+

∫ ∞

f−1(t)

2φ∂rφ
rn−1m(r − t)

(1 + t + r)α
dr ,

puis :

(10.80)
∫ ∞

f−1(t)

rn−1m′(r − t)φ2 dr

(1 + t + r)α
≤ 2

∫ ∞

f−1(t)

|φ||∂rφ|
m(r − t)rn−1 dr

(1 + t + r)α
.

L'inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne :

(10.81)
∫ ∞

f−1(t)

rn−1m′(r − t) dr

(1 + t + r)α
φ2 ≤ C

∫ ∞

f−1(t)

|∂rφ|2
m(r − t)2rn−1 dr

m′(r − t)(1 + t + r)α
.

Ceci termine la preuve du lemme.
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10.6 Conclusion
Comme on peut le voir en reprenant le résumé de la méthode de [14]

de la section 1.1, le fait que ces résultats restent vrais en dehors du cône
{t = f(r)} entraîne que le problème de Cauchy pour système (10.3) possède
une solution globale dans Ω̂t.
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11 Annexes
11.1 Remarque sur le tenseur Tµν

Dans cette thèse, on utilise le tenseur impulsion-énergie :

(11.1) Tµν =
1

4π
(FµλF λ

ν − 1

4
gµνFλρFλρ) ,

où Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Les constantes qui apparaissent dans l'expression de
Tµν sont utilisées dans de nombreux ouvrages où la dimension d'espace est
n = 3 (cf. [16] par exemple). Or, il n'est pas évident a priori de généraliser
ces équations en dimensions supérieures. Le but des calculs de cette annexe
11.1 est de s'assurer que la généralisation directe utilisée ici est cohérente
pour des dimensions n ≥ 3.
Dans un premier temps, on va montrer que l'expression de Tµν peut être vue
comme résultant d'un principe variationnel. Ceci garantit, par des arguments
standards, que les équations de Bianchi sont satisfaites ; on le veri�era aussi
par un calcul explicite.

11.1.1 Principe variationnel
On considère le Lagrangien :

(11.2) L =

√

|det g|
16π

FµνFµν =

√− det g

16π
gµαgνβFµνFαβ .

On dé�nit alors le tenseur impulsion-énergie par

(11.3) T ρσ = − 2
√

|det g|
∂L

∂gρσ

.

On a

T ρσ = − 1

8π
√

|det g|

[
(∂gµα

∂gρσ

gνβ + gµα ∂gνβ

∂gρσ

)√

|det g| + ∂(
√

|det g|)
∂gρσ

gµαgνβ

]

FµνFαβ .

(11.4)

On utilise que ∂gµα

∂gρσ
= −gµρgασ et que ∂(

√
|det g|)

∂gρσ
=

√
|det g|

2
gρσ et on obtient

bien :

T ρσ = − 1

8π

(

− gασgµρgνβFµνFαβ − gµαgνρgβσFµνFαβ +
1

2
gρσFαβFαβ

)
(11.5)

=
1

4π

(

FρβFσ
β − 1

4
gρσFαβFαβ

)

.
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11.1.2 Identité de Bianchi
Le calcul qui suit montre que DµT

µ
ν = 0 pour tout ν = 0, ..., n. Tout

d'abord, on a

T µ
ν =

1

4π
(Fµ

λF λ
ν − 1

4
FλρFλρδ

µ
ν )(11.6)

=
1

4π
(FµαFνα − 1

4
FαβFαβδµ

ν ) .

Par conséquent,

DµT
µ
ν =

1

4π

(

Dµ(FµαFνα) − 1

4
Dν(FαβFαβ)

)

(11.7)

=
1

4π

(

Dβ(FβαFνα) − 1

4
Dν(FαβFαβ)

)

=
1

4π

(

FβαDβFνα − 1

2
FαβDνFαβ

)

car DβFβα = 0 d'après (1.1)

=
1

4π

(1

2
FβαDβFνα +

1

2
FαβDαFνβ − 1

2
FαβDνFαβ

)

= −Fαβ

8π

(

DβFνα −DαFνβ
︸ ︷︷ ︸

=DαFβν

+DνFαβ

)

= −Fαβ

8π

(

∂βFνα + ∂αFβν + ∂νFαβ

)

= 0 car Fµν = ∂µAν − ∂νAµ .

11.2 Estimation de |ZIFM |
Un des travaux essentiels de cette thèse consiste à étudier les nouveaux

termes introduits par les équations de Maxwell. Il est important de montrer
qu'ils possèdent eux aussi les bonnes propriétés pour que les arguments de
[14] puissent s'appliquer. La section 2 et surtout le lemme 6.2 qui en découle,
suggèrent que ces nouveaux termes possèdent e�ectivement la structure adé-
quate. L'objet du lemme suivant est de montrer de façon explicite que c'est
bien le cas et qu'on a une estimation de |ZIFM | satisfaisante :
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Lemme 11.1. Pour FM dé�ni dans (2.13) et pour tout |I| ≤ N , on a :

|ZIFM | ≤C
∑

|J |≤|I|







ε|∂ZJ

(
h1

A

)

|

1 + t
+

ε(1 + |q|)µ′−1/2|∂̄ZJ

(
h1

A

)

|

(1 + t + |q|)1−Cε
+

ε2|ZJ

(
h1

A

)

|

(1 + t + |q|)(1 + |q|)







(11.8)

+ C
∑

|J |≤|I|−1

ε|∂ZJ

(
h1

A

)

|

(1 + t)1−Cε
+

ε2

(1 + t + |q|)4
.

Preuve :
D'après (2.13), on a |ZIFM | ≤ |ZIF |+ |ZIF̃ |+ |ZIFA|. On va majorer cha-
cun de ces trois derniers termes par le membre de droite de (11.8).

i) En suivant le raisonnement de la preuve du lemme 11.2 de [14] (en te-
nant compte de la dimension n), on montre que |ZIF | véri�e (11.8).

ii) D'après le lemme 6.2, on a
(11.9)
|ZIF̃ (h)(∂A, ∂A)| ≤ C

∑

|J|+|K|≤|I|

|∂ZJA||∂ZKA|
︸ ︷︷ ︸

(1)

+C
∑

|J1|+|J2|+|J3|≤|I|

|ZJ3h||∂ZJ2A||∂ZJ1A|
︸ ︷︷ ︸

(2)

.

iii) D'après le lemme 6.2, on a

|ZIFA(h)(∂h, ∂A)| ≤C
∑

|J|+|K|≤|I|

(
|∂̄ZJh||∂ZKA| + |∂̄ZJA||∂ZKh|

)

︸ ︷︷ ︸

(3)

(11.10)

+ C
∑

|J1|+|J2|+|J3|≤|I|

|ZJ3h||∂ZJ2h||∂ZJ1A|
︸ ︷︷ ︸

(4)

.

Reste à estimer (1), (2), (3) et (4) :

Notons tout d'abord que

(11.11) ∀|J|, |ZJh0| ≤ Cε(1 + t + |q|)−1 et |∂ZJh0| ≤ Cε(1 + t + |q|)−2 .
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On a :

(1) ≤|∂A||∂ZIA| +
∑

|J|≤|I|−1,|K|≤
|I|−1

2

|∂ZJA||∂ZKA|(11.12)

≤ Cε|∂ZIA|
1 + t

+
∑

|J|≤|I|−1

Cε|∂ZJA|
(1 + t)1−Cε

d'après (8.1) et (8.2) .

De plus,

(2) ≤
∑

|J1|+|J2|≤|I|

|h||∂ZJ2A||∂ZJ1A|
︸ ︷︷ ︸

a

+
∑

|J1|+|J2|≤|I|−1,1≤|J3|≤|I|−[n+2
2 ]

|ZJ3h||∂ZJ2A||∂ZJ1A|

︸ ︷︷ ︸

b

(11.13)

∑

|J1|+|J2|≤[n+2
2 ]−1,|I|−[n+2

2 ]+1≤|J3|≤|I|

|ZJ3h||∂ZJ2A||∂ZJ1A|

︸ ︷︷ ︸

c

.

Or

a ≤C|∂A||∂ZIA| + C
∑

|J|≤|I|−1,|K|≤
|I|−1

2

|∂ZJA||∂ZKA| car |h| ≤ C d'après le corollaire 5.1 ,

(11.14)

≤Cε|∂ZIA|
1 + t

+
∑

|J|≤|I|−1

Cε|∂ZJA|
(1 + t)1−Cε

d'après (8.1) et (8.2) .

b ≤C
∑

|J1|+|J2|≤|I|−1

|∂ZJ2A||∂ZJ1A|
(11.15)

car |ZJ3h| ≤ C si 1 ≤ |J3| ≤ N −
[
n + 2

2

]

d'après le corollaire 5.1 ,

≤
∑

|J|≤|I|−1

Cε|∂ZJA|
(1 + t)1−Cε

d'après (8.2) .

c ≤C
∑

|J1|+|J2|≤[n+2
2 ]−1,|I|−[n+2

2 ]+1≤|J3|≤|I|

|ZJ3h1||∂ZJ2A||∂ZJ1A| + C
∑

|J1|+|J2|≤[n+2
2 ]−1,|I|−[n+2

2 ]+1≤|J3|≤|I|

|ZJ3h0||∂ZJ2A||∂ZJ1A|
(11.16)

≤C
∑

|J |≤|I|

(
ε|∂ZJA|

1 + t
+

ε2|ZJh1|
(1 + t + |q|)(1 + |q|)

)

d 'après le corollaire 5.1 et (11.11) (car N ≥ 2

[
n + 2

2

]

− 1) .
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Ainsi
(11.17)

(2) ≤ C
∑

|J |≤|I|

(
ε|∂ZJA|

1 + t
+

ε2|ZJh1|
(1 + t + |q|)(1 + |q|)

)

+
∑

|J|≤|I|−1

Cε|∂ZJA|
(1 + t)1−Cε

.

Dans ce qui suit, on utilisera souvent que |∂̄φ| ≤ C|∂φ|. Revenons aux ma-
jorations :

(11.18) (3) ≤ C
∑

|J|+|K|≤|I|

|∂̄ZJh||∂ZKA|
︸ ︷︷ ︸

d

+C
∑

|J|+|K|≤|I|

|∂̄ZJA||∂ZKh|
︸ ︷︷ ︸

e

,

et on a :

d ≤C|∂A||∂̄ZIh| + C|∂ZIA||∂̄h| + C
∑

|J|+|K|≤|I|−1

|∂̄ZJh||∂ZKA|

(11.19)

≤C|∂A||∂̄ZIh1| + C|∂ZIA||∂̄h1|
+ Cε

∑

|J|≤|I|

|∂ZJA|(1 + t)−1 + C
∑

|J|+|K|≤|I|−1

|∂̄ZJh1||∂ZKA| par (11.11)

≤C
∑

|J |≤|I|

ε|∂ZJ

(
h1

A

)

|

1 + t
+ C

∑

|J|+|K|≤|I|−1

|∂̄ZJh1||∂ZKA| par (8.1) et (8.2)

≤C
∑

|J |≤|I|

ε|∂ZJ

(
h1

A

)

|

1 + t
+

∑

|J|+|K|≤|I|−1,|J|≤
|I|−1

2
,|K|≥

|I|−1
2

C|∂̄ZJh1||∂ZKA|

+
∑

|J|+|K|≤|I|−1,|J|≥
|I|−1

2
,|K|≤

|I|−1
2

C|∂̄ZJh1||∂ZKA| +
∑

|J|+|K|≤|I|−1,|J|≤
|I|−1

2
,|K|≤

|I|−1
2

C|∂̄ZJh1||∂ZKA|

≤C
∑

|J |≤|I|

ε|∂ZJ

(
h1

A

)

|

1 + t
+

Cε

(1 + t)1−Cε

∑

|J|≤|I|−1

|∂ZJ

(
h1

A

)

| par (8.2) .
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Un calcul similaire donne

e ≤
∑

|J|+|K|≤|I|

C|∂̄ZJA||∂ZKh1| + Cε

1 + t

∑

|J|≤|I|

|∂ZJA| par (11.11)

(11.20)

≤C
∑

|J |≤|I|

ε|∂ZJ

(
h1

A

)

|

1 + t
+ C

∑

|J|≤|I|

ε(1 + |q|)µ′−1/2|∂̄ZJA|
(1 + t + |q|)1−Cε

par (8.2) .

Ainsi, on a

(3) ≤C
∑

|J |≤|I|

ε|∂ZJ

(
h1

A

)

|

1 + t
+ C

∑

|J|≤|I|

ε(1 + |q|)µ′−1/2|∂̄ZJA|
(1 + t + |q|)1−Cε

(11.21)

+
Cε

(1 + t)1−Cε

∑

|J|≤|I|−1

|∂ZJ

(
h1

A

)

| .

En�n, on a

(4) ≤
∑

|J1|+|J2|≤|I|

|h||∂ZJ2h||∂ZJ1A|
︸ ︷︷ ︸

a′

+
∑

|J1|+|J2|≤|I|−1,1≤|J3|≤|I|−[n+2
2 ]

|ZJ3h||∂ZJ2h||∂ZJ1A|

︸ ︷︷ ︸

b′

(11.22)

∑

|J1|+|J2|≤[n+2
2 ]−1,|I|−[n+2

2 ]+1≤|J3|≤|I|

|ZJ3h||∂ZJ2h||∂ZJ1A|

︸ ︷︷ ︸

c′

.

D'après le corollaire 5.1, |h| et |ZJ3h| pour |J3| ≤ |I| −
[

n+2
2

]
sont bornés

donc :

a′ + b′ ≤
∑

|J1|+|J2|≤|I|

C|∂ZJ2h0||∂ZJ1A| +
∑

|J1|+|J2|≤|I|

C|∂ZJ2h1||∂ZJ1A|
(11.23)

≤
∑

|K|≤|I|

Cε

1 + t
|∂ZJ1A| +

∑

|J1|+|J2|≤|I|

C|∂ZJ2h1||∂ZJ1A| par (11.11) .

Et par un calcul analogue à celui de l'estimation du terme a (cf (11.14)), on
trouve :

a′ + b′ ≤
Cε|∂ZI

(
h1

A

)

|

1 + t
+

∑

|J|≤|I|−1

Cε|∂ZJ

(
h1

A

)

|

(1 + t)1−Cε
.(11.24)
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De même, par un calcul analogue à celui de l'estimation du terme c (cf
(11.16)), on trouve :

c′ ≤ C
∑

|J |≤|I|







ε|∂ZJ

(
h1

A

)

|

1 + t
+

ε2|ZJ

(
h1

A

)

|

(1 + t + |q|)(1 + |q|)







.(11.25)

Ainsi

(4) ≤C
∑

|J |≤|I|







ε|∂ZJ

(
h1

A

)

|

1 + t
+

ε2|ZJ

(
h1

A

)

|

(1 + t + |q|)(1 + |q|)







(11.26)

+
∑

|J|≤|I|−1

Cε|∂ZJ

(
h1

A

)

|

(1 + t)1−Cε
.

Finalement, (11.12), (11.17), (11.21) et (11.26) montrent que (11.8) est vraie.

On peut aussi noter que d'après (11.10) et (11.9), et en utilisant le corol-
laire 5.1, on a pour tout |I| ≤ N/2 + 2 :
(11.27)
|ZIFM | ≤ Cε

∑

|K|≤|I|

|∂ZKh| + |∂ZKA|
1 + t + |q| +C

∑

|J|+|K|≤|I|,|J|≤|K|<|I|

(|∂ZJh|+|∂ZJA|)(|∂ZKh|+|∂ZKA|) .

11.3 Quelques résultats importants
Dans ce paragraphe, on rédige quelques résultats de [14] généralisés lorsque

c'est nécessaire pour n ≥ 3. Ces résultats sont la base même de la méthode
utilisée pour montrer l'existence globale. C'est pourquoi il semblait utile,
pour faciliter la compréhension du lecteur, de les reprendre ici.

On considère le poids suivant :

(11.28) w = w(q) =

{

(1 + |q|)1+2γ, quand q > 0 ,

(1 + |q|)−2µ, quand q < 0 .

avec µ > 0 et 0 < γ < 1. Notons q− = |q| si q ≤ 0 et q− = 0 si q ≥ 0.

11.3.1 Inégalité d'énergie
La proposition 6.2 de [14] peut être généralisée pour des dimensions d'es-

pace n ≥ 3 :
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Proposition 11.2. Soit φ une solution de ¤̃gφ = F avec une métrique g
telle que, pour Hαβ = gαβ − mαβ, on ait :

(1 + |q|)−1|H|LL + |∂H|LL + |∂̄H| ≤ Cε′(1 + t)−1 ,(11.29)
(1 + |q|)−1|H| + |∂H| ≤ Cε′(1 + t + |q|)− 1

2 (1 + |q|)− 1
2 (1 + q−)−µ .

Alors pour tout 0 < γ ≤ 1 et 0 < ε′ ≤ γ/2C, on a
(11.30)
∫

Σt

|∂φ|2w+

∫ t

0

∫

Σt

|∂̄φ|2w′ ≤ 8

∫

Σ0

|∂φ|2w+16

∫ t

0

∫

Σt

(
Cε′|∂φ|2

1 + τ
+ |F ||∂φ|

)

w .

Preuve : on pourra bien sûr consulter [14] mais aussi la démonstration
du lemme 10.7 ( et la proposition 10.8 qui en découle) pour avoir un bon
aperçu du calcul et une approche di�érente de [14].

11.3.2 Estimation de décroissance
La proposition qui suit n'est autre le corollaire 7.2 de [14], elle n'est uti-

lisée qu'en dimension n = 3 pour améliorer les estimations obtenues dans le
corollaire 5.1 . Elle ne nécessite donc aucune généralisation mais est rédigée
ici pour rendre la lecture plus aisée.

Pour γ′ ≥ −1, µ′ ≤ 1/2, on dé�nit cette fois le poids

(11.31) ̟ = ̟(q) =

{

(1 + |q|)1+γ′
, quand q > 0 ,

(1 + |q|)1/2−µ′ quand q < 0 .

Proposition 11.3. Ici n = 3. Soit φµν une solution de l'équation ¤̃gφµν =
Fµν. Supposons que Hαβ = gαβ − mαβ satisfait
(11.32)

|H| ≤ ε′

4
,

∫ ∞

0

‖H(t, ·)‖L∞(Dt)
dt

1 + t
≤ 1

4
, |H|LT ≤ ε′

4

|q| + 1

1 + t + |x|
dans la région Dt = {x ∈ R

3; t/2 ≤ |x| ≤ 2t}.
Alors, pour α = max(1 + γ′, 1/2 − µ′), pour tout U, V ∈ {L,L, S1, S2} et un
point arbitraire x ∈ Dt, on a :

(1 + t + |x|)|̟(q)∂φ(t, x)|UV ≤ C

(

sup
0≤τ≤t

∑

|I|≤1

‖̟(q)ZIφ(τ, ·)‖L∞

(11.33)

+

∫ t

0

(

ε′α‖̟(q)|∂φ(t, ·)|UV ‖L∞ + (1 + τ)‖̟(q)|F (τ, ·)|UV ‖L∞(Dτ )

+
∑

|I|≤2

(1 + τ)−1‖̟(q)ZIφ(τ, ·)‖L∞(Dτ )

)

dτ

)

.
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Preuve : On pourra consulter [14] pour la démonstration complète mais
aussi la preuve de la proposition 10.9 utilisée ici pour le problème extérieur
de la section 10.

11.3.3 Inégalité de Hardy
En adaptant la démonstration de l'inégalité de Hardy, faite en dimension

3 dans [14], on obtient l'inégalité de Hardy suivante. Celle-ci intervient à de
nombreuses reprises pour passer de la norme L2 d'une fonction à la norme
L2 de son gradient.

Proposition 11.4 (Inégalité de Hardy). Soit n ≥ 3 et soit w dé�ni par
(11.28) . Alors, pour tout 2 − n ≤ a ≤ 1 et tout u ∈ C∞

0 (Rn), on a

(11.34)
∫

Rn

|u|2
(1 + |q|)2

w dx

(1 + t + |q|)1−a
≤ C

∫

Rn

|∂u|2 w dx

(1 + t + |q|)1−a
.

Si de plus a < 2 min(γ, µ), alors

(11.35)
∫

Rn

|u|2
(1 + |q|)2

(1 + |q|)−a

(1 + t + |q|)1−a

w dx

(1 + q−)2µ
≤

∫

Rn

|∂u|2w′ dx .

Preuve : Pour se faire une idée de la preuve, on pourra regarder [14] ou
se diriger vers la démonstration du lemme 10.10 servant dans le problème
extérieur de la section 10.

11.3.4 Inégalités de Klainerman
La proposition suivante ( Proposition 6.5.1 de [9]) joue un rôle fondamen-

tal dans la démonstration de l'existence globale , c'est pourquoi on la reprend
ci-dessous :

Proposition 11.5 (Inégalité de Klainerman). Il existe une constante C telle
que

(11.36) (1 + |t| + |x|)n−1(1 + ||t| − |x||)|u(t, x)|2 ≤ C
∑

|I|≤[n+2
2

]

||ZIu(t, .)||2L2

si u est dans C∞(]t−1, t+1[×R
n) et tend vers 0 rapidement quand |x| → +∞.

Idée de la preuve : On pourra se référer à [9] ou à la démonstration de la
proposition 10.3 utilisée pour le problème extérieur.

Dans cette thèse, on utilise une version à poids de cette proposition,
avec le poids w(q) dé�ni par (11.28). En s'inspirant la démonstration de la
proposition 14.1 de [14] , faite en dimension n = 3, on obtient :
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Proposition 11.6 (Inégalité de Klainerman à poids). Soit n ≥ 3, il existe
une constante C telle que pour toute fonction u ∈ C∞

0 (Rn), on ait
(11.37)

(1 + |t| + |x|)n−1
2 [(1 + |q|)w(q)]

1
2 |u(t, x)| ≤ C

∑

|I|≤[n+2
2

]

||w(q)
1
2 ZIu(t, .)||L2 .
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12 Notations
12.1 Notations basiques

• Les indices grecs α, β, µ, ν... et les indices latins i, j, ... parcourent res-
pectivement 0, ..., n et 1, ..., n.

• On utilise, à de nombreuses reprises, la convention de sommation sur les

indices répétés dans des positions di�érentes. Par exemple : XµY
µ =

n∑

µ=0

XµY
µ.

•On note {xµ}µ=0,...,n = (t, x) = (−x0, x1, ..., xn), r = |x| =
√

x2
1 + ... + x2

n

et ω = x
|x|
.

• Le symbole D dénote la dérivation covariante de Levy-Civita par rap-
port à la métrique g. On note ∂α = ∂/∂xα et ∂ = (∂t, ∂1, ..., ∂n).

• δµν désigne le symbole de Kronecker : δµν = δν
µ = δµν =

{

1 si µ = ν ,

0 si µ 6= ν .

• m = −dt2 +
n∑

i=1

(dxi)2 est la métrique de Minkowski sur R
n+1 .

• On note ¤̃g = gαβ∂α∂β et ¤̃m = ¤ = −∂2
t + ∂2

1 ... + ∂2
n .

• Pour les symboles de Christo�el, on note :

Γ λ
µ ν =

1

2
gλδ(∂µgδν + ∂νgδµ − ∂δgµν) .

12.2 La famille Z
• La famille de champs de vecteurs Z est composée des champs de vecteurs

suivants :

(12.1) ∂α, α = 0, ..., n ,

(12.2) Zαβ = xβ∂α − xα∂β , 0 ≤ α < β ≤ n ,

(12.3) Z0 =
n∑

α=0

xα∂α .

On notera ZI tout produit de |I| champs de vecteurs de Z .
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• Notant [X, Y ] = XY −Y X , on a [¤, ∂α] = [¤, Zαβ] = 0 et [¤, Z0] = 2¤ .

Soit Z ∈ Z, on dé�nit cZ par [¤, Z] = cZ¤ et on note Ẑ = Z + cZ .

12.3 La famille U
• En tout point (t, x), on dé�nit deux vecteurs L et L isotropes pour la

métrique m :

L = ∂t + ∂r dénote le champ de vecteur tangent au cône de lumière fu-
tur de Minkowski t − r =constante. ( On a L0 = 1, Li = xi

|x|
, i = 1, ..., n.)

On utilise les notations :

∂s =
1

2
Lµ∂µ =

1

2
∂L =

1

2
(∂t + ∂r) , avec s = t + r .

L = ∂t − ∂r dénote le champ de vecteur transverse au cône de lumière t −
r =constante. ( On a L0 = 1, Li = − xi

|x|
, i = 1, ..., n.)

On utilise les notations :

∂q = −1

2
Lµ∂µ = −1

2
∂L =

1

2
(∂r − ∂t) , avec q = r − t .

•On dé�nit alors la famille U = {L,L, S1, S2, ..., Sn−1} , où S1, S2, ..., Sn−1

dénotent des champs de vecteurs orthogonaux deux à deux, de norme 1, en-
gendrant l'espace tangent aux sphères t = constante, r = constante.
On utilise les notations ∂Si = Siµ∂µ pour 1 ≤ i ≤ n − 1.

• Dérivées :

� On note ∂ = (∂t, ∂1, ∂2, ..., ∂n) les dérivées d'espace et de temps.

� Les dérivées tangentes aux cônes t − r = cste sont symbolisées par
∂̄ = (∂̄0, ∂̄1, ..., ∂̄n) avec ∂̄0 = Lµ∂µ = ∂t + ∂r et ∂̄i = ∂i − ωi∂r pour
i = 1, ..., n .

• Décomposition par rapport à la famille U :

� Pour tout champ de vecteurs X et tout U ∈ U , on a XU = XαUα, où
Xα = mαβXβ.
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� Tout champ de vecteurs X peut s'écrire

X = Xα∂α = XLL + XLL +
n∑

i=1

XSiSi ,

où XL = −XL/2, XL = −XL/2, XSi = XSi
.

� Pour tout couple de champs de vecteurs (X, Y ), on a :

XαYα = −XLYL/2 − XLYL/2 +
n∑

i=1

XSi
YSi

.

• Soient (U1, U2) ∈ U ×U et k un 2-tenseur, on note kU1U2 = k(U1, U2) =
kαβUα

1 Uβ
2 .

En particulier, on a, pour tout i, j = 1, ..., n − 1 :

mLL = mL L = mLSi
= mL Si

= 0 ,

mLL = mLL = −2 ,

mSiSj
= δij .

• On dé�nit les familles T = {L, S1, S2, ..., Sn−1} , L = {L} et
S = {S1, S2, ..., Sn−1}.

• Soient V et W deux des familles U , T , L ou S, p un 1-tenseur et k un
2-tenseur, on dé�nit :

|p|V =
∑

V ∈V

|pαV α| ,(12.4)

|∂p|V =
∑

U∈U ,V ∈V

|∂µpαUµV α| ,(12.5)

|∂̄p|V =
∑

T∈T ,V ∈V

|∂µpαT µV α| ,(12.6)

|k|VW =
∑

V ∈V,W∈W

|kαβV αW β| ,(12.7)

|∂k|VW =
∑

U∈U ,V ∈V,W∈W

|∂µkαβUµV αW β| ,(12.8)

|∂̄k|VW =
∑

T∈T ,V ∈V,W∈W

|∂µkαβT µV αW β| .(12.9)
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12.4 Energies à poids
• On dé�nit :

EMaxwell
N (t) = sup

0≤τ≤t

∑

Z∈Z,|I|≤N

∫

∑
τ

(
|∂ZIh1|2 + |∂ZIA|2

)
w(q) dnx ,(12.10)

SMaxwell
N (t) =

∑

Z∈Z,|I|≤N

∫ t

0

∫

∑
τ

(
|∂̄ZIh1|2 + |∂̄ZIA|2

)
w′(q) dnx dτ ,(12.11)

où

(12.12) w(q) =

{

1 + (1 + |q|)1+2γ, q > 0 ,

1 + (1 + |q|)−2µ, q < 0 ,

avec q = r − t , µ > 0 et 0 < δ < γ < α , et

(12.13) h1
µν = hµν − h0

µν ,

où h0
µν(t) =

{

χ(r/t)χ(r)2M
r

δµν pour n = 3 ,

0 pour n ≥ 4 ,

χ ∈ C∞ , χ(s) valant 1 quand s ≥ 3/4 et 0 quand s ≤ 1/2 .

• En�n, on reprend ici quelques conditions utilisées dans cette thèse :

0 < δ <
1

4
,(12.14)

0 < γ < 1 ,

0 < γ′ < γ − δ ,

0 < δ < µ′ <
1

2
,

0 < µ <
1

2
− µ′ .
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