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\Äorbemerkung

Der folgende Text gibt in etwas ergänzter Form den Inhalt von vier Vorträgeg wider, die-
die Autoren während des 53. Heraeus-seminars über "Aktuellb Entwi"f.l"rsEni"'Gt;il;:
tionrund Relativitätstheoiie"gehalien- haben, das in der il; ;;-ii-i;-sJil;;#iü;
im P.hysikerzentrurn der DPG in Bad Honnef stattfand., Die Absicht **, 

"^irr"* 
oft '1r*'nachlässigten, wichtigen Aspekt der Untersuchung klassischer Feldthiorien, insbesondere

ae.r elgerneinen Relativitätstheorie, so darzustellen, claß das Ineinand"rg"eif"o ph;ik"ü-
scher Vorstellungen und mathematischer Begriffsbildungen, die wichtigri* Fbaäet"llrrn-
gen und Methoden sowie einis! Hauptergebnisse sichtbar'werden.:Unsäu Da"rtiiindg soll
eing Einfü,hruni sein; wir erh-eb"r,, k"irr"i Ao"pru"h ""i O"igil;itef-""ä erst recht nicht
auf Vollstäindigkeit. Demdntsprechendhaben wir aus der zitäten f,it"""i""lrfU""""**"",
was uns wichtig schien und in das I(onzept paßte.
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DAS CAUCHY-PROBIEM

:/

L. Einführung

Der ShysiSj:.!:, Gehalt einer klassischen Feldtheorie ist in den Eigenschaften der Lösun-
gen_ihrer Feldgleichu"g"",,verborgen". Man möchte zeigen, daß Jiese Eigensch#tuo di"
Phänomene widerspiegeln, die die Formulierung der Theorie motivierten, orrä ** hofft un-
erwa,rtete Eigenschaften der Lösungen zu finden, die zur Suche nach bisher unbeobachteten
Phänomenen Anlaß geben. Häufig gelingt es durch dfg Analy;;;;;;;J;;;;;u;t*
Lögurr8en zusa,rnmen mit einer einfallsreichen physikalischen Ausdeufirng, sich.ein weitre!
chendes Bild über einen gewissen Teil der Theorie r" u"r"rt#"rr.-d";i; il;it"ütä,
Eigenschaften, 

{ie r,r, .päi"u"n Lösungen abgelesen ;;;;ä 
"riää;"r""re Siruationen

au übertragen, sind begrenzt. So gibt in Einstäin's Theorie aas Verhalten speziell"; f,arU-
gutt i* Großen zwar Anlaß zu Vermutungen, welches Verhalten allgemeine* f,Or""S" 

" r.i-gren könnten (,,singularitäten", ,,I(osmis-he Zensur", ,,Asymptotik:,, ,,Bezi"h";;i;;;
Quelle und Fernfeld" etc.) aber zwingende Argumente rtit ai"r" v";;";";;; ffi";;;;
b-f-sfer 

-nur 
in weligen Failen geben l-urr"o, ,rid 

", 
irt 

"i"t 
i ,; ";;;;;:#;; il;

allein durch das Studiurn spezieller expliziter Lösungen viel weiter komrrien wird, ffa"ns
ls-t 

es soga^r schwierig, aufgrund der vorliegenden Löstlngen präaise Formulierungen *r"r"i
Vermutunget'r zu geben. Ahdiche Bemeikungen treffä r-üf form*lt Näil;ä;#;;;
zu; ihre Geltung ist ungewiß.

9"t-"1diesen Umstäinden erscheint es notwendig den Versuch zu machen, den betrachteten
Problemen durch Anwendung der ,,allgemeinenMethoden der Theorie partieller Difi";;;:
tialgleichungen" auf den LeiÜ zu rückln. Diese Aussage ist bewußt 

"ti.r., 
;g;,-ü* 49;

falschen Eindruck zu vermeiden, man brauche ,rrr, 
"i.rä"h 

d;" Ao;;;;";-üi;;; ä";
PDgln auf unsere Fragen loszulassen, um in jedem Fall die g"*äoiti"" e"t**t;;;;;:
1d9". Statt dessen muß gewöhnlich einige .q,rbeit geleistet ä.d"rr, ;* ilFü;il;i"h
irn Zusammenharrg mit den gegebenen tr''ätagteiclrungen stellen, sb aufzubereitili, ä"ß.;.*
aus der allgemeinen Theorie der FDgln Nutzen ziehen.kann. Das verlangt 

"inuri 
Spagat

zwischen d9r gegebenen Feldtheorie und der Theorie der pDgln, d"r, muo nlr durrrl d*;ö,
vollftihren kann, wenn man weiß, wohin ma^n treten muß, 

"Ä rät"" il;; il;ääFüß"
zu bekommen. In anderen Worten: Um das Problem aufzubereiten, muß ich herausfinden,
welche Methoden der Lösungr- ;;*. -E;il"rt;;;; 

auf mein problem ;;";db; ;;i;könnten. " --__--:

F's hat sich herumgesprochen, daß bei der Untersuchung von Theorien, die eine Beschrei-
brttg von zeitlich"i Eot*i"klrrngrpror"rr"rr.rrrtr"u"", a]" untersuchÄ;;ö;";;-p--
blems von Bedeutung ist. Wir wollen dies am Fatt der Einsteinschei Fetdgteichungtr,
der uns b"pid:it intiressiert, diskutieren. Dabei *.,ra"" *tJ;t"" ;;;r"rrgäg;ffi;;f
nehmen, alle bisher erhaltönen Erg€bnisse vorzutragerrr:"orrd"rr, *ir wollen;";;;;;,ji*,
oben beschriebene Gymnastik zu illustrieren. Wir hoffen, damit eine Vorstellung über'den

1
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möglichen Nutzen der Analyse des Cauchy-Problerns zu: vermitteln und eine4 Zugang zur

LitJratur zu scha,ffen.

Wir werden im Folgenden zunächst grundlegende Begriffe, Fbagestellungen und Methoden

diskutiersr, die Sicf, als nützlich erwiesen haben zur Untersuchung 1:: ., .

'-._ r',ig"rrr"haften:von Feldgleichungen (,,kausale Propagationu', ,,Abhängigkeitsgebiete",
etc. ),

- Lösägsgesamtheit.einer Feldgleichung und'ihrer Charakterisierung durch geergnete

. ,,Cauchy-Daten'r,
. , Frage der Existenz spezieller Lösungsklassen (Auftreten von,rstoßwellen'ooder ,,Singu;

tarilatpn,,, ,,topologis"h" Eigenschaftenl', etc.)'und eventuell ihrer Spezifierung durch

Bedingungen arr die zugehörigeh Cauchy-Daten'
D";;;;;;;;;;";.'rrrä"r,, Jie sich die Einsteingleichungeu in die allgemeine Theorie

ä* pbgf" einfügen und welche Besonderheiten sich aus dem Tensorcharakter bzw. der
o'allgemeinen Kovarian z" der Feldgleichungen ergeben'

Gliederung der Vorlesungsreihe:
r. üU"rütick über ptob-i"m", die bei der Untersuchung von PDglq auftreten, Motivierung

de.r:Grundfragen,F,infiihrungdes.BegriffsderCharakteristik.
-2. öirf.dri"" aJ Fatl", eines Sfstems liiearer'Gleichungen mit konstanten Xoe$1ie{en.

I. o"rtgugriff der,,Hyperloliziiät", Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen im Fall allge-

meiner hyperbolischer Gleichungen.
4.' Analyse der Einstein-Gleichungen

Wir wollen nicht den Eindruck erwecken, daß wir in_vier Vorlesungsstunden alleq über das

Cauchy-problem sagen könnten, was dei g"n"igte Leser schon immer wissen wollte. Die

,iit*rttr, über PDgin ist unübersehbar, ,rtid uc 1o*" uns nur darum gehen, Diplomanden,

Doktoranden und. . . . ., einen ersten Eindruck zu vermitteln.

2



2. Bezeichnungen, Annahnten tlnd Beispiele
'

Wir gehen davoq aub, daß jeder, cler diese Zerlen liest, weiß, was eine partielle Differential-
gleie.hung ist und daß deren Ordnung dprc\ die höchste auftretenddAbleitung gegeben ist
(den FaIl, da;ß Ableitungen beliebiger Ordnung auftreteq, wollen wir anderen überlassen).
Im Folgenden betrachten wir ,,bestimmte Systeme'o von PDgln. Dabei handelt es sich qm
Systeme, bei denen die.Zahl der Gleichungen mit der Z'ahl der gesuchten Unbekannten
übereirrstimmt, Obwohl opige Bezeichnung den Eindruck erweckt, als ob damit schon viel
bestimmt sei, ist die genannte Forderung-sehr schwach. Durch dreimaliges Hintereinan-
derschreiben der Gleichung

divB-0
der Elektrodynarnik'erhalten wir ein bestimmtes System, clas aber doch nur eine Bedin-
gung an drei unbekannte F\rnktionen enthält. Haben wir weniger (mehr) Gleichungen als
Unbekannte,soheißtdasSystemunterbestimmt(iiberbestimmt).

Es gibt eine große Zahl von elementaren Umformungen von PDgln (Thansformationen
der unabhäingigen Varipblen und/oder der Unbekannten, formales Differenzierdn der Glei-
chung, Einführung vbn Ableitungen der ursprünglich Unbekannten als zusätzliche Unte-
kannte. Wir werd,en später einige davon kennenlernen).' Diese erlauben es sehr häufig, eine
gegebene PDgl auf die Form zu bringen, die wir im Folgenden betraehten werden und die.
ftir die Anwendungen bei weitem die wichtigste ist.

die Werte in der
tionen

Um nicht im 'Wust der Möglichkeiten unterzugehen, konzentrieren wir uru von nun an irn
wesentlichen auf Systeme von PDgln L.bzw.2. Ordnung der Form (nunsere PDgt") i

(p) tik0;0rru+b= f(*)(o) A'1tu+b-
llaa afür eine abhängige Variable oder Unbekannte ui

V ) n->?"t(r)€CN ) V eine offene Teilmenge des Pn*r

Hier sind n, /V legebene natürliche Zahlen ) L, 0t bedeutet die partielle Ableitung nach
der Koordinate si und wir verwenden die Summationskonvention. Manchmal werden wir
auch einen RN als Bildbereich betrachten, aber für den größeren Teil der Diskussion ist
die Wahl des Bildbereiches nicht wichtig.

Die Funktionen
.

(o) A': A'{*,u)

f (")

(p) Aik = Aik(*,u,liu) I

Menge MN*x der komplexen ,lV x N Matrizen annehmen.ugrd die Fhnk-

b(*ru) (p) b '* b(*tu;1ru) ,

sowie die auf V definierte F\rnktior f : /(c), die Werte im Ctr annehmen, werden als
gegefen betrp,chtet. Wir wollen annehmen, daß die F\rnktionen Ai, Aik, b in einern gewissen

l

:,)
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Falls ma,rr'PDgln auf Mannigfaltigkeiten betrachten will, ist es wichtig zu ryissen,'duß
die Eigenschaft einer PDgl, quasilineat bzw. semilinear bzw. linear zu sein, inrirariänt

1{er Koordinatentransformationen ist. Unterreiner Transformation ai = ,i@{ } folgt,
fatls'die Koqrponenten von u wie Skalare transformiert werden (was wir in den 

"t"*in 
dtei

Vorlesungen annehmen wollen) , z.B. im Fatl cler Gleichung zweiter Ordnung:

A,o(*,u,0iu)0;01,u:Aik(g,u,0ixi'0i,u)0.;ni'0*#'0l,0*,u*Termeinuundä;,u
i

Insbesondere sehen wir, daß die I(omponenten cler Matrix Ai, di" den Hauptteil definiert,
irnsemi1inearenFallwiekontravarianteTensorentransformiertwerdeql;

Beispiele:
:n+l ..

1.) Laplace-Gleichung An*ru ,: D (0;)2u = g
d=.

, Klein-Gordon-Gleichung , {(Ar)r-An*m2}r:0 '

' 'Wäi*eleitungsgleichung {1t'tA,r}u -Q ' ,' , ' ''

Schrädingergleichung {l0r-4,}u -0 .

Diese Gleichungen sind alle linear und haben konstante Koeffizienten. Die letzte Eigen-
schaft !eht.verloren, wenn wir I(oordinatentransformationen durchftihi"" 

"a"t 
*"Jn'*ii

die Metriken, die in die Definition der'Gl"i"hungen eingehen, durch nichtflache Metriken
ersetzen.

2.) Yang-Mills-Gleichungen ohne Quellen für ein Eichpotential Ar und ein Eichfeld Fir
(di" als Lie-Algebralwertige 1- bzw. 2-. Formen betrachtet werden) , I 

,

. V;Ai - Y iA; * [Ai, Ail : F;,i
; ViFii+[4',4i1 :0.,:

Hier bedeutet V die kovariante Ableitung in der ge$ebenen Raumzeit, und Indexoperatio-
' n9n *erden.qit.4"i.gege!enen Metrik Ät"hg"l'ihi"t, oi9"" C[i"h*s;; .t"d;;;iii"J,
, 
aber nur ,,scheinbar" bestimmt. Aus der.ersten Gleichung folgt durch Ableiten, zyklisches
Vertauschen der Indizes und Summatioh'die tsianchi-Id**itat, die als weitere Gleichung
für das Eichfeld l[; betrachtet werden kann. Im speziellen Fali der Maxwell.Gleichungpi
entkoppeln die Gleichungen für das Potential von den Gleichungen für die Feldstäirkerr,äi"
sich dann beka^nntermaßen schreiben lassen:

01E : totB 1tB : -rotB ,,Entwicklungsgln..,, bestimmt
div.E : 0 divB - 0 ,,Zwangsgln.;,-unterbestimmt

Die Entwicklungsgleichungen sind ein Beispiel eines ,,symmetrisch hyperbolischen Systemsl'
wie wir es später kennenlernen werden. Für allgemeinere Eichfeldgleichungen läißt sich in
ähnlieher Wtise ein gekoppeltes symrnetrisch hyperbolisches Systeri rron Eniwickiüngsglei-
chungen für das Eichfeld.und das Eichpotential herleiten.,Eine ar,rdere Methode, * a""

{
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Yang-Mi11!-Gleichungen Entwicklungsgleichungen zu-bekommen, für die man über line
gute Theorie verfügt, besteht d'*i",'oi" d"1-t"nS-.\Iills-GleichtYl^"HjlfllT:Tt*"tt
örä"u"S für das Elchpotential herzuleiten. I(ontrali-ert man die erste.Glercnung mrr v -'

verwendet b.id",.Gi;üh;;g"o, "*-Ji',i ""a :"t:"..Abpitungen 
zu eliminieren' vertauschf 

'

;;;;""rt"'i; iii"i#s"" ,rna fäa"rt, daß clie ,,Eichbedingu{r8"

,, V'A; = 0t"I

erfü1lt ist (von der rnan rrrrot natürlich ztt zeigen hat, daß sie erfüllt werden k9p1!)' so

erhält man das GleichungssYstem

wobei R;i den Riccitensor der gegebenen Raurnzeit bezeichnet. wir werden später 'uber

dpn Tvp.äieser Gleichung einiges sagen' *, .'-,.,
tsgleichung der Hydrodynamik mit gegebener l\rnktion

p:p(p) 
i

ltP*\P(PyB)-O 
(

DieseGleichungenstel1eneinquasilinear9sSystemdar.

4.)DieEinsteiu-GleichungenhabeninderüblichenDarste.llung-cieFormunsererPDs}
(i) #;ätäiär"o s;* die_unbekannte u $arstell! und die l(omngnenJ":$"1Y?*.'ix Ai.f

durch die kontra'arianten Komponenten gde der Metrik bestimmt'sind. Die Gleichungeh

;"d ,"*llinear und alles Weitere erfahren wir in den Abschnitten 14 bis 18'

Die meisten (gewöhnlichen oder partiellen)-Difierentialgleichr:ng9n der Physik, {"- wT.h

selwirkungu' U"r"hr"iben,,sind nichtlinear.-Oi"-*t"tttnäU. Ausn-ahme macht die Schrödin-

sersreichuns für ffä ä;;i;["".1. Teilchen. ?g"* ber,uh] "', 1{ il {": Quanten-

mechanik mehr ";;r;;"r"u,g.o 
über wechseld'lrkende System bekopnt sind als in anderen 

.

Theorien.

0s1'o* u o opro_ -\p'' Q)u*n o( : !,2,3
p

6



I

3;DasCauchy.Problem,,inallgemeinerFo,m"

Wir stellen'.rrrs vor, unsere PDgl bäschreibe ein System, das eine irgendwie parametri.
sierte Abfolge von Zuständen durchläuft. Wir wissen, aaf wir im Falle einer. gewöhnlichen
Ditr:ienti{gleicLur-rg die durchläuf.enen Zustäi"nde eincleutig bestimmen könnän, -"on *i,
zu einern festen Parameterwert d,en Zustancl, seine mom"rrlurr. Anderungsgeschwindigkeit
etc. vorgeben. Wir wollen versuchen, im Falt unserer PDgl in tihniichut üÄ" lrorr,rgÄ"rr.
Dazu nehmen wir an:

i) in V sei eine Hyperfläche S cler Iflasse Cl ausgezeichnet, auf der d.er Anfangszustand
unseres Systerns spezifiert werden soll. Sie kann lokal immer,durch eine ,,dehnierende
F\rnktion" beschrieben, werden, d.h. durch eine F\rnktion .

':
O € C'(V,,R)mit0 € O(y),rIA*0sodaß,5:{* € VIO(u) 0} l.

;

NatürlichbestehtinderWah1von(Daußerha1bvon.SvielFreiheit..',
ii) Auf y 

ryi ein Veitor{clä X - r7d0; gegeben, das zu ,S transversal (d.h., nicht tangential)
ist, so daß'(dO, X) : rti1i0 f 0 ist, auf ,9. ,

Es wird für uns im Folgenden wichtig sein, zwischen Ableitungen zu unterscheiden, die in
der (tangential zur)'Hyperfläche ,9 ausgeführt werden und solchen, die aus 

^9 
hinausiühren.

Da wir, ausgehend nur von unserer PDgl, auf ,S nicht über eine ,,Normalenableitung"
verfügen, die in natürlicher'Weise durch die Gleichung oder,da,rin verw,endete Strukturen
ä,usgezeichnet ist, mtissen wir ein Vektorfeld auszeichnep, um sagen zu können, w4g eine
hinausführende Af,leitung ist. , .:, ,'

iii) Auf ,S seien Fhnktionen , die Cauchy-Daten,gegeben, d.h. F\rnktionen

die ,,hinreichend glatt* sind.
I

Das ,;Cauchy-Problem mit Cauchy-Dg,ten auf .9" für unsere PDgl besteht nun darin, eine
Lösung der folgendän Aufgabe zu finden:

(o) Aiil;u*b:f(*) auf V;

(p) Ä'o A,}xu* b - f (") auf V;

u=uo auf S

u - uot @",X} t Lq auf ,5.

'Hätten wir Gleichungen höherer-Ordnung betrachtet, hätte die Aufgabe die Form

(ry) PDgl äer Ordnung m
auf V erfüllt

erhaltetrI. Wir haben die Formulierung
weil wir bisher keine Eigenschaften det

; Ableitungen von u in
bis zrrr Oianung rrr -

des'Cauchy-Probl"* hier
Gleichungen ausgezeichnet

7'
ll

Richtung von X
1 vorgegeben alf ,S.

,,allgemeintr genanoü,
oder benutzt haben.



; Probleme betrachten, etwa Anfangswertaufgaben firr
Wir könnten aber noch allgemeinere

Gleichüngen auf Mannigfaltigkeiten gtc' 
.

Nachdem wir das problem mit reichter,Hand hingeschrieben haben, ergeben sich sofort die

i) Existieren Lösungen,zu ulrs€rem Cauchy-Problem? ' .

ii)SindLösungend"ä,P'oblömseindeutigbestimmt?
l erfiillt sein rnuß, bevor wir versuchen können, eine

Eine ofiensichtliche Bedingung, die . 
chy-D.aten in dem

ilt,i*;;l*o* u,rrf die er-ste Fb.g" zu geben,.ist natürlich, 'da! df-9""
Bereich liegen, in dem die F\nktt#;';!,.i", ä.definiert sind' Wir werden aber sehen'

daß die wirklichen probleme von viel subtilerer N*trrr ri"a. lenn rna,l anfängt, :sich,au{

ää;;Jiä;Lr"r.r'ä, tu,,r"t"r, sofort viele weit.führende Frasen aqf:

url * welchem Bereich der unabh*gtq::.Jy,'?bie.1 können Yt1,9i: 
Existenz bzw' di'e

Eindeutigkeit "";"i;;;j; "r*tuoi lri"["ichr müssen wir die M.-fs: v einschräinken?

Existieren Lösungen nur ;,!okal" oa", Jrr"t, ,,globalfe (was immer das heißen maqp

ffi;;;t "i. o*","r*r, der {,ösung (1* tiebsten d"t^"h:t: und.cos, aber wir wtires

auc,h schon für eine Integraldar"t"ttü;;;;"il;;):rL"q!.-i. 9*:t müssen wir uns dar4it

begnügen, in abstialct.rlp"ir" üb;f*iJ9rr, ttlta Eindeutigkeit zu reden und eventue'11

;ätät# diö"t;rt"rr"" der Lösung"" "t beweisen?' 
'

u) ** müssen wir über-die-Glattheil$er.Koeffizi."ttt"n und- der.Daten a'nnehmen' ryas

rolgt über die Glattheit der Lösu1g*"r'Ko"nen wiretwas über die Beschräinktheit, das

Anwachsen, das AUf*""tttalten d'e' Lös"ngen sagen? : 
.

vi-x) . o':. . . ".' o o'?'-.. ..'

Im Fo[gepden wollen wir
fangsdaten das,eine oder

., i ? ????:..... i-'.
nicht vsrsuchen für eipe bpezielle Gleiihung 1nd seqeb,3ne Än-

".ä"ta 
ai"ser Problem" ,"1ö'u", sondern die Fhage studiefen:

Füi welche Gleichungen und Hyperflächen lassen sich befriedigepde Antworten geben?

:.
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./4. Der Satz von Cauchy-Kowalewskaya

Wir betrachten jetzt ein ,,C.-P.-artigeso' Anfangsw'ertproblem rnit einer Gleichung der Ord-
nüng rn ) 1 in ,,aufgelöster Form": ,

für eine Unbekannte
R

Die CNt-wertig" Funktion

\

x Ro f V 3 (t,*) -> ltr(t,*) € CN' .

H uncl clas Anfangsclatlrm

{0} x R'n y f (0, *) - zs(c) € CN'r ,

sind gEgeben. :i

Die Glgichungenheißen,,in aufgelöster Form'lr weil links die aus der Anfangsflricle { t - 0 }
hinausfifülende Ableitung der Unbekannten steht und rechts nur noch innere Ableitungen
auf den Flächen { t : const } stehen.

rtig", weil es nicht notwendig ein Cauchy-Problem im
vorher eingeführten Sinne ist: 'Die Ordnung rn kann größer als 1 sein, wirlgeben aber
tl. :il An{angsdatum"vor. Anfangsweltatifgaben'frirldie Wärrrreleit"og.gl"iä;€;;;
die Schrödinger-Gleichung werden natürlicherweise in clieser Form g"gÄä (evtl.",mit
Zusatzbedin8ungen). 

_Aber auch Caughy-Probleme für die lflein-Coiaärr-Ct"i;;;g, di"
laqlary-Gleichung (2.8. mit t :: xn*r), die Maxwell-Gleichungen und die uog.g"üuoun

Y&"toamischen Gleichpngen, jeweils'mit Daten auf der Fläihe { t - O },lrtd "oadieser Form oder lassen sich in diese Form bringen. Wii wollen Letzteres ftir äett Fall der
Klein- Gordon-Gleichuqgen zeigen.'

Außer':u betrachten wir ut := \tu und. uo : : Lrttrr.ct : Lr2t,,... n, als Unbekannte :in

unserem neuen System, das gegeben ist durch

}tu : u,t, \tuo : la.ut , \rut. = - mzu !.

dabei haben wir die Vertauschtarkeit der Ableitungen von u nach t und co verwendet, Sind

1o "ld u1 (bezüglich X - fl)'die für die Klein-Goäorr-Gl"i"h,r";J;l;; : ö;ü;;;t;;;;
Cauchy-Daten, so müssen wir für unser System-die Anfangpbedingungen . -'- 4 ,

n : uot Ltt :1.tL, ttro = Loug firt t = 0
.1.

{Td"..". Ist {an1 (u,ut,w,o) eine eirimal stetig differenzierbare Lösung (2.8. für 0 S t 3 to
für ein to > 0) des neuen'Cauchy-Problems; dann läßt sich in folgendet WaiS" ,"igi", AuS
u.eine Losung des ursprünglichen Cauchy-Problems ist. Aus der Form der oben gegebenen
Cauchy:paten folgt; daß die Fünktionär1 aag ,= 0ou9.-'ilpuo, fürl t'=. 0 versitÄrinden.

I oouo
dl



? -'/ ributioneller Ab-
Aus der zweiten Gleichung unseres Syrt"*, folgt (unter Verwendung dist

Ieitungen), dS Ltu,,g - 0 un{qlt"t;;;; o,; dem Bereich' in'dem unsere Lösung

existiert. Daher gibt es 
"irr. 

r,rrrktlooä = q(r,oo), di" ll oidifferenzierbar ist'und

Lou:uo erfirllt: A11, $en-falenitt*t, 
d"ß +.','= i.s1\t' ä'u = u'o'= ilnu' Däß

diese Gleichung überall gitt, folgt urrs ää,,]"ryt9n !'ei$en 
Gle-ichungen unseres Systems' die

ä,u, = Ay9:r:: Or;,;-+, f.i*" haben, wobei wir im letzten Schritt wie-

der mit diqrributio*:lt:11qf"ir:"S"",rshrr"n.-i.*,,rrr.är"* Svstem 1nd der Glattheitsan-

nahmb über u, ttrn ,,uo folgt jetzt ,rr.*iir"tuur,,d"ß ,, "*"ir,'.t 
ti"tig. differenzierbare''Lösung

d,er Klein-Gordon-Gleichung irt, Ei;;;;;"nth1gae Diskussion ailgemeinerer Gleichu*gen

;äö;;äwdk";i-"-iÄ;"s nncret *u" i" I2l' 
.

DaßdasProblem(.*)sirrnvol1ist;wirclnahe*"1":t.4urcua1eT:oi:n':*

-. Sind,us, r1' Funktionen de1 l_{l.asse_ C-, so wird clurch (*) eindeutig eine formale Lösung

a"t fir* u(t,n),= ll.uo(o)t' best'immt''nZo 
-..ursivaus(*)ausfechnen.EserhebtsichnundieFbage.,

Die u" la1sen sich offensichtlich rek i, Lörrrrrg zu run ;;;: i.t".'.q.**är[
"U 

aiä" formale Lösung etwas,mit einer ,,wirklichen ,:

ä*n"isril d"'
Satz von CauchY-Kowalewskaja:

I
rTI 1

Falls in uo reell-a,nalytisch.im Funktais € R"

Ir reell-analytisch ini; f ö; csi 
'"s(os), 

0"0(cd) " ' ' a,"us(cs))
a!

,-r{

dann existiert eine umgebung v von(t - 0,."0) t1.*j*t, so daß in jeder zusalnmenhäingen-

den Urngebung U c V .,ron (t --0, tri;"i;t:t+,rtig U"'ii**t" t-,to"ttg'(t' c) des Cauc;v-

P;b#t 1*; äxistiert, die in Ür reöll analytisch it!' ' : :

Bemerkungen:

i) Mit.diesem Satz h"!:n wir
gen ein€s CauchY-Problems'
k"*rr"rr' lernen werden, folgt,
(J , auch eindeutig bestimrnt

unsere erste Existenz- uncl Eindeg_19y::i:t:3q" fY Lösun-

AusdemEindeutigkeitssatzvonHolmgren,id"-lwirspater
daß die oben erhafiene Lösung, it geeigneten 9*s"1"1ff"

ist in cler Iflasse von FunktionJn, di; qur einmal stetig diffe-

I
I

I
i
t.
I

1

II'

I

!

I

renzierbar sind.

ii\ Der satz ist sehr nützlich, um eine ,,erste orierrtierugg" über die Existqrz von Lözuin'gen

;li äffi'ääüil;; Gegenbeispiere zu konsrruieren.

'se des Satzes' die entweder elemen-
iii) Es gibt inzwisctren elne Anzahl verschiedenbr Bewei 

skoeffizienten der
tare Methode-n verwenden; "T t1: AbschätzrrngT f"i die Entwick]ySt

Daten direkt Abschärzungeq für ar" il"i"iiGskoefnzient"l 9"1.!i:y"gä" zu erhalten'

oder die abstraktere Methode"'"o*"'ä"iJüt*t: z'B'l3l' [4]' t rl)' wir werden hier kei-

iren dieser Beweise gefen, wg,isen "u*l"täie 
ierschieä"tt"n ivlSglichkeiten hin, weiJ man

häufis vor Situationen gestellt *ird,-i' dengn {r Satz, so wie ei hier s-teht' nicht direkt

anwe'dba,r i*, "uä""iri; 
r"rp"r.,i"rl "i".r 

iet g"*"ise eine gee.rgnete Verallgemeinerung

nahelegt.. ': 
'i 

:
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iv) Es.sind verschiedene Verallgemeinerungen cles Satzes möglich: Ein entsprecheridär Satz
lcarrn noih bewiesen werden,in gewissen Situationen wo, -II Pole hat, die tr\rnktion ,tJ muß
nicht unbedingt analytisch von.t 'abhäingen etc.

v) Es sei hier,darauf:hingeuliesen, daß clie Gleichung nicht,unbedingt quasilinbar sein rnuß.
Wegen der möglichen Nichtlinearität ist in dem Satz nichts über die ,,Form und Größe" d.er
Umgebung I/ ausgesagt; w,ir haben nur die ,,Existenz lolial, nahe csr( erhalten. Sind die
Daten reell analytisch auf unserer (reell analytischen) Anfangsfläche ,9, so erhält mqn zu
jedem Punkt von ,S eine lokale Lösung. Wegen der Eindeutigkeit lassen sich äiese Lösungen
,,zusarrunenflicken" zu einer Lösung, die ,,lolial nahe ,S" existiert.

vi) Bei der Anwendung des Satzes brauchen wir uns nicht um den ,,Typ" der gegebenen
PDgl zu kümmern und auch die Wahl der (reell analytischen) Anfangsfläche isi beliebig,
solÄge wir die Gleichung in die aufgetöste Form brirrg"r, kännen. bi" ob"r, 

"r*eihräWahl ,t : xn*r im Fatl der Laplace-Gleichutrg wat *ittt tit6cfr. Auch können wir z.B.',;
Caughy-Probleme- !n deq Form

110t)2-^,.*m2},_0;lI,=1'lol01u:yrfrirc1:0

mit gegebenen reell-analytischen Funktionen u0, u1 der unabhängigen Variablen t, *2, . i . ,
c" betrachten,; Hier ist also die Anfangshyperfläiche zeitartig bezüglich der flachen Metrik, ,

die implizlt-in unserer Gleichung erhalten ist. Durch ähnliche freie Verwendung des Satzes
von C-K. ist zum Beispiel gezeigt,ryorden, daß',,ein Stückchen" einer Innenlösung mit
idealer Flüssigkeit an die Kerf-Losung anschließbar ist [ 6]. , ' I ,

v) Die Annahme m : L im Satz von C.-K. ist wichtig, obwohl wir gesehen habur, daß
durch (*) imrrer eine formale Lösung bestimmt ist! Das folgt aus dem"Beispiel: , 

' '. '

Aus. Qu : (0r)2u und u(0, c) - ! uiri folgt mit dem Ansatz u(t,n) : I u1,itkai, daß

uki -#rr*zr. Wäihler, *ir'"=lo*"* die Eunktion u(ä) - (1 - r)ji't-J einer Umge.

bung von's; :0, sq folgt, daß u(t,o) : D 12*)i1*, eine Reihe, die nicht kopvergiert! Es;
ß>o'l

sei hier aber angemerkt, daß es Lösung"n ,r1t, r) der eindimensionalen Wäirmeleitungsglei-
chung gibt, di€ z.B. in dem Bereich t > 0, lol < | anlfrtisch sind und 

lt31 
u(t,a) :- (1-4-t

frir lrl
vii) Es stellt sich äie g.ner"lle Flage, welche Glattheit der Lösungen von Feldgleichungen
man verlangen will und kann. Sind analytische Lösungen, wie wir sie hier betrachtet ha-
ben, für die Zwecke der Physik ausreichend? Für statische bzw. stationäre Situationen
(bei denen im allgemeinen di" F"ld", als Lösungen elliptischer Gleichungen erhalten wer- .

den) ist das häufig der FaIl. Eine wesentliche Eigerischaft analytischerlF\rnktione4 ist ihre
,,Starrheit", d.h. die Werte einer solchen F\rnktion in einer beliebig kleinen Umgebung fi.-
xieren die Ftrnktion schon (fast) überall, DieseB Verhalten steht im Gegensatz zu d9r4, was
man bei dynamischen Prozessen erwartet, bei denen man eine lokale Wirkrog"rusbreitung
boolachtet und ,,Einschaltvorgäinge" eine Rolle spielen. Die Ausbreitung einqr Störung in
einem ruhenden Medium wird sicher nicht durch eine analytische Rrnktion beichrieben.

11
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Man könnte es mit ,,stückweise analyti.sch" versuchen' aber dann stellt sich die rb1ry'

ffi; ä",ir""ir""uen l sesl\i"t t ""a 
wlg die. yrscbiedenen a'arvtischen Lösungen zu-

sa,ürmengifäEt werden sollen. Ein ;J;t;, Vorschllg **";eis:uy-o.."1"" der Kfasse.C-e

durch a'alytische Daten 
"o 

.ppro*äiJ*"13" dLsen analytische Lögungenzu konstru.

ieren. Da,nn steht man vor einem';;;; t;";i:Ttt Approximi"It--di" analytisqhe'Losung

l?äJfiä ä"r'*'uä;.1 ?läierr? Du.rnit dieys i":"a"* Fall geschieht' mtßte'' die

Lösungen der gegeberen Gleichu;ä""€"*i""" ,,stribitüat"lu,nt*.-s"o. Das ist eine Ei-

.genschaft, ai" ..r?rr-aus pty"itai;ä; ct"ir"qg" #ti"s"itt";*ot ist: Alle Messungen sind

nur von endlicher Geqg,uigkeir. wäLr"i""'&ag".lgt" der Dat-en 
',ach 

sehr k:rzer Zeit

' 
schon wesentliche'Arri.rrrrrg"" a", iä;"ngen zur FoG: ütt"",-*:i"9 die Aussagekiuh'tltt-

serer Theorie sehr gering! Zurn Schluß'sei darluj t'i"i"*i"*"n' 14 Yit in dieser Diskussion

stäindig arru ,q,*-o;h';" üfer die Existenz .'on LO,'=,i"tt gemu"ht h?P:"'von der wir über-

haupr no"h ,,i"hiäi"#; ;; ;;;;;ü;'i.is! i-s"'nii'tiJ'""pis:itlich- tösungen für unser

Cauchy-Probleä, ä;;;.rrtäi" Att"tytizitat der Daten derzichten? '' '",'

L2



5. Einige Beispiele zur 'W'annung, Grundprobleme , , 
,

:

Die letzte Frage mag manchem als etwas übertrieben erscheinen. überhaupt ist die Wich-
tigkeit einer solchen Diskussion manchem Physiker nicht so richtig einleuchtend. Deshalb
wollen wir an einigen Beispielen illustrieren, daß die Situation nicht so einfach isto wie sie
erscheinen mag,

i)ZurF}agederExistenzundGlattheit.BeispielvonLewy(1957,nichtfrüher!)'

,,Sei g € C."(R,R) eine gegebene Funktion und V eine Umgebung von 0 € R3. Ist die
Funktion u e C|(V,R2) und Lösung der PDgl

ii

}rur - 0zu2 * Zxz }tul + 2rr 0tu2 - g(rt )
':

0tu2 * 0zu1 - 2r1 \sur * 2r3 }sr? - 0 ,

so ist g in einer Umgebung voh ra3 -: 0 reell-analytisch".

Bemerkungen:

Einen einfachen Beweis findet man z.B. in [ 7].

(*) 
{

Ist g reell-analytisch, so existieren nach
analytisch sind. Ist g dagegen in 13 _
Umgebung von 0 € Rl, in der eine stetig
existiert!!!

{t > 0 } liegt, so daß

dem Satz von C.-I(. viele Lösungen von (*), die'0 nicht analytisch, so gibt 
"ö 

überhaupt keine
differenzierbare Lösung des linearen Systems (*)

l

' Man mag nurr einwenden, diese Gleichung sei/,,unphysikalisch". Es mag sich auch einiges
sagen lassen, um diese Feststellung zu begründen. Es bleibt aber die Flage: Wie sieht man
das d_er Gleichung an? Was könnte mich davor bewahren, eine Theorie rr,rit Feldgleichungen
vorzuschIagen,diesolcheunarrgenehmenEigenschaften.besitzen?

ii) Zur Fbage der Eindeutigkeit und Glattheit.

,,Es'existiereir F\rnktionet! o,: a(t,x,), u : u(t,,c) in C@(R2;C), deren Tbäger,in der Me_nge

0{l, * al*u: 0

aber u nicht überall verschwindet!"

Bemerkungpn: 
.

DieAussagewiidin[8]inFormeiner,,üb,'ng''ufg'abe..diskutiert.l
Es existieren also mindestens zwei glatte Lösungen der Gleichung, die oben erwähnte und'
die identisch verschwindende, die auf der Anfangsfläche { t = 0 } (welch", wie wir späterole lcentlscn versqlwuldend€, Cle aut der 4q.nlangstlache t ü = U 

' 
(wefche, wte wrr spätef

sehen werden, nicht charakteristisch ist) dieselbän.Cauchy-Daten üaben. 
'Die 

PDgl sieht
aus wie eine linearisierte eindimensionale Euler-Gleichung. Es handelt sich aber um ein
System: Die Funktionen a und u können hiei nicht ,"ell sein (wäire a reell, so wäre die

_j
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1

':
Die Fra,ge der Glattheit scheint vom Blickpunkt des Physikers nicht besqnders intetes-
sani zu sein: Es hat keinen Sinn, rni! Messungen überp.iif"r, zu wolleno .U "i" f'"iJ"""
der Differenzierbarkeitsordnung'Cl? oder Cl8lst. NicLtsdestoweniger giUt 

"* "Uer 
phy-

sikalisch interessante Vorgängel die sich mathematisch als ,,Glatttt"iTr,r"it"tzung"n,, idä
lisie-ren lassen, 1,8. Fokussierung, Stoßwellen, Phasenübergänge. Darüber hinJus ist die
Diskussion der Glattheit von wesentlicher Bedeutung für die technische Durchführung der
Existenztheorie: Existenz, Eincleutigkeit uncl St"Uilitat von Lösungen werden i* Rahäen
geeigneter F\rnktionenräume diskutiert, die w'esentlich durch Glattheitsbedingungen cha-.
rakterisiert sind. Wir werden diese Fragen etr,r,as in den Hintergrund rücken i;;";"U"t
der aufmerksame Leser wird sie immer wieder anklingen hören. 

-

Man nennt ein Cauchy-Problem,;sachgemäß gestellt", wenn sich die ersten drei der oben
q:"*T!"l Eigenscha,ften in einem geeigneten, präzisen Sinn nachweisen lassen I g], [10].A1swichtigsteFragebetrachten#irzunächst:-

Welchb $truktureigenschaften (eventuell formuliert bezügtich der gegebened ,

Anfangshyperfläche) müssen *i" 
-.ron unserer partiellei öir""""tl.Eil;";;

verlangenr ürrr die flagen nach den oben gegebenen Eigenschaften -in eineÄ
vernünftigen Sinn positlv beantworten zu kärten? 

e

,",. 
}
t:'s *

:,fH
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6. Der charakteristische Konormalenkegel

Im Zo,u,m* hang'imit dgm Sat11o1 Cauchy-Iigwalewskayah{er-r wir q31hen, daß bei ei-

nem cauchy_probfem, bei dem dr" c;äöäd;;fg"1öster Forrn oolli"sutt eine formare

Entwickrung der tösung eindeutig rr"ril**r"irl. B"i Jem cauchy-problem in. allgemeiner

Forin iqt es nicht hI*, ob wir .eing ähnliche Aussagelmachen könne:. Überraschender:

weise wird ein'wesentlicher Teil a., äir'"tt;t, ;;;hier wir suchen' bloßri'elest durch die

Beantwortung der einfachen Frage:

wann läißt sich aus dem cauchy-Problem in allgemeiner Forml

auf ,S bz:w.

auf ,S j

*it : *i
.t

Da det(0lti) = 0n*1Q
natensystem.

Nahe ss gilt l'in' diesen Koordinatep

0y r' . . . ' 0n' tangential z:' S' 
- 
Auf 'S

Komponenten von u skalare sind):

auf V; u' : tüo

atrf V; Lt.: tts, (du',X) '- lL11
(o)
w)

auf S ,,die" transversale Ableitung der Ordnung 1 bzw' 2 bestimm

, da die Werte der
n* iri ofiensichtlich eine Frage an der Haupttgil der Gleichung ""d pf 

I

F\rnktion ö auf ,S durch die Cauchy-ö;;i"stimmt.sind' lGtttt wir imstande sind' eine

transversale Ableitung der gewünr"rrTä"ötä"";;; bestimmil, könlen rrir daraus und r

aus den'Cau"fr'-fi"i;iüU"rilu,rrpt a1le Ableitungen von,.bis..zu dieser Ordn'ung ausrl'hne+

äöä"#. Fä;;;Jffi".yu"rlegung T:"n: 
wir diä

Annahme: Unsere PDgl ist semilinear' d'h' l; : A,l(t] bzw' ;r =';'4;*(t) ; . :

UmdieobigeFhagezubeantworten,benutzenwir,daß'dasJiffeyntialderdefinierenderr
F\rnktion e,der Hyperfläche S nichi rr"rr"t*itg"1 i"-;i"ar Umgebung,von S' Zu ro € f
gibtesdaheiein j 6 1r,?,...',nt1;.;t-ä;qi314,95;""'an"iu"ebpiro' 

wir'kö""'1

zurBeque*ri**äii"i''ij*"",aunj-n+r.i't.Wirsetzenn-un:
fiiri:L,2,...,nund*nt|'.=iD('.',...,''*')';

I 0 für r nahe rs' definieren die Funktionen ci' dort ein Kooldi-

S : {xn*r' - 0} und d.aher sind die Ableitrygg:

erhalt"r, wir (l,u"b-i wir wieder annehmen, daß die

(o) AiL;u: All;rtt ö;,u - (Ai0;Q)0,,41ut T:ry: 
äie " 

uird innere Ableitungen

bzw.

$) AiÄo;o*u: 14i&äiiDBlO;(0'+r ')2u*Terme' di.e ir' l',*lu und innere 
fbleitunsgndavonaufSenthalten' ' 
'l

wir,definieren nun (unabhängis lgt am sllflten l(oordinaten!) das lIa;yntagnolol unse-

;;"ö';;#t.ä;;iüä K",*öi"r'""* 
l:" 

o 
.!'"P.t:::::1) 

u":1 
.

T*v) (r,€) :* o1(*,{)': iilr;g; (buy' oz(x,6;: aiß1o){r€r) € MNxiv(c) 
.
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Bei einer Gleichung 3. Ordnung hätten wir a3(c,{) - /tjt6,;{i{p etc. Die {j entsprechen
hier den ä,iiD und man sollte sie sigh daher als ,,Fläichenstückchen'l.vorstellen. . l, .

Die ,,Auflösbarlceitsbedingungf in r € S lautet dann im FalI eipel Gleichung der'prdnung
nz, daß das Hauptsymbol im Punkte dA@) des I{otangentialraumes invertierbär ist,, oder,
in anderen Wort.'r, daß die charakteristieih" Form äu,-s

bei.{r= d0(o) qicht verschwindet. Ist diese Bedingung in allen Punkten p- e ,{'erf{illt, :

so heißt' die llypgrfläche .9 nirgeytils charakteristisich ode{ frei. In diesem,Fall läßt sich
das Cauchy-Problem durch (viele) Koordinatentransformationen in die ar{grlo6te 

'Forrn r

b1i"*en und bestirnmt eine formale Lösung in jeder Orclnung.

rtellenmenge der'charakteristischen Form in r € V

C,: {(*,€) € f;Vlq*(",{) - 0, ( *0}

charaheris,tischer Kongnnalenkegel iz o, und die Vereinigung -dieser Kegel,

Cv:l)C, . '

heißt charulcteristische Menge,unserer PDgl. Die Struktur der charalcteristischen Konor-
malenkegel ist von entscheidender Bedeutung für die Eigenscha,ften der Lösungen urid'die
Existenztheorie einer PDgl.

Ist die Fläiche.5 so bescha,ffen, daß-:\
(*) Q,o(r dO(c)) : 0 fär alle o € S- ,

d.h. dQ(c) e C, für c € S, so heißt die llyperfläche ,S ,Charakteristik" für unsere PDgl,
Es liegt nahe zu vermuten, daß wir Probleme mit der Eindeutigkeit bekommeri, wenn.wir
das Cauchy-Problem mit Daten allein auf.einerCharalcteristik lösen wollen.

.Die Situation ist tatsächlich noch komplizierter, Der Einfachheit halber betrachten wir
den Fatl (a), der Fall (B) kann, ahnlictrwie.am Beispiel der Wellengieichung SezgiS;t, auf

, den Fall der Gleichung 1.. Ordnung zurückgeführt werden. Aus der Bedingung (*) folgt,
daß die Matrix o*(x dO(c)) ginen Rang kleiner als..Iü hat. Daher gibt es z,t o €,^5 ein
nicht verscfrwindend.es ua € CN, so daß a! Ai(x)O;O(c) = 0. Das ist aber gleichbedeutend
da,urit, daß der Operator u[.li(a)O; in o ta^ngential zur Hyperfläche S ist. Daher stellt die
GlCiotrung u{(Ai(a)iliu * b) = 0 in o bine Bedingung an die Cauchy-Dat-en dar, d.h,: Die
Cauchy-Daten können auf einer Charakteristik nicht frei.vorgegeben $terden!

Die Charakteristiken haben fär den Typ von Gleichungen, der uns im Folgenden besonders..
interissieren wird, eine große Bedeutung für die Existenztheorie und häufig, interpretiert
als ,,Wellenfronten", eine ebenso große Bedeutung fär die physikalische Interpretation der

, Lösungen. Wir werdgn noch mehr darüber hören.

heißt

' #''
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Jor dgr Diskussion des charakteristischen l{onormalenkegels und a,ller davon abgeleiteten
Begriffe hatten wir die Annahme gemacht, daß unseie pbgl r;li;"* ,"i. o"J n;;;;;Vortlil, 

9,{'{1" Koeffizienten der FDgt; die in die Definiti,oä ilC;ö;; bols eingehen,

::i,*r U"bekannten und ihren f bteilungen un"bhringig ;i-na. il F"tiäfL."r"**i"ää
$::SXf ,.s:ht,T"' ":" . :il"' "h.,ry.e"bJl 

gedachter"ior,* * il- öil}ö;*ää
:";r1, ;a t:] : 1l !.: T,.!' ) 

) a,* : .qrh ö,,0 (,i, 4r, ; i-il ii;;, ik; jäffift ;ä#;
't*".- eiläilää;"täi"n

Äo-- t' - l:- -^---::Lla^J T r-, i rdann verl der gewählten Lösun g u0 ;b.
Mehr über charakteristiken usw. findet man z.B. in [2], Ig] und [1lJ.

3,:.:f,:\rI d:" Hauptsymbols gibt. A$a! zu einer Iflassifizierung der pDsloglgyf ;;;"'dt;;ä,ää."i,;:":ööi:T]"l:ff#ff:':ffi ,ütffff *|,ff
:.f :älgi;ilä;""""s,r_'r-..-i;1:ä;ä;fi "l"il:T:ff ;-:ff ä#;ä*."*"*ä$E(fi+. : .€7), während die Lösunsen der Gr"ichung;;,;hr;";rJrriä'"är"äö*äääil#;

(*,f) =
Nehmen wir wieder t1:'dd unsere PDgl semilinear sei, so ist der einfachste FhlI in derKlassifi zierung durch die Bedingu"s g"lä"""äh"lä

.,,d*Hauptsrynbolo,*(a,t)i'tinvertierbarfüralle(c,()e?-Izmitf#o,,
.l

Tiry- lD9l, die diese Bedingung erfüllt heißt ,,elliptisch auf lr'*. In diesem Fall ist dieTDvul l- -.r t IDü (IlE

l,iflö*i\it immer sey$r$stet. urrr"* oi"i""sioo 4"" Cauchy-problärrrs fii; die La-place-Gleichung, 
-d"a einfachsten Beispiel einer elliptischen Gleiähung,;; ;;""**;äangedeutet, daß das Cauchy-Ploblem ftit elliptische öt"i"f,ungen nicht sachgemäS ist.

Die Struktur der Hauptsymbole der PDgln, die uns im F'olgenden interessieren werden undfti'r die sich das Cauchy-Problem ats 
"äÄsemeß s"rtdl;;t*";äffiäfi;ä;:"

1*-:... .--
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