
11. Lineare partielle Differentialgleicliungen mit konstanten Koeffi-
zienten. Gärdings Hyperbolizitätskriterium

Die eirrfachsten partiellen Difierentialgleichungen sind die linea,ren rnit konstuot"n Koef.
fizienten, vgl. die Beispiele auf S. 5. Nur für diese Gleichungen ist eine notwen$ige und
hinreichende Bedingung für die Lösbarkeiü des Cauchyproblems ftir beliebige C--Daten
(erst seit 1951) bekannt. Die Theorie.dieser Gleichungen zeigt, wie in diösern Fall die
Grundfragen (S, l4/L5) beantwortet werden können und welche Rolle dabei die Begriffe
Symbol, charaktiristisches Polynom usw. spielen;sie bereitet zugleich die allgemeine Theo-

arle vor.

Wir betrachten als tseispiel wieder die Gleichung

Lu : AinAo\t u, + Bnlnu * Cu: f..
fär eine N=komponentige Unbekannte u(t,u), s €.R''-Die N x iV-lt{atrizen Aik, Bt, C
sollen jetzt natürlich konstante, i.a.-komplexe Elemente haben. Alle Uberlegungen dieses

'Abschnitts gelten ohne wesentliche Anderyngen ftir Systeme'b'uli"big"" Ordnr-rng an Stelle
v9rr (1). Die Gleichirng (1) bleibt bei a,ffinen Tlansformätionen der Koordinaten t, ri

, das Rt*r erhalten. Deshalb werden die folgenden Beg{ffe und Sätze i.a. a,fro-inrnriarrt
formuliert

Wir stellen folgende Eauptfruge: Zu'welchen Gleichungen vom Typ (t) gibt es Hyperebe-
nen, für die das CP mit beliebigen C--Daten und beliebiger C--Que[e / durch C--

(1)

Funktionen u lösbar ist?

'Pu*it. d as C P füt (1) mlt Daten auf einer Ilyperebene .E so lösbarist, muß .E frei sein;
denn sonst wären die Daten nicht beliebig vorgebbar (Siehe Abschnitt 6, S, 1?), Sei.also

^B frei und durch o0 = t = 0 gegeben (I(oordinatenwahl); dann ist .,4.00 = Ä invertierbar.

Im Hintlick auf Abschnitt 8 genügt es, das Standardproblem zu untersuchen, also:'

Wir nChmen zunächst den Träger voD u1 kornpakt an,
\

.l

Da, L linear und translationsi$rariant ist, liegt es nahe, (2) durch Fouriertra.nsfornation
zu lösen. Fouriertransformation bezüglich.t eignet sich nicht für das Anfangswertproblem,
weil sich die Bedingung Qu: ur nicüt ,,loicai;mit der bzgl. t Fouiier-transformiä*a ",t"u förmulieren läßt. Wir Betzen deshalb versuchsweise

u(t, n)

ü1(0)

= (2n)-n/' 
| "'o'ü(t, 

k)*I

= (2r)-"/, I *'n, ür(k)dk

(2)

i

(2')

(3)

(4)
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und erhalten - zunächst formal - statt (2)'
''!': ..

L(A ,ik)"(t ,k) - 0 j

Diese Gleichungen beschreiben ein Stando.{ A-"f.Ts'I*p'eTltt,^11-ry:T-!:)-f;;
äaT;allrään?;""rrääi"i"t'"r"en für ü(t,k) mit käs Para'rnete{, {eg3l der rineari}li!

ä'ääil:ü;il1ä;ts;;5;r"" eine'Linearkombination aus den /v Lösungen zu dea

sungen als Spalten einer Matrix U(t',k) auf, so
Daten

mutrgelten

.

die Lösung von (5), (6) ist dann

t'

Die Lösung na (7)'

:'(+ t\ fT(+ I^tti'f klü(t, k) : U(t,k)tlr(k)

(s) läßt sich durch das Kurvenintegral
i

-a f

Ir

darstellen. Es ist übei eine Kurvri ft in der komplexen ur-Ebene zu eistrecken'

NitttrtiU." des cha,rakteristischen Polvnoms ' ' 
''.

positiv uml äuft, z.B. tiber einä genügend St"lT Kleis' -Ilierb:i 
t:' o,das (tl f:"1*1"

ä"fiJ"J")c;r;t"y*bol von z;ooJut ist wie in Absehnitt 10 €: (-t,&) gesetzt'

Daß das Integral (10) die Gleichungen (?), (8), erfällt, folgt-mitte*. u::.,,":*::*:"
Tnrcorn;ia.to"* d*r.L ä"o Gr"nrüberg-ang 13 :,1.1 : R'+ oo. IJm.auch (8)2 einzusehen'

entnehmen,wir aus 
f 
tl

'^'

.l

die alle

, also

-aw'(r + o(lrl-1) ,

,i
(Die o-Teime beziehen siü auf ein ucu"uigo, aber festes tc.) Dapit t"tqt (g)z rnii It

.Aus (B),(g) und (10) urgrft sic|, zunäichst'ffial, die Lös ing aes Proflms (2): '
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Dies Integrat steltt ,;t',"t'ti"t' eil3 C--Lösung des Problems (2)' (2')

iiaüionen beliebig;"ö;il""g ,,."h t uncl den ro mit,dbr Integration

dürlen. O* *ied"rrr;ttt d; Fall,,wenn allerlntegra'le der Form

reicht also ar,rs, daß

^a-4- [ "-o-r, 
iw)Io-t(-;7e,ilc)dtoat'u1t"tc) : -2n J:':

d,ar, falls Differen'-
vertauscht werd,en

..
u ' 

.' 
' 

.r'

\

für jedes ? > 0 im Bereich lt! : T: k € R,, alsglut und gleichmäßig konvergieren' Nun

folgt aus a", Vorior*t**(r') Ug."-"i äJät* Satä:von naley-'vyiener' daß lül für

lfrr * oo schnen"Jä, j.ät""]"rir" rrr-p"i"", 
-ir*mmt 

Für die Ric,hlfertigung von (12)

für jede

t

U{n das
.;

(13)
:

, die

,I

gleichmißig höchstens polynomial in

benu tzenwir die Matrixforma frA

'i

k wächst.

:. q{,o-t )t

alu1t, k) :
.1

d'w

ergibt. 11 werde so'festgeles!: um j3de Nuuste[e sz i vor q(-iür, ilc)'werde ein Einhe-itskieis

;äü;; ;i" t;i;ü;;;";- ;,:zo"u*-""se'tzins!'diewr Kreise sei rr:
.i

j

Dann folgt;

_n

(-iI( Ä) f %(&) ':2" 
/. 

q(-i
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liqse tetzte Eigenschaft'bedeutet aber, duß q hyperbolisch und der Kovektor dt mit den
{9qp9tr*ten. (1,0,...,Q)-bezüglich q ,u,r**rtij i", "si.ä;Jji; i;:'il"'"#"d"E(t - 0) wird dann auch raumLtig ienannt. 

" ' ? ' t----.----: -"t - :

Ergebnis: Das Standard-Cauchyproblem (2) mit (2') hat eine C--Lösung, wenn das cha-rakteristische Folynom g von .tri.ypuruoii."h,rrrd'di" Anfangshyp";"t;;h;";;"ä#ä
ist,, Sne Lösung wird (in ganz R"{r) durc-h ,

.u(t,-):&!a*a,ar,!-",u,--t)o-t(-ius,;t,1a.

dargestellt, worin ü1 durch (4) bestimmt ist.

(15)

Da rnit der durch t : 0 beschriebenen ll5rperebene auch alle daau parallelen und aus Ste-tigkeitsgründen auc-h alle Hyfer"b"rr"r, Äit Korrormalen in einer u*g"ffi ;; äCr";
flei sin{ folgt,aus dem satz von Holmgren die Eind,eutigbedt der r,ororrg d.;s;äd";
ll"::' Da nach dem,s-e-lb9n satz jeder ftinsenbereich" .i" Äun"retdiäbereich ist, häinstdie Lösung in einern,betieliq3l pulk! (t, r) e R'*r nur.von den o"t"" ""i"]"ääö?;;;abhäingigen) lcompa,kten Teil der Anfangsiryperebene ab. il;JtilJäi" vo..,rssetzung(2') durch

u1 e coe(R') (2")
ersetzt werden. Schließlich ist nach Abschnitt 8 auch die Einschränkung auf Sta^ndard-
D aten unnörig. Die Hauprfr"g" ;i"ä ;;; 

-;;;;";ä;;;;;; *

Satz (Gäiding):

Zu einer partiellen Difierentialgluj"l.Tg mit [<onstanten l{oeffizignten gibt es Hyperebenen,für die das Cauchyprobl€m mit beliebfen C--Daten und euellen durch A;]Ä;;ffi;: l_ösbar ist, wenn: & "t*J;;i;tir"rr""poly.* ; ;", Gleichung uvpäiäir;t:;.-"öä
Problem ist dann l<isbar für bzgl. { rauma,rtige liyperebenen. öi" i?ö,ä/d;r"*rä
faten eindeutig bestimmt 

""a"*ita ;"r"h (i;)]ä"q*en mit dsr Duhamel- Formelndargestellt, '

Bemerkungen: . ', 
:

(i) Gärdins. hat überdiesgezeigt, daß die im ersten Teil des Satzes formulierte Bedingsng
nicht nur hinreichend, soildern auch notwendig ist; siehe tll. 

- -=-- -e--c

(ii) Aus dem obigen 
L1j1 

rolst 
-{il,"kt.di"-stetige Auhtin_sisfceit der Lösung von den Da-t3o (l0auchv-Stabilität(') mil Hilfe des S"tr"l'tiu"; Äfü;;; ä* ubr"rchlossenen

Graphen, angewandt auf die Abbildung des ne"n"t-naums ä;;'D;;;";:;;ö;"ää
Lösu4gen; siehe [B].

f:?r1*t:*:tf Differentiatgleichung mit koqsra^qten Koeffizienten heißt stjrikt hyperbo_
Idscä, wenn ihre charaftteristische 

":.t* 8m es ist (im Sinn der p"n"iti"" in Abschnqit ro1.'lvegen der Eiqfechheit der Nullstellen ;; k"'; i"ää räi äil;äos€nen (q : q^),
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strikt tryperbolischen Gleichung die ur-Integratiori in (15) mit Hilfe des Residuenssatzes

aurftihten. Dann ist

lJ*tl' '' v- stt.n l":v- "\' l+leT.J

endlich, und es Iäßt sich:mit dem Paley-Wiener-S atz zeigen; ai{ Wjrfungel+ctr höchstens

,rr, d.h. daß sich entsprechend dieser Vorstellung Ab'

htinsigkeitsgebietq bestimmen lassenl siehe l2I.

. (iv) Ersetzt maII in (15) ür durch da1 Fgurigrintegral über u1,.so 1|tUt TuJr "tl" lineare

i"(s.ittdarstellung äur'Lo",rttg u(t,c) durch {us Datum u1(r). 
-_Diese 

Darstellr*,s-1tf'

sich unter geeigneien Voraussetzungen in die Darstellung mit $ilfe einer Greeinfunktion

umförmen.-
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L2. Lineare hyperbolische Gleichungen '
..

Wii wollen jetzt den Begriff der Hyperbolizität allgemeiner betrachten. Mit anderen Wory

ä'u;;; ililFi.;ä;""" tür äi"" gesebene lartielle Difierentialä:leidY"e {,ösungen
,o Jl"* Cauchy.D.tenät einer gegebenen Hyperfäche ,5 existieren. Wie wir schon gese'.

l;"-irüal,;ili ;;;";;il;iiätti"ais"nde Antwort, solansg,yi".*'" auf Gleichunsqn'

;ii "r"fytiä"r, Koeffizienten und auf Jnatytische Daien t"s*iie,n5;n. Nämlich, S. so]l

niÄt,"ft"takteristisch sein. Wir haben abel luch g"t"!u1,.9a4 ana,$fche Datelfir physi-

kalische Zwecke nicht ausreichen. Ich werde hier {en Fqll lilearel.Sleichungen 9iskut-iereni
a";en r*m"i""tu" n"d Daten C* sind. Ich hätte aucü an!9re Differenzierbarkeitsklassea

betrachten können, äber das wtirde für diese Diskussion nicht viel bringen. Ich nehme al-s

Ausgangspunkt fglgende
o.n""iii"nen:EiieGleichungisthyperbpIischbezüglicheinerHyperfläche.5,wennzu
i"J"* Cr"chy-Datum ae1-N]1sse C* 1u1S 

ein3lltlnrechelde Lösung.in einer Umgebrqg

von ,S existiert. . Eine Gleichung heißt hyperbolisch,wenn es,Hyperflächen mit dieser'Ei-

g"rr""huft gibt. Eine raumartige Hyperfrache ist dann öine, die dlese EigensCha;ft luj., t
öi"r" Oefiäitiorren sind aus fblgÄd"n:Gtt*den unbefriedigend. .Um zu zeigen, daß- eine

ät"i"frrrng in diesem Sinnb hyplrbolisch ist, muß man einen Satz bewejsen. Man hätte'
'um füi hyperbotiotte Gleichungen, solches daß man sich die Gtreichung nur'

fl":t:läT:li um festzustellen, ob Hyperbolizität vortiest oder nicht :

Ich betrachte zunächst eine lineare Gleichung folgender Fogm:

(1)

i

Die:F\rnktion u datf vektorwertig sein, was be{eut-gt'. daß S1ste,-ry vg lleichunSen 
mitbe-

handelt werden. 'Wann ist die Gi"eichung (r) hyperbollsch? Sind die Koeffizienten konstalt,
so hat man das allgemeine I(riterium vän Gärding. Fär nicht'konsta,r$e {ge$fientgn gibt

es sö etwas nicht.- Man muß sich vielmehr puf spezielle I{lassen voq Gleichrrngen ein-

schräinken, wo mari mehr sagen kann.

Es ist nicht überraschend, daß die Charakteristiken auch hier eine wichtige Rolle,spielen.

Im skalaren Fall sieht die charakteristisqhe Glelchung folgendermaßen aus.' ' ' ' '

Eine Hyperfläche ist charalsteristisch für die'Gleichurrg (1), wenn.{l" iH:

(2)

,,

Tangenten in

j;;*äilk; r *,""uiurt werden von einga(, das'die Gleichung (J) erfri[t. Im Fall, daß

u vsktorwertig ist ;J d; ü";ffizientön infolgedessen matrix*äiig, rnuß man statt ded

Hauptsymbols dessen Deternfnante in Gleichung (2) nehmen:

Eine fär die',Physik besonders wichtige Iflasse von Gleichungen.fs.t die def syn'rnetrisclt'

Tfiir[t1t "h";äl"i.h""gd. 
o.r sind-bteichungen erster ordnung der Form

T
plin

(3)
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wobei Ä0 and Ao hermitesche Matrizen sind. Damit clie Gleichung qymmeJrisch hyp_er-

bolisch ist, soll. es Kovektoren { geben mit der Eigenschaft, dd ,4'{i definit ist; Die
dazugehörigen Flächenelemente sind dann, wie sich herausstellen wird, raumartig. Die

"n"rJiteiirliroh"o 
Kovektoren sind diejenigen, für die Ai(; singuläir ist. rFüt Glei"hungen

der Form.(3) gelten die sogenannten Energieabschd.tzangen (D* I"ll pngrgie_hat in
diesern Zusaämenhang, ausser in speziellen Beispielen, nichts mit physikalischer Energie
zu tun.) Eine solche,Abschätzung hat (für eine homogs:re Gleichung) die Form

t

,Hier bedeutet u das Anfangsdatum für u, Die Normen.sind SoboXea-Norrnen,ldie ich hier
nicht näher diskutieren möchte. Sie messen in Integralform die Grösse einer .F\rnktion

zusammen mit einer bestimmten Anzahl ihrdr Ableitungen und verallgemeinern die wohl-
bekannte trz Norm für quadratintegrable Funktionen. Ich werde jetzt als Beispiel zeigen,
wie man die erste solche Abschätzung, närnlich die für die Lz Norm, herleiten ka^nn. Ich

nehme an, daß die Hyperflächen f':const raur,hartig sind. Deshalb ist A0 defini^t (ohne Ver-

luit der Allgemeir-rheit positiv definit) und hat eine positiv definite Wurzel (Ao)tl'.Wenn
man u = (Ä0)l/2u definiert un{ in die Gleichung einsetzt, bekommt man eine Gleichung
für ur,,dielauch symmetrisch hyperbolisch ist und in der an Stelle von A0 die Identität
steht. Die gesuchte Abschätzung für u ist der für to äquivtr,lent, Folglich brauchen wil nur
den Fall N - f zu betrachten. 'Wir betrachten ein kompafttes Gebiet G folgender Form:

& ist der Durchschnitt von G mit der ltryperfläche t :const. Der ,,Mantel" M des Randes

äG sotl glatt sein und die Eigenschaft haben, daß die !I_at{x Aiviinjedern Punkt negativ
semidefinit.ist. Dabei ist z ein Konormalenvektor zt AG, der nach innen gerichtet ist. Die
Hyperflächenelemente, die zu dieser Hyperfläche tangential siud,.sind e:rtweder raumartig
oder charalcteristisch. Eine'solches.cha.raltteristisches Hyperflächenelement ist ein Grenz-

wert von rauma,rtigen Hypefäichenelerirenten. ( ,, )r'soll,die'-t2-I'[orm auf der Hyperfläiche
,9t sein. Weil Sr uott t abhtingt, treten im Folgenden Randterme auf. Jetzt müssen wir 4ur
noch'rechnen:

(4)

+ 2Re(AoLou,u')t

1r(u, ul t : 2Re (u, fltult + ( uou, ulosr

: 2R"(", - Ao 7ou - Bult + (usll,ul ost

: -(u,(0oAo)r), - (u, Ao },,ult (u, Ao t/ql;)as,

: (u,(Ar4')r)r + (utAouau)as,

: (r,(0, Ao - B)ulr+ (Anuiu,u)t

S C (",ult
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Mit Hilfe dieser Beziehung können wir (u;u)r durch (u,u)o abschätzen. Die gesuchte
Ungleichung (u, u)c < C (u,,u)o folgt daraus durch Integration von O bis ?.

Aus der Ungleichung (4) folgt unmittelbar die Einileutiglckeitvon Lösungenin einem Gebiet
der Form G mit gege,benen Anfa,ngsdaten, wie rtran folgenderma$en sehen Laln. Wenn
zwei Lösungen existire,ren zu gegebenen Anfangsdaten, erfüllt die Differenz der beiden eine
homogene s5rmmetrisch hyperbolische Gleichung mit Anfangsdaten nu[. Es folgt. aus ( )
daß diese Differenz im ganzen Gebiet G versÄr*rinden *,tg. Wir sehen 

".n; 
da$,di;

Definition der Hypebolizität, die am Anfang gegeben wurde, für solctre Gleichungen lolccl
ist; denn $,!eßs sirdie,Existenz lokaler Lösungen uachweisen könneh, könngn wü die
Eiadeutigkeit benutzen, um diese lokalen Lösungen zu einer Lr5sung in einer Umgebung der
Senzen Anfangshyperfläiche 'zusa,rrmenflicken', wie wir im analytischen Fall scihon gesehen
haben. Die Ungleichung (4) bedeutet auch, daß füisungen, falls welche existieren, stetig
von den Daten abhängen. Damit ist die Instabilität, die beim Cauchy-Prcblem für die
Laplace-Gleichung vorkoqnt (Abschnitt 5), ausge"btlorr"o. ; '

Wenn man Ecds tenz für das Anfangswertproblem zeigen will, kann man in diesem Fall
folgendermaßen vorgehen. Zuerst approximiert man die Daten und die Koeffizienten der
Gleichung mit analytischen F\r'tktionen. Sei uo eine Folge von analytischen Daten, die
in der gegebenen Norm gegen u konvergiert. .Fär Koeffizienten, die ou,n sind denen der
ursprünglichen Gleichung, k",no die Konstante in (a) unabhängig von diesen Koeffizienten
gewäihlt werden. Mit Hilfe des Satzes von Cauchy-I(owalewskayabekorrmt man analytische
Lä.sgpgen tt,,- ztt den Daten u,. (vgl. Bemerkrrng 3, S. gg/40). Die Ungleichung (4) zäg+:,
daß, wenn u,, eine Cauchy-Folge ist, so auch uo- Dehatb Lat'die Folgb ,r, 

"irr*o-Gi"or*äiu. (Dabei verwendet man die Tatsache, daß die Sobolev-Räume vollstäindig sind.) lüeon
genägend viele Ableitungen in der Norm enthalten sind, wird u die Gleichung (3) lös€n
mit Anfangsdatum u. Daß diese Lösungen für C@ Anfangsdaten auch C* sinar i"t 

"io.Folge der Einbettungssätzn für Sobolev-Normen. Also gilt

. Satz 1: Sei G ein Gebiet im 6n*r mit den oben eingeführten Eigoscha,ften bezfigli6tr 6*
Gleichung (3). Fäi jede C- Funktion u auf ,9s : {(c' t) e G: t : 0} gibt es eine andeu-tige
Ce tösung u der Glelchung (3) auf G, deren Einschränkung auf So qit ü übereinsti$qt.

Eine arrdere wichtigelflasse v.on Gleichungen ist die der strikt hgperbolücäen Gleichungen.
Diese Glöichtragen-sind durch folgende Eilenschaft charakterirät. (Wir nehgen uo,:iluß
dei Vcktor u in Gleichups (1) lV Iiomporrenten hat und daß, wie no,rher, die Ordnuag
iler Gleichung'nz ist.) In jedem Puntt c existiert ein { depart, daß für j"dtr I # O,
linear rrnabhäagig von {, die Gerade ? + )€ den chara^kteristischen Kegel iu genau /Vrio
Prrnlcten trifit. Das Flächeaelement eines solchen Kovektors { heißt dann raumartig (vgl.
S. 26). Für die meisten hyperbolischen Gleichungen der Physik ist diese Deffniti;"iÄt
allger,rein genug. Man sollte auch Gleichu4gen einschließen;'deren Hauptteil in eine direktb
Susrme von'stritt hyperbolischän Operatoren zer{li^tlt. Darnit wären zrrrn Bsispiel die
Maxwellgln. und die (atlerdings semilinearen) Yang-Mills Gleichunge,,in der Form non
Gleichungen zweiter Ordnrrng (Abschnitt 2) eingeschlossen. Die genaue Deftnition ist aber
zu kornplizierl, als daß ich sie hier angbben könnte.. Das bekannteste Beispiel für eine
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strikt hyperbolische Gleighung ist die Wellengleichung auf einer Raurdzeit mit Mgtrik 9;;.
Diö charakteristische Gleichung ist gij6'6- = O und deg charakteristische Keg.el iä punl*
s ist der'Lichtkegel im Kotangentialraum in diesem Punkt. Daß diese Gleichung strikt
hyperbolisch ist, ist geometrisch leicht einzusehen; ma,n muß einfach { zeitartig'(in der
relativistischen Terminologie) wäihlen. t

Es ist relativ einfach, diese Gleichung auf ein symmetrisch hyperbolisches System zurilck-
zuführen, indem man die Ableitungen erster Ordnung der F\rnktion u als zusätzliche'Un-
bekannte nimmt, um dadurch ein System erster Ordnung zu erhalten. Einen Spezialfall
davon haben wir schon in Abschnitt 4 gesehen; der allgemeine Fall wird von Courant-
Hilberi durchgeführt. Ftir eine allgemeine,strikt hyperbotische Gleichung funktioniert dies
nicht ohne weiteres. ps gibt aber raffiniertere Argumente mit deren Hilfe ma,n die Exi-
stenz und Eindeutigkeit von Lösungen des Anfangswertproblem,s fär strikt hyperbolische
Gleichungen aus den entsprechenden Aussagen für oyrnmetrisch hyperbolische Gleichungen
schließen kann. Dies ist die übliche Methode.

Als nächstes möchte ich den Begriff Abhdngigkeitsgebietdiskutieren. Hyperbolische Glei-
chungen (oder zumindest diejenigen, die wir hier betrachten) beschreiben Vorgänge, die
sich mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Dies bedeutet, daß die Lösung in einem
be.stimmien Punkt nur von den Anf*pgsdatqn auf einer bestimmten kor.npakten.Tuil*rog"
der Anfangshypgrfläiche abhäi,ngt, Es gibt leider zwei verschiedene Säingrgä Definitiönen d;
AbhEingigkeitsgebiets. Sie sind vörwa,rrdt, aber keineswegs äquivalent. Die erste Deffni-
tion, die man im Buch,von Courant& Hilbert findet, werde ich hier Sricht:angeben, weil
die Definition, die in'der Literdtur über Relativitätstheorie meistens verwendet wird (2.b.
Hawking& Ellis), ein Spezialfall der anderen Möglic.hkeit ist. 'Betrachten wir'als Beispiel
die'Wellengleichung lokal auf irgendeiner Raumzeit. Dann sieht 'das' Abhängigkeitsgebiet
folgendermaßen aus:

.l

Der Rand dieses Abhängigkeitsgebiets wird,in diesem Fäll erzeugt von Nullgeo.dätischen,
,die senkrecht zum Rand vory,S anfa^ngen. Diese Nullgeodätischen sind.die,charakteristi-

' schen Strahlen für diese Gleichung.'Das Abhö,ngigkeitsgebieteines Stücks,^9 einer Anrangs-
hyperffäiche besteht aus Punkten 1r, so daß die Lösung im Punkt p eindeutig, bestimrnt ist
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durch die Anfangswerte äuf S. Diese Definiti'on ist nicht eindeutlg, und deshalb:sollte'man
eigentlich nicht van dern Abhängigkeitsgebiet reden, sondern u"X'";nr*dhärü;;ikg"-
biet. Man könhte eine eindeutigä befinliion erhalten durch die Forder;g, drfi;-ö;fiät
das,maximale seln sollte, a* ale r'*'"';n.fiJ;;;äi;: ö;;;;äale Gebiet l€nn
aber schwer zu bestimmeT sein wegen der Existenz von speziellen Cf"*h""sd;;; d*
Hlrygensche Prinzip oder Ahnlicheslrfüllen.
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13. Nichtlineare rhyperbolische Gleichungen

Eine nichtlineare Gleichung heißt symmetrisch hyperbolisch bzw. strikt hyperbolisch, wenn

die linearisierte Gleichung um jedes u symmetrisch bzw. strikt hyperbolisctr is,t. _Diese
Bezeichnung wird auch verwendet, wenn die linearisierte Gleichung die betreffende Eigen-

sehaft hat, iorausgesetzt, daß die Werte vorl u in irgendeiner (nicht leeren) offenen Menge

liegen. Eine quasilineare symmetrisch hyperbolische Glei.chnr-rS feht.lulwie Gleichugg

(B[ Oer einzite Unterschied ist, claß die Ai von u abhäingel.dyd:":. Als Beispiel können

ftit a* Ederßystern der Hydrodynarnik betrachten. Eiqfachheitshalber werde ich nur die

nichtrelativistischen Gleichungen im Falle vön zwei Raumdimensionen aufschreiben. :Die

relativistischen Gleichungen in clrei Raumdimensionen sind sehr finlich. Als unbekannte

F\rnktion nehme ich den Vektor (Lt,u,u) wobei 1^r die Massendichte ist und qr_und 9 dr9 Kom-
ponenteri der Geschwindigkeit sincl. Die Sihallgeschwindigkeit ist c mit c2 = 0pl0p > 0.

Die'Koeffi7ientensinddanndurchfolgendeMatrizen'gegeben.

0
p l"'

0

,A,:

Die Matrix B ist in diesem Fall gleich Null. Offenbar können die Gleichungen 4ur;in dieser

Form geschrieben werden, fatls p I 0. Ein Beispiel einer strikt hyperbolischen Gleichung

bietet äie nichttiireare Wellengleichung

gr:

('ä'

,j, "')r,!,"*)('1

Ao:

tl 1

pu lcz
0

rl"r)

(:tt
0

pu l"'
0

A;i (*, u)7tTiu + F( r,u,2prt) - 0

l

(5)

für eine,reelle skalaie Unbekannte u. An diesem Beispiel sehen wir, daß für öi6e nichtli-
nea,re Gleichung die Charakteristiken'im ti'llgemeinen von der Lösung abhäingen. Id dies€m

Fall sind sie die Nullhyperflächen.von Aii(*,u). Wie zeigt rnan, dd eine quasilineare

Gleichung, die in diesem Sinne symmetrisch oder'slrikt 
^hyperlolisch 

ist, tatsächlich hy-

perbolisiliist im Sinne der fräher angegebenen Definition? Um Existenz vdn tösunge3 des

ÄnfangSwertproblems zu beweisen, benutzt'man ngrmalerweise eine bestimmte Art'Itera-
tio". i*1 *"ia" sie im Detail für die Gleichung (5) beschreiben; d.ie Iteration für lndere
Gleichungen sieht sehr ähnlich aus. Man löst iterativ die Gleichungen

Ati (*,u,.)0;0jun+1 + F(*.,un, 0*un) : 0

mit gegebenen Anfangsdaten. Die schon vorhandene lineare Theorie sorgt datür, daß

r"f"tä iöu,rog"o existiereu Wenn wir eine Abbildung,f. 19n!!er91 durgU !("ü: tl*I,
dann irt 

"itr 
Fixpunkt von .[ eine Lösung d"r Gleichung (5). Man kann in der Tat z9i8e1'

daß, wenn *uo äi" Lösung in einer hinreichend kleinen Umgebung der Anfangshyperfläiche

betrachtet, die Iteration gegen einen Fixpunkt von f konvergiert und daß dieser F'ixpunkt

(6)
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die eindeutige Lösung der Gleichung mit den gegebenen Anfangsdaten
jetzt einen Existenzsatz angeben für folgende symmetrisch hyperbolische

ln (a:,u,)ltu * B(ft,,u) : 0

Satz 2 Sei 'a

im IR,n*r mit
Umgebung U
Einschräinkung

ist.' Wir wepden
Gleichung.

(7)

eine C*-Funktioq duf einer offenen Teilmenge V der Hyperfläche t = 0,

äer Eigenschaft, daß Ao(c,u) positiv definit ist. Dann gibt es eine offene,
von I/ und eine eindeutige C--Lösung der Gleictrung (7) auf [/, derön
auf V mit u übereinstimmt.

Im allgemeinen existiert die Lösung einer solchen nichtlinearen Gleichung nur auf einer
beliebig kleinen Umgebung der Anfa^ngshyperfläche, wogegen die Lösung einer linearen
Gleichung global existiert. Man muß natürlich clas Wort 'global' sorgfäiltig definieren, da-
mit die letzte Aussage einen präzisen Sinn hat. lVenn wir zum Beispiel die nichtlineäxe
Wellengleichung D u : F(") auf dem Minkowski-Raum betrachten, bedeutet 'global' ein-
fach, daß die Lösung auf dem ganzen Raum definiert ist. Die Nichtexistenz von globalen
Lösungen ist eine Eigenschaft der Gleichungen. Es ist nicht nur so, daß die Beweistechnik
v-ersagt. Die Entstehung von Stoßwellen ist zum Beispiel der Grund da,für, daß bestimmte

'Glgichungen keine globale:n differenzierbaren Lösungen zu gegebgnen Daten besitzen. Ahf
jeden Fa{l haben wir folgende Aussage, dlie manchmal Cauchy-Stabilität genannt'wird.'Be- '

trachten wir einfachheitshalber'die oben eingeführte nichtlineare Wellengleichung. Nehmen
wir an, daß wir eine Lösung dieser Gleichung auf dem Gebiet G haben, die zu bestimm-
ten Anfangswerten auf der Hyperfläche t : 0 gehört. Das Gebiet G werde durch die
Ungleichungen -T 1 t < T definiert. Es gibt eine Umgebung dieser Anfangswerte in
einer geeigneten Topologie derartr,daß für Anfangswerte in dieser Umgebung eine Lösung.
der Gleichung auf dem ganzen Gebiet G existiert., Anders gesagt, wenn'man die"Daten
ein wenig stört, wird dei Bereich, wo die Lösung existiert, ni"hikl"ioer. -.Es ist auch so,
daß kleine Anderungen der Daten innerhalb dieser Umgebung zu kleinen iinderungen der
Lösung fähren. Dies bedeutet, daß die Abbildung von Daten in Lösungen stetig is[.

\:
Zusätzliche Bemerkungen

'i
1. Die Differenzierbarkeitklasse C- ist natürlich fär hyperbolischeiGleichungen in,dem
Sinne, daß es eine große Klasse von Gleichungen gibt, ftit aie diese Eigenscha,fider Daten
von den Lösungen geerbt wird. Die Differenzierbarkeitsklasse IIf" ist auch in diesem Sinne
natürlich. Dabei ist eine Funktion der l(lasse IIf" eine Funktion, die lokal dem Sobolev-
Raum vom .t2-Typ, H", gehört. Diese Eigensch#i gilt nicht frir ö"-F\rnktionen und auch
nicht'für die Sgbolev.Räume vom .tp-Tlrpr p * 2 [L].
2. Die Randterme, die bei der Herleitung der Energieabschätzungen.a,uftreten, sind etwas
unangenehm. Mar-r kann sie loswerden, indem man die Daten und die Koeffzienten der
Gleichung außerhalb eines I(ompaktums abändert, so daß sie periodisch werden[2]. Man
arbeitet dann effektiv auf einem Tprus, also auf einer Mannigfaltiqkeit ohne Rand.
3. Im Beweis der Existenz und Eindeutigkeit für lineare Gleichungei ist ee.nötig, die GrOße

l

39



des Gehiets,äu kontrollieren, wo die analytischen Näherungslosungen_existieren. Jfa-Salz
von Cauchy-Kowalewskayabehauptet nqr die lokale Existenz solcher Lösungen.) Man !{1
ipassende Nfü"rr.,ogslmungen auÄ auf andere Att und'Weise bekommen. -Im ursprüngli-
,ehen Beweis für ,|**"tÄ"h hyp"rbolische Gleichungen hat Fbiedrichs[3J eine Oifou"-
zengleichurg.r"r*Lrrdet. Noch eine Methode findet man in [2], wo ein Glättungsoperatgr
('mollifier') benutzt wird.
i. nr gibt iinen diqekten Eiistenzbeweis für lineari symmetrisch hlgerbolische Gleichun-

är+f.:'Dieser B-"-*Jr beruht au{ clei Theorie labstrakt-er.EnLwicklungsglejchungen-1in
Hiluttttatt*en' Nichtlineare Gleichungen kann.rna'rl:auch in diesem abstrakten Rah$en

behandeln.
5. Der erste allgemeine und mathematisch einwandfreie Existenzb_eweis _fär 

strilt lyp":
bolische und etwas allgemeinere Gleichungen stammt von Leray[5]. Er führt den Beweis

der dazu nötigen Absqhätzung"n effektiv auf den entsprechenden Beweis für s]frnmetrisdh

hyperbolische Gleichnilgen zurück. Dabei ist das Wort 'effektiv' nötig, weil der Begpiff

'syminetrisch hyperbolisch' noch nicht existierte. In seinem Beweis benutzt er auch,Tech-
. oik"o, die heuie zur Theorie der Pseudodifferentialoperatoren gehören. _$ne modQrne

Beharrdlung des strikt hyperbolischen Falls nach diesem Muster gibt es in [2J. , '' 
,t

6. Der Sinn-, indem *i* ä"tt Ausdrtick'strikt hyperbolisch'benutzen, ist de1 libliche (3.8.

der von [6]): Wir gollten aber darauf hinwejsen daß Leray diesen Ausdruck benutzt hat,
um eine größere Klabse zu beschreiben.
7. Der Satz t gilt auch für F\rnktionen; die nur endlich oft differenzierbar sind[4J, Wir geben

hier die entsprechenden Ergebnisse füt strikt hyperbolische Gleichungen ar^ri. Die Aüssage

ist: wenn aie foeffizienten ga-t sind und die Anfangsdaten If", so ist die Lözung {'. tE
(Die Zahl s da,rf nicht zu klein sein, aber es reicht zusn tseispiel, wenn s >'Ll2\n-.l-f) Itt-l
ünter den Koeffizienten zählt auch irgendeine'Quelle'oder'rechte Seite'für die Gleichung-

Es reicil nicht, eine Quelle der Iflasse H"t2 zu haben, damit die. Lösung Ht is!, egal wi

glatt die anderen Koeffizienten.oder die Daten sind. Es ist nicht schwer, ein Beispreld3
äu konstruieren, da dieser Sachverhalt schon-bei der normalen zweidimensionalen Well
gleighung zu beobachten ist. :- '

ä. f* Eisienzbeweis für nichtlineare hyperbolische Gleichungen werden lokale Lixqng
in Sobolevrdumen konstruiert. Damit ist noch nicht gezeigt, im Gegensatz z-uür lin

I Fall, daß es z,u Cö-Daten d--Lösungen gibt. Der Bereich, wo die Lösung der Klasse !{
(ftir gegebene C* Daten) definiert ist, könnte in Prinzip auf di9leere Menge schrumpfe

iüt r- *. Daß dies nicht der Fall ist, ist von Choquet-Bruhat[7] gezeigt worden.

9. Es ist a.uch möglich, die Existenz von C--!osung*" fltt niohtlinearehyperbglit-"1:.Gl:
chungen direkt nachzuweisen, ohne eine e:tplizite Iteration durchzuftihren, Tit Hi{e d
Sat4eS:von Nash-Moser[8]. Dieser Satz kann aufgefaßt werden als eine Version des Sat

über implizite F\rnktionen, diq im Raul-r von.C- F\rnktionen gältig ist. In 
-Sotolevräum'

wo der iiblioh" Satz über implizite F\rnktionön zu benutzen wäre, funktioniert das a,nal

Argument nicht. Der Grund dafür ist der Verlust von Differenzierbarkeit; der in Bem

kung 7 angesprochen wurde.
iö:äd ö;ffiäffi;;äGleichung il u : F(u) für ane Änfa,ngsdaten exiqrteren, hd

stark vJn der Gestalt-deq Funktion F ab. Im Fall F(u) = -u3 in vier Dimensionen exisli

ren Daten mit kompaktem Träger, für die keine entsprechende globale Losung existi



l

.t.

Dagegen,existieten globale Lösungen immer für solche Daten im Fall F("): ut[91. Ein
neues Kapitel'in der Erförschung globaler Löäungen nichtlinearer Wellengleichungen ist
durch die Arbeit von K-lainermari[10] angeregt wor.den; :
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