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Enfin nous admettrons Te résultat suivant : si une suite converge par
chacun des deux procédés de Cesaro et d'Euler alors les deux limites sont
les mémes.

6.3.- THEOREME : Soit P La matrnice des tramsitions d'une chaine
ergodique (périodique ou néguliirne) alons :

1) La suite des matnices P converge au sens d'Euler vers une ma-
uice A dont toutes Les Lignes sont Zgales a un meme vecteur

Ligne o = (al,...,aNY et % a; = 1.
AL=1

2) Quek que 504t La Loi initiake T, E.P1 converge au sens d'Eulen
vers o quand n - +e.

3) o est L'unique solution de £'équation &P = &
4) PA = AP = A

5) La suite des matrices P" converge aussi au sens de Cesaro verns
A.

Démonstration :<§€)

1) Considérons la matrice P = kI+(1-k)P (k fixé 0 < k < 1). Alors
P est une matrice des transitions d'une certaine chaine de Markov. Les

coefficients de P sont > 0 aux endroits ou P avait des coefficients > 0 ;
il en résulte que' P est 1a matrice d'une chaine ergodique. De plus la dia-
gonaie de P est composée d'éléments > 0 ; on peut donc retourner en i au
pas suivant donc d =1 et P est une matrice réguliére. D'aprés 5.2. on
sait que (3)n converge vers une matrice A dont toutes les Tignes sont

égales & & = (alﬂ""aN) (avec g a; = 1). Ainsi A = Tim (kI+(1-k)P)n
‘i:l N0

n . . ..

. . n-

ie A=Tim x (CokT(1-K)TPT (%)
N> 1=0

A est donc la limite au sens d'Euler de la suite P".

2) Si on multiplie & gauche 1'égalité (x) par le vecteur ligne ¢ on
obtient de suite le résultat.

3) On sait déja d'aprés le théoréme 5.2. que o est 1'unique solution
de oP = &. Or i1 est immédiat de voir que ¢P =¢ &quivaut a ¢P =€, d'od
le résultat de 3)

(% la 429f7n¢»u4797a4;w el pad e&n;;euz (Q'&&thfZé}l)ﬁ;&qugzéiL

2. dmir
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4) méme démonstration qu'en 5.2.

5) Si n = kd alors partant de i, aprés n pas on est dans 1a classe
cyclique de i et si k est suffisamment grand on peut étre dans n'importe
quel état de Ta classe cycligue de 1i. Ainsi on peut considérer Pd comme
Ta matrice des transitions d'une chaine de Markov ayant d ensembles ergo-
diques distincts et réguliers. Autrement dit on a :

0 Pr}
Chaque bloc Pi étant une matrice markovienne réguliére. D'aprés le

théoréme 5.2. (Pd)n tend vers une limite A
Pnd+m

o quand n > +o, De plus si

0<m<d alors tend vers PmA0 quand n > +o. La suite P" pos-

sede d sous suites convergentes, elle converge donc au sens de Cesaro vers
d-1
1 - .
‘1a moyenne q X PmA0 des limites de ses sous-suites. Or P" converge au
m=0
sens d'Euler vers A. La limite au sens de Cesaro est donc également A.

6.4.- Exemple (marche aléatoire avec barriéres réfléchissantes)

Reprenons 1'exemple 4.2.3. ol une particule se déplace sur 1'ensemble
des entiers 1,2,3,4,5 en faisant & chaque instant un pas a droite avec 1la
probabilité p ou un pas & gauche avec la probabilité q. Supposons d'autre
part que la particule est "réfléchie" lorsqu'elle arrive en 1 ou 5 et qu'elle
retourne d'ol elle vient. La matrice des transitions est de la forme :

-0
i

OO On O

OO0 O

_CD.D oT O

—OT OO

OT OO O

Partant d'un &tat pair la chaine ne peut se trouver dans un &tat pair
qu'aprés un nombre pair de pas et dans un état impair qu'aprés un nombre
impair de pas. La chaine est périodique, de période d = 2 et elle comprend
deux classes cycliques composées 1'une des états pairs, 1'autre des états
impairs.

Pour déterminer la matriie limite A on résoudll'é?uation 13P = a.

L. . > _ .1 1
Ainsi par exemple si p =gq =5 on trouwe o= (3, T°7T°7°% )
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§ 7 - CHAINES ABSORBANTES ET FONCTIONS HARMONIQUES

7.1.~ DEFINITION :

1) Soit § une fonction déginie surn L'ensemble E des états d'un
chaine de Markov de matrice (pij)' On appelle valeur moyenne d
4 en AL €E, Le nombre {(L) défini par

M

.

() = = p. 4
g P 61

2) Soit A un sous ensemble de E. On dit que { est hawmonique
dans A 84 poun tout L €A ona §(&) = §(L).

3) § est dite surhaumonique (resp. sous harmonique) dans A 84
powr £ €A ona §l&) 3 §14) (nesp. §14) < §(4))

C'est surtout dans 1'étude des chaines absorbantes que nous avons
rencontré des fonctions surharmoniques. Nous allons en donner quelques
exemples et voir que cette notion permet de résoudre certaines questions
sans calcul matriciel, en se "promenant" sur le graphe d'un point & 1'autre.

7.2.- Exemple 1 : Soit R T1'ensemble des états absorbants et g € R. Soit
a la fonction définie sur E par : a(i) = probabilité partant de i d'é-
tre absorbé par ¢. (voir le théoréme 4.2.5.). Alors on a :

a(g) =1
a(k) =0 si keR, k+2
\ Jek

La fonction a est donc harmonique dans E-R.

7.3.- Exemple 2 : Dans une chaine absorbante, soit ¢ € E-R et m 1la fonc-
tion définie sur E par :

m(i) = le nombre moyen de visites en g partant de 1.
On a (voir 4.2.3. et 4.2.4.) :

m(i) =0 si i€R

mg) =1+ % Pys m(j)

JeEE
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m(i) = T p.om(d) si iER,i*2
jee M

Donc m est surharmonique dans E-R et harmonique dans E-{RU{2}}.

7.4.- Exemple 3 : Dans une chaine absorbante, soit n 1la fonction
i » n(i) = nombre moyen de pas partant de i jusqu'a 1'absorbtion. On a :

n(i) =0 si i€R

n(1)

1+ % P n(j) si i £R
JEE

Donc n est surharmonique dans E-R.

7.5.- Exercice : On joue & pile ou face jusqu'a ce qu'on obtienne une série
de cing succés (pile) consécutifs. Quelle est Ta durée moyenne du jeu ?
(on suppose la piéce réguliere).

ly
Solution : Notons 1 pour pile cJL.Z>°{y5A£j[ Dés que face apparait tout est

3 recommencer, (i eut-dlone. 4; /0/4} /m,fmf Ainsi on a une chaine de
Markov :

()
1/2 1 1/2

1/2 &

Renumérotons 0,1,2,3,4,5 1les divers états, 5 est 1'état absorbant.
Notons n(i) Tle nombre moyen de pas, partant de 1, pour atteindre 5. On a
n(5) = 0. Posons n(D) = x. Alors d'aprés 7.4., on a :

n(4) -% nD) +-% n(5) = 1 +-% X
n(3) =1+ %-x + %—(1 + %-x) = %—+~% X
n(2) =1 +<% X +-% (% +-% x) =-% +-§ X
n(l) =1 +-% X +-% <§ +-% x) = l§-+ %g-x
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LECTURE LI/1BRE
§ 8 - FERMETURE TRANSITIVE D'UN GRAPHE. APPLICATION A LA DETERMINATION DES
CLASSES D'ELEMENTS COMMUNICANTS DANS UNE CHAINE DE MARKOV(}E)

8.1.- Soit E un ensemble. Un graphe sur E est un couple (E,T) ol T

est une application multivoque de E dans E (multivoque signifie qu'un
élément de E peut avoir plusieurs images par TI'). Si y = I'(x) nous dirons
qu'une fléche part de x vers y.

8§.2.- DEFINITION : Soit G
de T est £'application

(E,T) un graphe. La fermeture transitive
déginie sun E par :

=) h

T(x) = {x} UT(x) UT2(x)u...ur"(x]u...

ol T?*(x) = T(T(x)), T%(x) = ete...

§.3.- PROPOSITION : Soit E ZL'espace des etats d'une chaine de Markou :
Soit T AR'application déginie sun E par :

r(x) = {y € E/pxy > 0}
y = La probabllité de transition de x verns y.

Deux 8Lements a et b € E communiquent 54 et seulement si b € T(a)
et a € T(b).

Démonstration : évidente.

§.4.- DEFINITION : Matrnice indicatrice du graphe : c'est La matrice obte-
nue a partin de La matrice de transition en remplagant fLes p&j >0 pan
des 1.

i

0 1/2 1/2 0 1 1
Exemple : P=1{1/2 0 1/2 | ~> M=]1 0
1/2 1/2 0 1 1 0

Un 14 la (i,5)% place indique qu'on peut aller de i vers j en une
étape.

(%) ce parsspaple it %‘“%ﬁ&'/ e s0na pas Gale”

-/(/14605(/14'4




8.5.- Multiplication booléienne de 2 matrices :

Les opérations somme et produit Booléiens sont définis par :
I+41 = 0+1 =140 =1 3 0+0 = 0 ;
1.1=1; 1.0=0.1=0.0=0.
La somme booléienne de 2 matrices est définie par la somme booléienne
de ses coefficients et T1a multiplication par :
MM' = a,. = b m,,.m..
" booleienne 1k!\l\(gpr*odui’c booléien

§.6.- PROPOSITION : La matrice Mk (puwissance booliienne KM
La matrice caractirnistique du ghaphe (E,Pk). C'est une matrice dont
Le coefgicient a£?) vaut 1 5'4L existe un chemin de Longueur R allant

de 4 vens .

est

Démonstration : identique & celle définissant la matrice Pk (puissance

k'™€ de 1a matrice des transitions).

k

8.7.- Remarque : La somme booléienne des matrices I+M+...+M" s'interpréte

trés simplement : le coefficient Ci; vaut 1 si j € {1}UF(1)UF2(1)U...UFk(1)
c'est-a-dire s'il existe un chemin de longueur ¢ k allant de i a j.

§.8.- PROPOSTTION : 1L existe un entier n Ztel que Vk > n {La matrice

booliienne T+Meb2+...+M% ost constamment Sgake A La matrice T+MHM2+,

oM

- ns
Démonstration : Vi,3 un entier n, tel que r(i) = {itur(i)uv...ur 1(1’)
en effet a partir d'un certain moment les Pn(i) sont inclus dans la réunion

des précédants puisque E est un ensemble fini. Posons n = sup ny. Alors
i

ce n convient compte tenu de la remarque.

8.9.- Détermination des classes d'éléments communicants :

k . .
On calcule la somme I+M#M%+...+M" = Sk jusqu'a ce que Sk = Sk+1'

Alors c'est terminé, toutes les sommes suivantes sont &gales. Pour savoir
si 1 et J sont dans la méme classe d'é1éments communicants i1 suffit de
ij - 1 et i = 1 ( est Te coefficient
i,j de la matrice I+M+...+MM),

FIN de b é% e .

regarder si on a & la fois ¢ Cij




§ 9 - CHAINES DE MARKOV DENOMBRABLES

9.1.- Dans Tes précédents paragraphes nous avons obtenu des résultats assez
précis dans le cas ol 1'espace des états E est fini. On va briévement étu-
dier Ta classification des états lorsque E est dénombrable. La partition
de E en classes d'é@léments communicants est toujours valable, mais la no-
tion d'ensembles minimaux doit &tre abandonnée : pour la remplacer nous
allons introduire 1a notion d'état récurrent. On supposera les états de E
numérotés, et on prendra ainsi E =IN. On pourra continuer & considérer les
pij
notera p(?g la probabilité d'aller de i en j en n étapes. La matrice
des pgg) est la matrice P". Supposons que la chaine parte de i et soit
x, = la probabilité que la chaine retourne en i pour la premiére fois a

1'instant n. Alors a = 3 o, est la probabilité que 1a chaine retourne
n=1

comme formant une matrice @ une infinité de lignes et de colonnes). On

en 1 (tdt ou tard).

9.2.- DEFINITION : On dit que L'état AL est néeuwrrent s4 o = |
et A est trhamsient s4L o < 1.

[ee)]

9.3.- PROPOSITION : L est nécurrnent 44 et sewlement 3L X p£2)=<»
n=1

Démonstration : Posons B, = pg?). Alors on a la relation

By = BoOptBi0y_1¥---*B_1oqtB oy (By=ls 0y=0) n=1,2,...

(formule de 1a probabilité totale appliquée avec le systéme complet d'événe-
ments Ak = la chaine retourne en i pour la premiére fois aprés k pas
(k = 0,...,n)).

(e o] (o]
Considérons les séries formelles B(x) = £ ann et a(x) = £ xpX
n=o0 n=o0

La relation de récurrence peut s'écrire B(x)-1 = g(x)a(x). Comme o(x)

n

=

admet un rayon de convergence égal a 1, il en est de méme pour R(x). Ainsi

B(x) = T:%(;T .

Or i est récurrent si et seulement si o =

8

it M

xy = Tim a(x) =1

n=o0 *-1

ie : 1im B(X) = =, ie : = pg?) = oo,
X-1 n=o0
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9.4.- THEOREME :

1) S¢ 4 est nécwrrent alorns AL y a une probabilits égale & un
pour que £a chaine retourne une inginite de fois en 4.

2) S& A est transient AL y a une probabilité 1.pour que La chalne
ne passe en L qu'un nombre fini de fois.

La démonstration nécessite un Temme important :

9.4.1.- LEMME (de BoretCantelli)

Soit An une suite d'événements de probabilités nespectives
L, = P(An) (n=0,1,...).

¢y P, < *o, alors avec une probabilit? tgale a 1 AL y a

n=o
sewlement un nombre find d'événements An qui peuvent etre héalisis

sdmultanément.

Démonstration : Soit B 1'é@vénement : "seuls un nombre fini d'événements
An peuvent se réaliser simultanément" et soit Bn 1'événement : "au moins

un des Ak est réalisé pour k > n".
On a évidemment B = U A, et B=1N B, -
k=n n=0
De plus comme Bl ) 82 o) B3 > ... la suite Bn est décroissante et
d'aprés la continuité de P par suites décroissantes (voir 2.6 chapitre 2).
On a :

P(B) = P(N B,) = Tin P(B )

n=0 N—co
oS

o
~
i

r P(A) = s p, - 0 comme reste d'une série conver-
- k - Tk

k=n k=n

0 ide : P(B) =1, cqfd.

Or P(Bn) <

gente. On a donc P(B) =

Démonstration du théoréme : Soit T1 1'instant du premier retour de la chaine
en i, de méme notons Tk 1'instant du k€ retour en i. On a P(T1 < ) T

et il est clair que P(Tk < mlTk_l < ) = o donc P(Tk <o) = ak-



Si i est transient ona o <1 donc

;P(Tk<oo)= T 0(k<oo
k=1 k=1
et d'aprés le Temme seul un nombre fini d'événements (Tk < ) peuvent
étre réalisés d'od la partie 2) du théoréme.
Si 1 est récurrent, a = 1 et pour tout Kk, P(Tk <) = 1. Dési-
gnons par N le nombre de retours en 1i. On a évidemment

[N > k] [Tk < oo]

et [N = o]

{I'<] [Tk < o]
Comme P est continue on a
P(N = «) = Tim P(Tk <o) =1

K-> oo

D'oli 1'assertion 1) du théoréme.

9.5.- COROLLAIRE :
1) Tout état accessible & partin d'un état récwrrent est récwuvient.

2) Les etats d'une mérme classe d'éLéments communicants sont tous de
méme nature (Le : tous récwrrents ou tous non récwirhents).

Démonstration :

1) Soit i un &tat récurrent et soit J un état tel que 15
(ie : il existe un entier m tel que Pg?) >0) alorsona j-1i (i est
accessible a partir de J) car sinon la probabilité de retour en i serait
< l-pg?) donc 1 ne serait pas récurrent. (En effet : "atteindre Jj en
m étapes"" = "atteindre j" = "non retour en 1i" donc P(retour en i) +
pg?) < 1). I1 reste & montrer que j est récurrent mais ceci va résulter
de 2).

2) Soient i et j communicants. I1 existe des entiers n et m
tels que pgg) =a>0 et p}?)= b > 0. Alors pour k assez grand (k>n+m)

on a :
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A9 > of) off ™ off) -y
et de méme
p§§) > ab pgf""'m)
I1T en résulte que les séries ; p(k) et ; pgk) sont de méme
k=o ' k=0 99

nature (convergentes ou divergentes).

9.6.~ Exercice : Une particule effectue une marche aléatoire sur 1'ensemble
4 des entiers relatifs. A chaque instant elle se déplace d'une unité & gau-
che avec la probabilité p ou d'une unité a droite avec la probabilité
q = 1-p. Montrer que si p =g %- tous les états sont récurrents et si

p #+q avec 4pg <1 tous les états sont transients.

Solution :
2n n nn 2n)t non 4pq)"
On a pg_i ) = CZn pgqg = _’"r(x.n"?“ pg ~ ( PQ)

VAT
d'aprés la formule de Stirling : n! ~ &m ne™").

(en) . _1.

33 donc Zpg?) = +o et la chaine

1) Si p=g =-% alors p =
mn

est récurrente.

n
2) Si 4pg <1 1la série = iﬂﬁ_l_ converge donc les états sont non

récurrents. N vmn

9.7.- Exercice : Soit une marche aléatoire sur Z (voir exercice 8.6.) avec
p=q-= % (donc tous les états sont récurrents). Soit T1 le temps du pre-

mier retour en 0. Montrer qué E(Tl) = co.

\

Solution : Avec les notations de .3 soit o = la probabilité de retour en i
pour la premiére fois a 1'instant n. La fonction génératrice de T1 est

a(x) = = anxn. On sait d'aprés la démonstration de 8.3. que 1'on a :
n=0
B(x) = = px" = —L
n=o0 1-a(x)

D'aprés 8.6 on a Bop =(:gn (pq)", Bope1 = O-
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1
Donc B(X) -
V1-4pgx?
D'od a(x) = 1-Vi-dpgx? = 1-Vix®  (p=q=7).

Ainsi E(Tl) = a'(l) = .

9.8.- Remarque : On vient de voir dans 1'exercice précédent que bien que
0 soit récurrent (ie : on y revient une infinité de fois) le temps moyen
de retour en 0 est infini ! Voila qui semble paradoxal mais qui illustre
bien les difficultés du cas oi E est dénombrable.

On peut réaliser concrétement la situation de .7 par une partie il-
limitée de pile ou face (+1 pour pile, -1 pour face).

On retourne une infinité de fois a 1'@quilibre (autant de piles que
de faces) mais le temps moyen du premier retour a 1'équilibre est infini !



