Um 7%(;,-“@ jmle rescact— pau NA ‘é_{m

EOCW/LZ/J o/ d/M*mAM (YIN
THEDRENE DINVERS ON LOCALE HoltOROR PHE
vé d[;manwtm{‘m Wé/u/a,o 4/‘/»«['& W(&%&’a 7%214;%

d’/‘ﬂM/‘w \‘4@4 &é/dﬂ?ﬂf— ‘&@ ”’“/W /4141 7O m
L iirm /‘ézéz Vaut & wup de itludie

7/%(,,4/, o~ lom pbonce. .

L UL B) Le « théoreme d’inversion locale ». — Ce

ﬂ;{ﬂ?}‘ﬁu@ / z?.aa <QU'I“¢L\( NOZSéO ‘ b;ﬂm»‘p/ &/égﬁz/“& ( &,/a(//

N)

e deux obser-
0 ¢ C avec
dans C" telle
N sont dans
en fonction
du théoréme

contenant z

S S(u)du est
-

sndante d’un
rbitrairement

nte est majo-
it de O.

observations
facon unique

Tu.

wve la démons-

résultat, fondamental, est une réciproque de la

.remarque suivante : si f et g sont deux fonctions

analytiques vérifiant, sur un ouvert U, I’identité :
(f-g)(z) =z, alors, par dérivation, on a, pour z € U :
S (&()-g’'(zx) = 1, donc g’(z) # 0, pour tout z € U.

Théoreme (Inversion locale) : Si f: U — C est une
fonction analytique sur I'ouvert U de C et si, en un
point @ de U, on a f'(a) # 0, alors il existe des voi-
sinages ouverts U, de a et V, de f(a), avec U, C U,
tels que f soit bijective de U, sur V, et que ! soit
analytique. ‘

Preuve : On peut supposer que a est le point 0. La fonction F
définie par F(x, y) = f(y; — Xx est continue sur un voisinage
ouvert V de (0, 0) dans C~, y est analytique en x et y et vérifie
F(0, 0) = 0 et F;(0, 0) #= 0.

D’aprés le théoréme des zéros isolés, il existe un pavé P de
centre 0 tel que F(0, y) ne s’annule, pour y € P, qu'en y = 0.
11 existe donc r > 0 tel que, pour u € 0P, on ait | F(0, u) | = r.

La continuité de F entraine ’existence d’un pavé Q, de centre O,
tel que | F(x, u) — F(0, u) | < r/2 pour x € Q et u € 0P. On a
alors : | F(x, u) | = r/2 pour x € Q et u € oP.

Considérons alors, pour chaque x de Q, les deux intégrales :

udu .

i' j F(x u)du X __1_ j Fl(x, u)
2im P F(x, u) 2iw oP F(x, u)

La premiére intégrale est un entier qui dépend continuement
de x € Q puisque F et F, sont continues : cet entier est donc
constant sur Q : il est éga{ a 1, puisque u = 0 est la seule racine
de F(0, u) =0 et que cette racine est simple du fait que F;(0, 0)
est non nul. Ainsi, pour tout x € Int Q, il existe un unique
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y(x) € Int P tel que F(x, y(x)) soit nul, donc y est tel que
(fey—-1d)|IntQ = 0.

Le théoréme des résidus prouve que y(x) est égal a la seconde
intégrale; en particulier, y est une fonction analytique sur Int Q.
En posant Vy=Int Q et Up=Int PN f "I(VO), on a le théo-
réme ®m.

Remargue : La méme démonstration appliquée a une fonction
F(x, y) continue sur un voisinage ouvert V de (0, 0), analytique
en x et y avec F continue, F(0, 0) = 0 et ¥;(0, 0) # 0 montre

 qu’au voisinage de 0, I’équation F(x, y(x)) = 0 admet une solu-

tion implicite, y(x) analytique si Fy et Fj; sont des fonctions conti-

nues de (x, ¥). C’est le théoréme des fonctions implicites qui exprime
la continuité des racines d’une famille’ de fonctions analytiques
dépendant continuement d’un parametre.
Corollaire 1 (Théoréme de !’application ouverte).
Toute fonction analytique f non constante sur
I’ouvert connexe U est ouverte (cf. page 67).

Preuve : 11 s’agit de montrer que, pour tout z, de U, 'image
par f de tout voisinage de z; est un voisinage de f(zy). Suppo-
sons, pour simplifier : z5 = 0 et f(zp)) = 0.

Alors fl))=a 2P+ ... ta2"+ ... = a,zP(1+¢(z)) avec £(0)=0,
si @, est le premier coefficient non nul.

Dans I’ouvert non vide des z vérifiant | £(z) | < 1, il existe une
fonction analytique A(z) vérifiant a,z” (1 + &(z)) = (h(2))? avec

h’(0) # 0, car 1 + &(z) = exp GLog a+ e(z))p>.

D’apreés le théoréme d’inversion locale, I'image par h de tout
voisinage de O est un voisinage de 0, et puisqu’il en est de méme
pour I'application u — u?, I'égalité fz) = (h(2))? prouve le théo-
reme.

Corollaire 2 (Aspect global du théoréme d’inver-
sion locale) : Si f: U — C est une fonction analy-
tique non constante sur I’ouvert connexe U, f(U) est
ouvert. Si de plus f est injective, on a f’(z) #0 sur U
et la fonction réciproque est analytique sur f(U).

" Preuve : On applique le corollaire 1 et le théoreme d’inversion
locale en remarquant que l’injectivité de f implique qu’il ne peut
exister z, dans U tel que f'(zg) = 0: on écrit, comme précé-
demment :

f(@) = flzg) + (h(2)P, h(zg) =0, h'(zp) #0
h analytique au voisinage de z;.
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Remarques : 1) On a vu, page 79, que les injections entiéres
étaient les bijections f(z) = az + b (@ # 0). De méme, en utilisant
le « lemme de Schwarz », on montre que les automorphismes d’un
disque ou d’un demi-plan (demi-plan de Poincaré) sont les « fonc-
tions homographiques » ([HRV], p. 198).

2) Cas particulier de I’équation implicite : y — xg(y) = 0 avec
g(0) = 0 et g analytique au voisinage de 0.

Une telle équation a une solution analytique et une seule y(x)
au voisinage de 0; elle est donnée par !’intégrale :

1 1-xg" (1) N
yx)=— ——————— udu (0 dans ’intérieur du pavé P)
: 2w | ,p u—xg(1)
Si ’on développe la fraction sous le signe somme en série entiére
de x, on obtient la série de Taylor de y(x) en O:

To 4 dn—l .
) = E o1 [W (g()) ]
n=1 u=0

Des démonstrations et des interprétations complétement combi-
natoires (identités de séries formelles) ont été données de cette
célébre « Formule de Lagrange », formule qui a servi en parti- .
culier & résoudre I’équation de Kepler en Astronomie.

3) Si F(x, y) dépend analytiquement de parameétres complexes
il en est de méme de la solution y(x) de I’équation F(x, y) = 0.
Cette remarque et une récurrence sur la dimension permettent de
généraliser le théoréme des fonctions implicites aux fonctions de
plusieurs variables complexes.

inconnue de la variable compleke z. Silestlan X n
matrice identité, P’appli
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