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1 Suites de nombres réels

Références pour ce chapitre: les livres classiques de premiéres années, vos livres
de L1-L2, DEUG ou CPGE ([L_M, [L-F A, M Anal, RDO] etc. ). Pour les développements
décimaux - surtout des nombres rationnels, on consultera volontiers [Perl]l. (voir

biblio. p. [219)

Les nombres et les opérations sur les nombres sont des objets que I'on rencontre bien sir trés tot en
mathématiques. On rencontre d’abord les nombres entiers positifs, puis, comme ils sont insuffisants pour
la soustraction et la division, on est amené & introduire les entiers relatifs puis les nombres rationnels.
Le corps Q des nombres rationnels est insuffisant : il manque des points qui auraient da y étre : Q
n’est pas complet... On est ainsi amené a introduire le corps R des nombres réels. On n’aura pas tout
a fait fini puisque des idées d’algebre et géométrie nous conduiront ensuite a construire le corps C des
nombres complexes.

Un nombre réel peut étre donné comme solution d’une équation plus ou moins simple :
e /2 est solution de l'équation 2% = 2;
e 7 de I’équation sinz = 0...

Par contre tout nombre réel est limite d’une suite de nombres rationnels.

Ainsi, on peut construire R comme 1’ensemble des limites de nombres rationnels (Q est dense dans R).
Cette idée se réalise de la facon suivante.
e on sait quand une suite de nombres rationnels devrait avoir une limite : cela a lieu si et seulement
si ¢’est une suite de Cauchy.
e on sait quand deux suites de nombres rationnels devraient avoir la méme limite : cela a lieu si
et seulement si leur différence tend vers 0.
La construction mathématique est alors la suivante. On note C l’ensemble des suites de Cauchy de
nombres rationnels (c’est un sous-espace vectoriel du Q-espace vectoriel Q" des suites de nombres
rationnels) ; sur C on définit une relation R en écrivant
(up)R(v,) <= lim (u, —v,) =0.
n—oo
On démontre que R est une relation d’équivalence et on définit R comme le quotient d’équivalence C/R.
On plonge alors Q dans R : I'image des nombres rationnels sont les classes des suites constantes; on
définit les opérations (addition, multiplication) sur R : on les définit sur les suites et on vérifie qu’elles
passent au quotient. On écrit x < y s’il existe des suites (u,,) et (v,) de classes respectives x et y telles
que l'on ait u, < v, pour tout n € N ; on vérifie enfin que < est une relation d’ordre total sur R ; en
particulier, on définit R, comme ’ensemble des classes des suites positives.

Une autre fagon de concevoir R est de choisir pour chaque nombre réel une suite de nombres rationnels
convergeant vers ce nombre. Par exemple, comme notre fagon de compter est basée sur le nombre 10,
un nombre réel est limite de la suite de ses développements décimaux. On aurait pu évidemment choisir
un développement en base b pour un entier b > 2 quelconque... Mais comme nos mains nous offrent dix
doigts, c¢’est le nombre dix qui a été choisi!

1.1 Développement décimal des nombres réels cf. [Per]

Remarque sur D’écriture décimale des nombres entiers positifs. Pour décrire les nombres
entiers, on pourrait imaginer :
e utiliser un symbole différent pour chaque nombre - cela est évidemment impossible : il faudrait
une infinité de symboles différents...



e mettre une barre pour chaque entier - cette méthode est utilisée lors de dépouillements de scrutins
et certaines rencontres sportives; on regroupe alors par paquets de cinq ou de dix; cependant,
pour des nombres moyennement grands, cette méthode est fastidieuse tant a 1’écriture qu’a la
lecture.

L’écriture décimale permet avec dix symboles de pouvoir exprimer de facon relativement compacte
n’importe quel nombre entier.

Nous ne rappelons pas ici le principe de cette écriture, ni les algorithmes des opérations dans cette
écriture. Rappelons par contre les tests de division que cette écriture permet.

Division par 10". Un nombre entier est divisible par 10" si et seulement si les n derniers chiffres de
son écriture décimale sont nuls. Le reste d’'un nombre entier dans la division par 10" est le nombre
obtenu en conservant les n derniers chiffres de son écriture décimale. On en déduit qu’un nombre est
divisible par 2" (ou 5") si et seulement si le nombre obtenu en conservant les n derniers chiffres de son
écriture décimale ’est.

Division par 3, par 9. Tout nombre entier est congru modulo 9, donc modulo 3, a la somme de ses

chiffres (dans l'écriture décimale) : c’est la base de la preuve par 9. En effet 10 est congru a 1 modulo
n n

9, donc 10" est congru & 1 modulo 9 pour tout k& € N, donc Z ay, 10% est congru a Z aj modulo 9.
k=0 k=0

Division par 11. Remarquons que 10 est congru a —1 modulo 11, donc 10* est congru a (—1)* modulo

11 pour tout k € N. On en déduit que Z ar, 10F est congru modulo 11 & Z(—l)kak. On trouve ainsi

k=0 k=0
facilement le reste modulo 11 d’un nombre entier.

Approximation décimale des nombres réels

Définition. Un nombre x € R est dit décimal s’il existe m € Z et n € N tel que = m10™". En
particulier, un nombre décimal est rationnel.

Approximation décimale. Soient x € R et n € N. Posons p, = E(10"z) (ou E désigne la partie
entiére), a, = 10™"p, et b, = 107" (p, + 1), de sorte que p, € Z et a,, < x < b,. Les nombres a, et b,
sont décimaux ; le nombre a,, est appelé I"approximation décimale par défaut de x a 'ordre n. Si x # a,,
on dit que b, est 'approrimation décimale par exceés de x a l'ordre n.

Comme 10p, < 10"z < 10(p, + 1), il vient 10p, < ppy1 < 10(p, + 1); en particulier, la suite (a,,)
est croissante; et puisque p,+1 < 10(p, + 1), il vient p,41 + 1 < 10(p, + 1), donc la suite (b,) est
décroissante. Enfin, puisque b, —a, = 107", les suites (a,) et (b,) sont adjacentes ; puisque pour tout n
ona a, <z < b, lalimite commune de ces deux suites est x.

Discutons quelques aspects de cette approximation décimale.

Densité de Q. L’approximation décimale nous permet d’écrire tout nombre réel comme limite d’une
suite de nombres décimaux. En d’autres termes, les nombres décimaux forment un sous-ensemble dense
de R; on en déduit a fortiori que Q est dense dans R.



Développement décimal propre. a) Pour tout n € N*, le nombre entier ¢, = p, — 10p,_1 est
compris entre 0 et 9. C’est la n-iéme décimale de x apreés la virgule. On a (par récurrence sur n)
n

a, = ag + Z cx107F et, puisque z est la limite des ay, il vient
k=1

—+00

T = ag+ Z Cklo_k.

k=1

Cette expression s’appelle le développement décimal propre de x. On obtient alors 1'écriture
décimale (infinie) de x sous la forme

T = 4p,C1C2C3 . ..

b) Inversement, donnons-nous une suite (¢,),eny de nombres entiers relatifs tels que pour n > 1 on
ait 0 < ¢, < 9. La série (4 termes positifs) de terme général (c;107%);>1 est convergente car

majorée par la série géométrique Z 910", Posons x = Z c107%,
k=0

Pour n € N, le nombre ¢, = Z cx10"F est entier et 'on a

k=0
+oo +oo
> al0mF<9) 10t =1
k=n+1 k=1

Cette inégalité est stricte & moins que ¢ = 9 pour tout k£ > n.
Distinguons deux cas :
e Si I'ensemble des k tels que ¢, # 9 est infini, le développement décimal propre de z est

—+00

T = Z cklo_k.

k=0

e Supposons qu’a partir d’un certain rang, tous les chiffres ¢, sont égaux & 9. Notons m € N le
plus petit entier tel que ¢, = 9 pour tout k > m; posons ¢, = ¢, pour k < met ¢, = 1+cp,.
Le développement décimal propre de x est

T = Z ¢, 107F.
k=0

+o00
Dans ce dernier cas, 'expression x = chm*k chlo P Z 9.107% s’appelle le
k=0 k=m+1
développement décimal impropre de x.
Une bijection. Notons A = Z x {0,...,9}" I'ensemble des suites (¢, )nen de nombres entiers relatifs

tels que pour n > 1 on ait 0 < ¢, < 9. Notons aussi A" C A lensemble des suites (¢,) comportant une
infinité de termes distincts de 9. On a construit une application f : R — A qui & = € R associe son

développement décimal propre, et une application g : A — R donnée par g( Cn neN) Z 107

On a vu ci-dessus que g o f = Idg (H) et que f o g((cn)n€N> = (Cp)nen sl et seulement si (¢,)neny € A’

@. On en déduit que f et g induisent par restriction des bijections réciproques 'une de 'autre entre
Ret A



‘Théoréme de Cantor. Le corps R n’est pas dénombrable.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que [0, 1] n’est pas dénombrable.

Soit f : N* — [0, 1[ une application. Nous allons démontrer que f n’est pas surjective. Définissons alors
le nombre réel a = 0,aqas...a, ... de la maniére suivante.
e On choisit la premiére décimale a; de a dans l’ensemble {0,...,8} et distincte de la premiére
décimale de f(1); on a donc a # f(1).
e On choisit ensuite ay dans I'ensemble {0,...,8} et distinct de la deuxiéme décimale de f(2);
donc a # f(2).
e On choisit de méme la n-iéme décimale a,, de a dans {0, ..., 8} et distincte de la n-iéme décimale
de f(n); donc a # f(n).
e Comme on a choisi a; # 9, le développement a = 0, a;as . . . est le développement décimal propre
de a. Comme a # f(n) pour tout n I'application f n’est pas surjective. ]

Remarque : développement décimal des nombres strictement négatifs. Pour les nombres
réels négatifs I'usage est d’écrire x = —|x| ot 'on développe |z| dans son écriture décimale. Ainsi, le
nombre —m s’écrit —3,14159. .. et non (—4),85840.. .

1.2 Cas des nombres rationnels cf. [Per]

Soit @ un nombre rationnel positif. Notons a = P son écriture irréductible, i.e. avec p et ¢ des nombres

q
entiers premiers entre eux. Nous allons étudier le développement décimal de a : nous démontrerons
qu’il est périodique et étudierons sa période en fonction du dénominateur q.

a) e Siles seuls diviseurs premiers de ¢ sont 2 et 5, on écrit ¢ = 2F5¢. Alors 10™a € N ot m =
max(k, (), de sorte que a est un nombre décimal (avec m chiffres aprés la virgule).

e Inversement, si le nombre a est décimal avec m chiffres aprés la virgule, on a 10™a € N, de
m

1 Oma), puis que g est de la forme 2°5°

avec k < m et £ < m. Enfin, si a posséde exactement m chiffres aprés la virgule, 10™'a ¢ N,
donc m = max(k, ¢).

sorte que ¢|10™ (puisque b est 'écriture irréductible de
q

b) e Supposons que le dénominateur ¢ est premier avec 10 et ¢ # 1. Notons p = dg+r la division
euclidienne de p par g avec 1 < r < ¢ — 1. Notons que r # 0 puisque p et ¢ sont premiers
entre eux et ¢ > 1.
Comme ¢ et 10 sont premiers entre eux, la classe de 10 est un élément du groupe (Z/qZ)* des
éléments inversibles de Z/qZ. Notons k l'ordre de 10 dans ce groupe. Il en résulte que 10 =
1 [g], donc ¢ divise 10¥ — 1. Ecrivons alors 10¥ — 1 = bq et enfin

br <= —nk
a=d+ {5 d+br;10

Remarquons que br < bg = 10F — 1. Notons br = chlOk’j son développement décimal

j=1
(autrement dit I’écriture décimale de l'entier br est br = cicy...c;).On a alors a = d +
+oo k +00
Zchl(]_(”kﬂ). Le développement décimal de a est donc a = d + chl()_J ou l'on a
n=0 j=1 j=1
prolongé les ¢; par périodicité, posant cji,, = ¢; (pour n € N et 1 < j < k). En d’autres
termes, le développement décimal de a est a = d,cq...cpcr ... ¢k ... il est périodique apres

la virgule, et k est un multiple de sa période.

4



e Inversement, si le développement décimal d’un nombre réel a est périodique de période ¢
aprés la virgule, on a : a =d,cy...cocy...¢p. .., c'est-a-dire :

—+00
a = d‘i‘ZleOij
7=1

+oo /4

= d+ Z Z ;107D

n=0 j=1

= d+ (gcﬂo“) <§ 107).

¢

ol u = Z ;10779 donc I'écriture irréductible de a est L q est un
j=1

diviseur de 10° — 1. En particulier 10 et ¢ sont premiers entre eux et ordre de 10 dans le

groupe (Z/qZ)* divise {.

¢) Dans le cas général, on écrit ¢ = 2°5% avec ¢’ > 1 et premier avec 10. Posons m = max(k, ¢).
/

Enfin a =d+

u
106 —1

Alors I’écriture irréductible de 10™a est de la forme Zl/ de sorte que 'écriture décimale de a est

périodique a partir de la m + 1-éme décimale apreés la virgule de période k ou k£ est 'ordre de
10 dans le groupe (Z/q'Z)*.

On a donc démontré 1’énoncé qui suit.

Théoréme. e Le développement décimal d’un nombre réel est fini ou périodique (& partir d’un
certain rang) si et seulement s’il est rationnel.

e Soit a un nombre rationnel. Ecrivons a = avec k,¢ € N et q premier avec 10p. Po-

P

2k5€q

sons m = max(k, /).

a) Le développement décimal de a est fini si et seulement si ¢ = 1.

b) Siq+# 1, le développement décimal de a est périodique & partir du m + 1-éme chiffre apreés
la virgule et sa période est l'ordre de 10 dans le groupe (Z/qZ)*. 4

Remarque. On peut remplacer le développement décimal par le développement en base b ol b est un
nombre entier > 2 quelconque. On pourra ainsi écrire :

N
e tout nombre A € N (de maniére unique) sous la forme A = Z apb” avec N € N et, pour tout
k=0
i €{0,...,N}, a; € {0,...,b — 1}; cette suite (a;) s’appelle le développement en base b de
Ientier A.
+o0o
e tout nombre réel positif A est somme d’une série A = Zakb’k avec ag € N et, pour 7 > 1,
k=0
a; € {0,...,b— 1}, avec unicité si 'on impose que 1’ensemble des i € N tels que a; # b — 1 est

infini. La suite (a;) s’appelle alors le développement en base b propre du nombre réel A.

e Le développement en base b d’'un nombre réel est fini ou périodique (& partir d’un certain rang)
si et seulement s’il est rationnel.

e Soit A un nombre rationnel et écrivons A = miq ou p,m,q € N sont deux a deux premiers entre

eux, ¢ est premier avec b et m divise une puissance b* de b.

a) Le développement en base b de A est fini (i.e. a; = 0 a partir d’'un certain rang) si et
seulement si g = 1.



b) Si g # 1, le développement en base b de A est périodique a partir du rang k + 1. Sa période
est 'ordre de b dans le groupe (Z/q7Z)*.

Sur les nombres transcendants

Définition. Soit x € C. On dit que = est algébrique s’il existe un polynéme P € Q[X] tel que
P(x) = 0. On dit que x est transcendant s’il n’est pas algébrique.

Notons &7 C C ’ensemble des nombres algébriques. On peut démontrer que &7 est un sous corps de C.
Notons 7 C C I’ensemble des nombres transcendants.

L’ensemble Q[X]| des polynomes a coefficients rationnels est dénombrable. Chaque polynéme a un
nombre fini de racines dans C. On en déduit que I'’ensemble .7 des éléments algébriques, réunion sur P €
Q[X] (non nul) de 'ensemble des racines de P est une partie dénombrable de C. L’ensemble ANR des
nombres réels algébriques est aussi dénombrable. Son complémentaire, 'ensemble .7 des nombres réels
transcendants n’est donc pas dénombrable. De plus, si I C R est un intervalle d’intervalle d’intérieur
non vide, comme I n’est pas dénombrable, il n’est pas contenu dans .7, donc .7 NI # (). On en déduit
que Pensemble .7 N R des nombres transcendants réels est dense dans R et en particulier R \ Q est
dense dans R.

Remarque. Pour établir la densité de R—Q, on peut aussi raisonner de la fagon qui suit. On a vu que Q
est dense dans R. Soit 7 € R un nombre transcendant. On en déduit que R — Q, qui contient .7 N R,
donc aussi Q + 7, est dense dans R.

Nous exhiberons en exercice des nombres transcendants (les nombres de Liouwille).

1.3 Axiome de la borne supérieure

Rappelons que la relation binaire < dans R, fondamentale en analyse, est une relation d’ordre (E[)

total (E[)

Définition. Soit A une partie de R.

e On dit qu’un nombre réel z est un majorant de A ou qu’il majore A si pour tout y € A, on
ay < x. Sideplus x € A, on dit que c’est le plus grand élément de A.

e La partie A est dite majorée s'il existe x € R qui majore A.

e De méme, on dit qu'un nombre réel x est un minorant de A ou qu’il minore A si pour
tout y € A, onay > x. Si de plus x € A, on dit que c’est le plus petit élément de A.

e La partie A est dite minorée s’il existe € R qui minore A.

e La partie A est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Axiome de la borne supérieure. Soit A une partie non vide majorée de R. L’ensemble de ses
majorants a un plus petit élément : c’est le plus petit des majorants de A qui s’appelle borne supérieure
de A et se note sup A.

De méme, si A est une partie non vide minorée de R, elle posséde un plus grand minorant, la borne
inférieure de A qui se note inf A.

Si A C R n’est pas majorée (resp. n’est pas minorée) on pose sup A = +oo (resp. inf A = —00). on pose

aussi sup® = —oo et inf) = +oco.

1. C’est une relation (i) réflezive : Vo € R, on a x < x, (ii) antisymétrique : Vo, y e R, six <y et y <z, alors x =y
et (iii) transitive : Vz,y,z € R, six < y et y < z, alors < z.
2. Vz,ye Rjonaz<youy< .



1.4 Suites de nombres réels

| Définition. Une suite de nombres réels est une application (d’une partie) de N dans R.

Cependant la notation est ici différente : 'image de I’élément n € N par la suite se note x,, ou u,, ou ...
plutot que f(n). La suite elle méme se note sous la forme (u,),en (plutét que f). Par abus, il arrive
que l'on note la suite juste (u,), voire (uy).

On définit de méme une suite d’éléments d’un ensemble X : c’est une application (d’une partie) de N dans X.

Pour ne pas alourdir les notations, toutes nos suites seront supposées définies sur N.

| Définition. Une suite (u,)nen est dite majorée, minorée, ou bornée si 'ensemble {u,; n € N} Dest.

Définition. On dit qu’une suite (u,) de nombres réels converge vers un nombre ¢ € R si, pour tout
nombre réel € > 0, il existe N € N tel que, pour tout n € N satisfaisant n > N, on ait |u, — ¢] < €.
Dans ce cas, le nombre ¢ est uniquement déterminé par la suite (u,) (théoréeme d’unicité de la limite).
On l'appelle limite de la suite u,, et on le note lim(u,) ou nh_)IIolo uy,. Lorsqu’une suite admet une limite,

on dit qu’elle est convergente.

Proposition. Toute suite convergente est bornée.

Opérations sur les limites. Soient (u,)nen €t (Vn)nen deux suites convergentes de nombres réels.
Alors les suites (tupn + Un)nen €t (UnUn)nen sont convergentes et l'on a les égalités

lim (u,, + v,) = ( lim un> + ( lim vn> et lim (u,v,) = ( lim un)< lim vn>.

n—o0 n—oo n—0o0 n—o0 n—oo n—o0

Puisque de plus il existe des suites convergentes, par exemple les suites constantes, on en déduit que 'en-
semble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel RN de toutes les suites et que
I’application qui & une suite convergente associe sa limite est linéaire.

Limites infinies. On dit qu’une suite (u,) de nombres réels admet la limite +o0o (resp. —oo) si pour
tout M € R, il existe N € N tel que, pour tout n € N satisfaisant n > N, on ait u, > M (resp.
u, < M).

Théoréme d’encadrement (ou « théoréme des gendarmes »). Soient (up)nen, (Un)nen et
(Wn)nen des suites de nombres réels. On suppose que pour tout n € N on a u, < v, < w, et que
les suites (u,) et (wy,) convergent vers la méme limite €. Alors la suite (v,) converge aussi vers (.

Suites monotones. Une suite (u,),en de nombres réelsest dite croissante si pour tout m,n € N,
tels que m < n on a u,, < u,. Notons qu’il suffit de vérifier que pour tout n € N on a wu,, < u,41 (par
récurrence sur n — m). On dit que (u,)nen est décroissante si pour tout m,n € N, tels que m < n on
a Uy, = Uy,. On dit que (uy,)nen est monotone si elle est croissante ou si elle est décroissante.

[’axiome de la borne supérieure se traduit par la propriété suivante sur les suites.



Théoréme. Toute suite monotone bornée converge :
e toute suite croissante majorée converge vers sa borne supérieure ;
e toute suite décroissante minorée converge vers sa borne inférieure.

En effet, donnons-nous une suite croissante majorée (u, ), et notons ¢ sa borne supérieure ¢ = sup{u,; n €
N}. Soit € > 0; alors £ —¢e ne majore pas {u,; n € N}, donc il existe ng tel que u,, > ¢ —e. Pour n > ny,
on a alors £ — e < uy, < u, < L.

Deux suites (u,) et (v,) sont dites adjacentes si I'une est croissante, 'autre décroissante et leur différence
converge vers 0.

Corollaire. Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite.

Une fagon équivalente d’énoncer ce résultat est la suivante. Rappelons qu'un segment est un intervelle
fermé et borné, donc de la forme [a,b] avec a,b € R ot a < b. La longueur du segment [a, b] est b — a.

Corollaire (Segments emboités). Soit (I,)nen une suite de segments de R. On suppose que 1,1 C I,

et que la longueur de I,, tend vers 0. Alors ﬂ I,, contient un et un seul point.
neN

Ce point est la limite commune des suites adjacentes (a,) et (by,).

Limite supérieure, limite inférieure. Soit (u,) une suite bornée de nombres réels.

Pour tout n € N, posons v, = inf{ug; k > n} et w, = sup{ug; k > n}. La suite (v,) est croissante,
la suite (w,) décroissante. De plus pour tout n € N, on a v, < w,.

La limite de la suite (v,,) s’appelle la limite inférieure de la suite (u,) et se note liminf(u,) ; la limite
de la suite (w,) s’appelle la limite supérieure de (u,) et se note lim sup(u,).

Proposition. Une suite bornée de nombres réels converge si et seulement si sa limite supérieure et
sa limite inférieure coincident.

En effet, on a v, < u, < w, donc si la limite supérieure et sa limite inférieure coincident, la suite (u,,)
converge par le « théoréme des gendarmes ».

Si (u,) converge vers un nombre /, il existe ng tel que pour n > ng on ait £ —e < u,, < £+ &. On aura
alors, £ — ¢ < vy, et wy, < £+ e. Pour n > ng, on aura [{ — e < vy, < vy < W, < Wy < L+ ¢, | done
(vn) et (w,) convergent toutes deux vers /.

Remarque. Si la suite (u,) n’est pas majorée, alors, pour tout n € N, on a sup{uyg; k > n} = +o0, et
donc lim sup(u,,) = +00. La suite (u,) admet une limite (qui ne peut étre que +00) si et seulement si
liminf(u,) = +00. De méme, si la suite (u,) n’est pas minorée, on a inf{uy; k > n} = —oo pour tout
n € N, et donc liminf(u,) = —oco. On a encore (u,) — —oo si et seulement si lim sup(u,) = —o0.

La proposition ci-dessus s’étend donc au cas des limites infinies.

Suites extraites. Soit (u,) une suite et ¢ : N — N une application strictement croissante. La suite
(Uyp(n))nen s’appelle une suite extraite de (us,).

Une suite extraite d’une suite de limite ¢ (finie ou infine), admet aussi la limite /.

Théoréme de Bolzano-Weierstrass. De toute suite bornée de nombres réels, on peut extraire une
sutte convergente.

On peut assez facilement extraire une suite qui converge vers limsup(u, ). En effet :
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(*) Pour tout m € N et tout £, comme w,, — € ne majore pas {ug, k > m}, il existe k > m tel que
Wy — € < Up. Alors’wk—egwm—5<uk <wk‘.

A Taide de la propriété (*), on construit une application ¢ strictement croissante telle que pour tout n
on ait 0 < Wy(n) — Upm) < 27", On construit ¢(n) par récurrence sur n.
e La propriété (*) avec m = 0 et € = 1 permet de choisir ¢(0) € N tel que 0 < wy(0) — Ug) < 1.
e Si p(n — 1) est construit, en prenant m = p(n — 1) + 1 et ¢ = 27", on choisit a 'aide de la
propriété (*) un nombre p(n) € N tel que I'on ait ¢(n) > ¢(n — 1) et 0 < Wpn) — Upm) < 27"
Alors, la suite (uy(n)) converge vers la méme limite que (wy(,)), ¢’est-a-dire vers lim sup(uy,).

De méme, il existe une suite extraite de (u,) qui converge vers lim inf(u,,).

Remarque. Si /¢ € R est limite d’une suite extraite de (u,) on dit que ¢ est une valeur d’adhérence de
(uy,). La limites supérieure et inférieure de (u,) sont des valeurs d’adhérence de (u,,).

On en déduit qu’une suite bornée converge si et seulement si elle a une unique valeur d’adhérence.

Plus généralement, une suite (u,) a une limite finie ou infinie si et seulement si elle a une seule valeur
d’adhérence dans R = R U {—o00, +-00}.

Soient ¢ € R une valeur d’adhérence de (u,) et (uy(,)) une suite extraite qui converge vers £. Comme
Vp(n) < Up(n) < Wy(n), ON trouve par « passage & la limite », liminf(u, ) < ¢ < limsup(u,). En d’autres
termes, liminf(u,) (resp. limsup(u,) est la plus petite (resp. plus grande) valeur d’adhérence de (u,,).

Suites de Cauchy. Une suite (u,) est dite de Cauchy si pour tout € > 0, il existe n € N tel que,
pour p,q = n, on ait |u, — u,| < €.

Une suite convergente est clairement de Cauchy. La réciproque est aussi vraie (autrement dit, R est
complet). En effet, si la suite (u,) est de Cauchy, alors la suite (sup{uk; k>n} —inf{ug; k> n})

tend vers 0, c¢’est-a-dire lim inf(u,,) = lim sup(u,). On a donc le critére qui suit.

Critére de Cauchy. Une suite de nombres réels est convergente (dans R) si et seulement si elle est
de Cauchy.

Convergence d’une suite dans un espace métrique. Soient (X, d) un espace métrique et (x,)
une suite d’éléments de X. On dit que la suite (x,) converge vers ¢ € X si la suite de nombres réels
(d(2n,1)),en tend vers 0.

Nous reviendrons sur cette notion dans le chapitre sur la topologie (§ .

1.5 Exercices

1.5.1 Sur le développement décimal

1.1 Considérons le nombre n = 142857. On a 2n = 285714, 3n = 428 571, 4n = 571428,
bn = T14285, 6n = 857142. En d’autres termes, multiplier n par k pour 1 < k£ < 6 fait tourner
les décimales de n. On dira qu’on a des multiplications magiques. Enfin 7n = 999999. Le but de cet
exercice est de comprendre et généraliser ce fait.

Soit p un nombre premier. On suppose que 10 est un générateur du groupe (Z/pZ)* - ce groupe est

, 01— 1 & A 1001 — 1
cyclique. Ecrivons ——— = g a; 1077177 1e développement décimal de 'entier N = ———-
p - p
Jj=1



1. Quel est le développement décimal du nombre entier p/N 7 Quel est le développement décimal

du nombre rationnel — ?
p

2. Soit k un nombre entier avec 1 < k <p— 1.
a) Démontrer qu’il existe un unique nombre entier £ avec 0 < £ < p — 2 tel que 10° = & [p).

b) Ecrivons 10°N = 10°"'A + R la division euclidienne de 10°N par 10°~'. Quels sont les
développements décimaux de A et R?

c) Démontrer que kN = R + A. Quel est son développement décimal ?

3. Le calcul des 16 premiéres décimales du nombre 1/17 donnent 0, 0588235294117647.
a) Quel est 'ordre de 10 dans (Z/17Z)*?
b) On pose n = 0588235294117647. Calculer de téte 2n puis 3n, ete. jusqu’a 16n.

1.2 [Exercicel 1. Soit p un nombre premier. Démontrer que le développement décimal de 1/p est
périodique de période 5 si et seulement si p|11111.

2. Soit p un diviseur premier de 11 111.
a) Quel est 'ordre de la classe 10 dans (Z/pZ)*?
b) En déduire que p =1 [10].

3. Quel est le plus petit nombre entier p tel que le développement décimal de 1/p soit périodique
de période 57

1.3 Pour x € R, on note 6(z) = inf{|z — n|; n € Z} sa distance a Z. Soit n € N*.

1. Soient g, ..., sp11 € [0,1]. Démontrer qu'il existe des nombres entiers i et j satisfaisant 0 < i <
1

n+1
2. Soient ty,...,t, € R. Démontrer qu’il existe des entiers i et j satisfaisant 0 < i < j < n et

Ot —t5) <

j<n+1letls; —s;| <

n—l—l'
1
n+1

3. Démontrer que pour tout ¢ € R, il existe k € N satisfaisant 1 < k < n et §(kt) <
4. En déduire qu’il existe une suite de nombres rationnels p, /g, qui converge vers t et telle que

|t_'pn/Qn|<:q;2'

1.4 [Exercicel. Un nombre de Liouville

2 s . , , A
1. Démontrer que la série de terme général 10~ est convergente.

—+00 n
Posons S = Z 107* et pour n € N, a, = Z 107*,
k=1 k=1

2. Démontrer que 0 < S < 1et, pour n € N, 0 < S — a, < 2.10~" V",

3. Soit P un polynéme non nul a coefficients entiers. Notons p son degré.
a) Démontrer que pour tout n on a 10°™ P(a,) € Z.
b) Démontrer qu'il existe M € R* tel que, pour tout n on ait |P(S) — P(a,)| < M.10~ D",
c) Démontrer que P(S) # 0 (on remarquera que, pour n assez grand, a, n’est pas racine de P).

4. Démontrer que S est transcendant.
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1.5 Soit P € Z[X] de degré d que 'on peut supposer irréductible. Soit z € R\ Q une

. .. Pn . . . , . DPn
racine de P. Soit — une suite de rationnels qui tend vers x. Démontrer que la suite qz xr— —| est

dn Gn

bornée inférieurement (on s’inspirera de l’exercice|l.])). Exhiber d’autres nombres transcendants.

1.6 On définit une suite (u,) de nombres complexes en posant ug = a € C et u,41 = u,’.
1. Décrire la suite u,,.
2. On suppose |a| # 1. Discuter selon la valeur de a le comportement de cette suite.
3. On suppose ici que |a| = 1. On écrit a = ™ ou 6 € [0,1]. On écrit aussi u,, = e*™" avec 6, €
[0, 1].
a) Exprimer 6,, en fonction du développement décimal de 6.
b) Pour quelles valeurs de 6 la suite (u,,) est-elle constante ?
c) Pour quelles valeurs de 6 la suite (u,) prend-elle un nombre fini de valeurs ?
d) Pour quelles valeurs de 6 la suite (u,,) converge-t-elle ?
)

e) (*) Construire 6 tel que {u,; n € N} soit dense dans le cercle unité de C.

1.7 (Variante) Etudier I'application f : [0, 1[— [0, 1[ donnée par f(z) = 10z — E(10z) et
les suites récurrentes (u,,) données par un point ug € [0, 1] et upy1 = f(uy).

1. Décrire 'application f en termes de développement décimal.
Quels sont les points fixes de f 7
Pour quelles valeurs de ug cette suite stationne-t-elle ?

Pour quelles valeurs de ug cette suite converge-t-elle 7

Ot W

Pour quelles valeurs de uq cette suite est-elle périodique ? Pour lesquelles devient-elle périodique
a partir d'un certain rang?

6. Construire un ug pour lequel {u,; n € N} soit dense dans [0, 1].

1.5.2 Autres suites numériques

1.8 . Soient (u,) une suite convergente et ¢ : N — N une application injective. Démontrer
que la suite (uy(n)) converge vers la méme limite.

1.9 (Cesaro généralisé). Soit (v,) une suite croissante de nombres réels non nuls telle que
lim v,, = +00. Soit (u,) admettant une limite ¢ € [—o00, +0o0].
1 n
Démontrer que la suite (w,,) définie par w,, = — Zuk(vk — vg_1) admet la méme limite.
Un
k=1

1.10 [ Exercicel Soit (u,) une suite de nombres réels telle que pour tout n,m € R on ait Uy, <

n

U U
Uy + Uy,. Démontrer que la suite (—) tend vers inf {—n, n e N*}.
n n

1.11 Soient a,b € R avec 0 < b < a. On définit les suites (a,,) et (b,) par récurrence en

n bn .
a ;— , bne1 = Vayb,. Démontrer que les suites (a,) et (b,) sont

posant ag = a, by = b et a1 =

adjacentes.
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1.12 (cf. aussi exerc.|3.16|) Soit (u,,) une suite de nombres réels. On suppose que 11 —u, —
0. Démontrer que ’ensemble des valeurs d’adhérence de (u,,) est un intervalle.

1.13

2
Exercice| Intégrales de Wallis Pour n € N posons W,, = / sin” x dzx.
0

. Calculer Wy et Wj.

Démontrer que la suite (WW,,) est décroissante.
n

Démontrer que, pour n > 1, on a W, = n 1Wn,1.
n

T
. Démontrer que pour tout n > 1, on a nW, W, | = 5

, (2p)! 227 (p!)?
Démontrer que, pour p € N on a Wy, = W§ et Wopp1 = 2p+ 1)
, . Wn+1 , . ™
. Démontrer que lim = 1. En déduire que W,, ~ 4/ —-
w., 2n
£ g A . : . 2p 9 1
En déduire un équivalent du coefficient binomial : ~ 2P, [ —
P

(voir aussi la formule de Stirling - exerc. [5.3).

1.14 [ Exercicel Sous-groupes de R. Soit G un sous-groupe (additif) de R distinct de {0}. On pose
a=inf(GNRY).

1.
2.
3.

On suppose que a > 0. Démontrer que G = aZ.
On suppose que a = 0. Démontrer que G est dense dans R.

Soit H un sous-groupe du groupe (multiplicatif) U des nombres complexes de module 1. Dé-
montrer que H est ou bien dense dans U ou bien cyclique formé des racines n-iémes de 1.
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2 Approximation

Références pour ce chapitre: on trouve beaucoup de choses dans les classiques
([L™M, L=F A, M Anal, RDO] etc. ). Voir aussi [Dem]. Pour les approximations de m,
voir [Dell, [E'L]. (voir biblio. p. [219)

2.1 Rapidité de convergence

Un nombre réel est donc défini comme une limite de suite. On peut cependant essayer de bien choisir
une suite convergeant vers un nombre réel donné...

Pour cela on introduit la notion de rapidité de convergence.

Définition. Soient (u,) et (v,) deux suites convergentes de nombres réels. Notons x et y leurs limites

respectives. On dit que (v,) converge plus vite que (u,) si (v, —y) = o(u, — ), c’est & dire si
lim —=—Y — o,
Up — T

Plus une suite convergera rapidement, meilleure sera ’approximation qu’elle donne. Notons cependant qu’il
faut ternir compte d’une deuxiéme donnée : la quantité de calculs que représente ’évaluation de (u,). Par
exemple, on pourrait trouver artificiellement une suite (v,,) qui converge a priori plus vite que la suite u,, en
posant v, = ug, voire v, = Usgn...

Dans les exercices, nous étudierons des suites convergent vers e (exerc. 2.1)), vers 7 (exerc. [2.4] et [2.6)),
et comparerons leurs vitesses de convergence.

La comparaison avec les suites géométriques donne :

Définition. Soit (u,) une suite convergente de nombres réels; notons x sa limite. Si la suite
Upt1 —
(L converge vers un nombre A\ € R, alors ce nombre A s’appelle coefficient de convergence
Uy —

de la suite. Dans ce cas :
e Si |A| =1 on dira que la convergence de la suite (u,) vers x est lente.
e Si0 < |\ <1 on dira que la convergence de la suite (u,) vers x est géométrique (d’ordre \).
e Si A =0 on dira que la convergence de la suite (u,,) vers x est rapide.

La convergence est d’autant plus rapide (au sens de la définition ci-dessus) que || est petit.

Pour comprendre ce que mesure le coefficient A de convergence, remarquons que, pour n, p € N, le « nombre de
déci ) P - 5 q ] 8 79 g ] } |un+p_$’
écimales gagnées » en passant de 'approximation u, de x a I'approximation u,, de x est —log m
(o log = log;).
e Si\ = 1/10, on gagne asymptotiquement une décimale par itération. Plus généralement, si0 < |A| < 1,
on gagne en moyenne — log || décimales par itération.
e Lorsque la convergence est lente, donnons-nous n (grand) ; si on veut gagner une décimale & partir de
’approximation u,, de x, on voudra trouver un nombre p(n) € N tel que |u, ) — 2| < |uy — 2]/10.
|un+p — .CL"
lun — |
p(n) — oo : le nombre d’étapes qu’il faut pour gagner une décimale tend vers l'infini. On voit par
exemple que si u, = 1/n, pour gagner une décimale (diviser u,, par 10) il faut remplacer n par 10n,
soit p(n) = 9In.
e A 'opposé, lorsque la convergence est rapide, le nombre de décimales gagnées a chaque étape tend
vers +00.

Or pour p fixé, — 1, donc pour n assez grand, on aura p(n) > p. On en déduit que
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2.2 Accélération de convergence

Le principe de l'accélération de convergence est, étant donnée une suite convergente (u, ), d’essayer de
fabriquer une suite (v,,) qui se calcule facilement & partir de la suite (u,) et qui converge plus vite que
(u,) vers la méme limite.

On peut accélérer artificiellement une suite, en posant v, = ugp) ot ¢ : N — N tend trés vite vers
+00. Cela dit, si pour calculer u,, on doit calculer tous les termes wu; avec k < m, on n’a strictement
rien gagné en temps de calcul...

Accélération au moyen d’un équivalent. Notons x la limite. Si on connait un équivalent simple
2

"1 s
de (z — u,), il suffit de 'ajouter & u,... Par exemple, si on pose u, = Z 72 de limite 5 on a

k=1
2 o 1 .
% — U, = Z 72 Ecrivant
k=n+1
111 L1 1 1
ko k+1  k(k+1) "k " k(k—1) k-1 Kk
2 1 1

il vient 5 U, ~ —. En posant v, = u,, + —, on aura accéléré la convergence.
n n

NB. Dans certains cas, un développement limité, nous permettra d’accélérer encore plus la convergence
- voir par exemple exerc. [5.9|

Accélération de Richardson-Romberg. On suppose que (u,) converge vers une limite x et que la

A P Up+1 — )\Un
convergence de (u,,) vers x est géométrique de rapport A avec |A| € |0, 1], on posera v,, = 1%
(Un+1 — @) = AMup — )

X = o(u, — x) (puisque u, 1 — z = Nu, — x) +

En effet, on trouve v, — x =
o(u, — x)).

Notons que cela marche aussi pour A = —1 (et aussi, pour A = 0, mais cela n’a aucun intérét : si A = 0,
on a v, = U,y qui, comme la convergence est rapide, converge plus vite que u,).

Dans plusieurs exemples importants (que ’on rencontre dans des suites récurrentes ou des évaluations
d’intégrales), la suite (v,,) ainsi construite converge aussi géométriquement avec un ordre plus petit.

On pourra alors répéter cette méthode.
Un41 — /\1un

: o n n n N _ :
Par exemple, si u, = x 4+ a1 A} + a2 Ay + o(A\3) ot [Ao| < || < 1, on va poser v, = T puis
Un+1 — )\2vn n .
———— et on aura x —w,, = o(A}) (on remarque que, si a; et ay sont non nuls, la convergence

wy, =
1—X
de (u,) est géométrique d’ordre A\; et celle de (v,,) est géométrique d’ordre Ag).

Méthode d’Aitken. Il arrive que 'on sache que la convergence est géométrique mais qu’on ne
connaisse pas 'ordre \ : c’est souvent le cas pour les suites récurrentes. Dans ce cas, on remplace

2
Up+2 — Up+1 . .. UnUpy2 — un+1
——————————— (ul converge vers A AIHSI, on va poser v, —

Unp41 — Un Uy + Unp42 — 2un+1

A par

2.3 Suites données par une formule de récurrence u,.1 = f(uy,)

Soit I un intervalle de R et soit f : I — I une application. Soit uy € I. On pose u, = f"(ug).
Rappelons que
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e si f est croissante, la suite (u,) est monotone.
e Si f est décroissante, alors f o f est croissante : les suites (ug,) et (ug,41) sont monotones de
monotonie opposée.

Rappelons deux faits trés importants :

Proposition. Si (u,) converge vers x € I et f est continue en x, alors f(z) = x.

Théoréme du point fixe. Toute application contractante f d’un espace métrique complet X non
vide dans lui-méme admet un unique point fize. Pour tout u € X, la suite (f"(u)) converge vers cet
unique point fize.

Rappelons que f est dite contractante s’il existe k € [0, 1] tel que 'on ait d(f(x), f(y)) < kd(x,y) pour
tous z,y € X.

Dans le cas d'une fonction f dérivable définie sur un intervalle I, remarquons que f est contractante,
si et seulement sl existe k € [0, 1] tel que pour tout = € I on ait |f'(z)| < k (on utilise le théoréme
des accroissements finis).

Enfin, si f : I — I et si une suite (u,) vérifie la formule de récurrence u,y1 = f(u,) et converge

Upil — T
vers un point x sans étre stationnaire et f est dérivable en z, alors ——=—— — f’(z). En particulier,
Up — T
Upy1 — T
|f/(z)] <1 (sion avait |f'(z)| > 1, il existerait ng tel que l'on ait ‘L’ > 1 pour n = ng et la
Up — T

suite & termes strictement positifs |u,, — x| serait croissante a partir de ng et ne pourrait converger vers
0).

e Si|f'z)| =1, la convergence est lente.

e si 0 < |f'(x)] < 1, la convergence est géométrique. On peut en principe utiliser les méthodes
d’accélération de convergence vues ci-dessus. Notons qu’a priori on ne connait pas f'(x) puis-
qu’on ne connait pas x... Dans ce cas on ne pourra pas appliquer la méthode de Richardson. On
appliquera alors la méthode d’Aitken.

Remarquons de plus que, par définition de la dérivée, si |f'(z)| < 1, il existe a tel que, pour

ly — x| < «, on ait ‘M
y—x
déduit que, si | — ug| < «, la suite définie par la formule de récurrence u, 11 = f(u,) converge
nécessairement vers x (on a |u, — z| < k"«). Le point fixe x « attire » tous les points voisins.
On dit qu’il est attractif.
e Si f'(x) =0, la convergence est rapide. On dit que x est super attractif.
De cette discussion, il résulte aussi que si z est un point fixe de f avec |f'(x)| > 1, une suite définie
par une formule de récurrence u,1 = f(u,) ne peut converger vers f a moins d’étre stationnaire. On
dit que x est un point fixe répulsif.

< k ou k est un nombre tel que |f'(z)] < k < 1. On en

2.4 Solution d’une équation g(x) =0

Enfin cherchons & approcher une solution ¢ d’une équation g(z) = 0.

Dichotomie. Sig: [a,b] — R est continue et g(a), g(b) sont de signes opposés, alors par le théoréme
des valeurs intermédiaires, g s’annule sur [a,b]. Pour localiser un zéro de g, on pourra procéder par
dichotomie : on considérera le signe de g((a + b)/2); en fonction de ce signe, on saura s’il y a un point
¢ o g s’annule dans [a, (a +b)/2] ou dans [(a+ b)/2,b]. Ainsi, on aura divisé I'incertitude sur ¢ par 2...
et on continue.

15



En pratique, on pose a9 = a et by = b. Si a, et b, sont construits
g(an)g(b,) < 0, on construit a,; et b,y; de la maniére suivante : po-
sons ¢, = (an + b,)/2; si g(an)g(c,) < 0, on pose a1 = ay €t by = ¢
si g(an)g(e,) > 0, alors g(b,)g(c,) < 0 et 'on pose a1 = ¢, et by = by,
Dans tous les cas, on a a, < ap11 < bu1 < by, b1 — a1 = (by — ay) /2
et g(an+1)g(bny1) < 0. Les suites (ay,) et (b,) sont adjacentes et g s’annule
en leur limite commune.

Méthode de la sécante. Si g est plus réguliére, au moins de classe C'!, on peut sur un petit intervalle
I'assimiler & une fonction affine. Ainsi, si on a deux points a et b proches tels que g(a)/g(b) loin de 1,

ag(b) — bg(a
on s’approchera d’une solution ¢ de g(x) = 0 en se basant sur la sécante : on posera ¢ = M

9(b) = g(a)

Retour sur les suites récurrentes. Soit @ € R* et posons f(z) = x + ag(z). On remarque alors
que g(z) = 0 si et seulement si f(z) = x. On sera amené a considérer une suite définie par une relation
de récurrence u,1 = f(u,). Pour que la méthode soit efficace, on choisira « de sorte a ce que |f’|
soit la plus petite possible - du moins autour du point ¢ cherché, soit |1 + ag'(¢)| petit. Idéalement

g'(¢)

Méthode de Newton. Le calcul ci-dessus, nous incite a poser f(x) = z —
g(x)
g'(x)
pas. Le point ainsi défini est I'abscisse de l'intersection de la tangente en x au
graphe de g avec I'axe des x. Si ¢ est de classe C?, alors f est de classe C' et
I'on a

- Pour cela, on doit bien sfir se placer dans un intervalle ol ¢’ ne s’annule

g'(x)" —g(x)g"(x) _ g(x)g"(x)

f/(l‘) =1- g’(l’)2 = g’(:z:)2 ’ /121%4-1 ﬂﬁn

En particulier, f’(¢) = 0; donc une suite définie par une relation de récurrence z,,1 = f(x,) avec xg
suffisamment proche de ¢ va converger rapidement vers ¢. Elle sera (au moins) quadratique : avec un

!
M a une limite finie g'(0)
(£ = an)? 29'(0)
nulle, 2,41 — £ est du méme ordre que (£ —x,)? : le nombre de décimales exactes de x,, double (en gros)
a chaque nouvelle étape.

développement limité, on voit que la suite . Si cette limite n’est pas

Remarque. Si g est convexe, en partant d’un point ug tel que g(ug) > 0, la méthode de Newton va
donner une suite f"(up) qui converge toujours (car monotone). De méme si g est concave et g(ug) < 0.
Notons cependant que si ¢”(¢) = 0, la convergence sera cubique (& condition que g soit suffisamment
réguliére - de classe C?, et que I'on parte de ug suffisamment proche de ¢) : le nombre de décimales

Unn — L tend vers g (£)
3 3¢'(¢)

(0 — up)

exactes de u,, triplera (en gros) a chaque nouvelle étape. Dans ce cas,

Notons cependant que toutes ces méthodes ne marchent pas bien si |g’| est trop petit, et en particulier si
g () = 0. Pour appliquer ce type de méthodes, il faut commencer par éliminer les points ot g et ¢’ s’annulent
simultanément. En particulier, si g est un polyndéme, on « chassera » les racines multiples en regardant les
racines de PGCD(g,g').
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2.5 Exercices

I "1
2.1 | Exercicel On considére les suites u,, = (1 + —) et v, = Z Equi convergent vers e. Donner un
n !

k=0
équivalent de e — u,, et de e — v,,. Quelle suite utiliseriez-vous pour approcher e? Comment accélérer

la convergence de u,, vers e?

Up, 1
2.2 | Exercice. Posons ug =2 et, pour n € N, w,1 = 5 + —.

(n — \/5)2

2Uy,

1. Démontrer que u, 1 — V2 =

[N}

. Démontrer que la suite (u,) converge vers v/2. Donner une majoration de u,, — v/2.

3. Combien de termes de la suite doit on utiliser pour approcher V2 avec 100 décimales ?

W

. Questions subsidiaires :
e Quelle est ici la méthode utilisée pour approcher v/27?
e Approcher de méme a'/® ou a,b € N* (a,b > 2).

2.3 [Exercicel 1. Démontrer qu’il existe un et un seul a € R tel que a = cosa.
On veut approcher a. On définit la suite (u,) en posant ug = 1 et, pour n = 0, U, 41 = COSUy,.

2. Démontrer que la suite (u,) converge vers a et que les suites ug, est (ua,+1) sont adjacentes.
3. Démontrer que |u, — a| < (sin1)".
4. Calculer wuy, us, ug et sinuy. Sachant que sinw; > 1/2 et ug — u; > 1/10, démontrer que, pour

n}l,ona|a—un+1\>m-

5. Combien de termes doit on calculer pour approcher a 4 107'% prés.

6. Peut-on accélérer cette convergence ?

24 . On approche le cercle de rayon 1 par un polygone régulier a n cotés (n > 2). On note
a, 'aire de ce polygone et b, son demi-périmétre.

1. Exprimer a,, b, a l’aide d'un sinus.
T , . 1 .
2. On pose ¢, = cos —. Exprimer as,, ba,, 2, en fonction de a,,b,,c,. En déduire des méthodes

d’approximation de 7.

2.5 (Fractions continues. cf. livre d’algebre de la méme collection, exercice 2.9.)

1. Soit (gn)n>1 une suite de nombres entiers strictement positifs. On définit deux suites (ay)nen
et (bp)neny par : ag = 1, bp = 0, a; = 0, by = 1, et, pour n = 1, apy1 = ap_1 + anqy et
bn+1 = bn—l + bnqn.

a) Quelle est la limite de la suite b, ?

b) Démontrer que, pour tout n € N, on a

G a) (a0 )G )
1 q1 1 q2 T\ Gn bn bn—l—l ‘

En déduire que l'on a a,b,11 — apy1b, = (—1)" pour tout n € N.

Qp

+1
= {qla sy qn]
n+1

Dans la suite, on notera
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¢) Pour n € N*| justifier ’écriture en « fraction continue » :

An+1 o 1

bn
+1 ¢+

q2 +

qn—1'+'__

n

an+1

Pour n € N, posons y,, =
n+1

d) Démontrer que les suites (yo,11) et (y2,) sont adjacentes. En déduire que la suite (y,)
converge.
1

e) Soit z la limite de la suite y,,. Démontrer que 0 < |z — y,,| < :
bn+1bn+2

f) Démontrer que z € R\ Q.
2. Soit x € QNJ0, 1[. On veut démontrer qu'il existe n € N, et ¢q, ..., ¢, € N tels que z = [, ..., qn].
a
On écrit x = 7 ou a et b sont de entiers positifs premiers entre eux. On raisonne par récurrence

« forte » sur a.

1
a) Traiter le cas a =1 (i.e. si — est entier).
T

1 1 1
b) Si — n’est pas entier, on note ¢; = [—} la partie entiére de — et x1 = — — ¢;. Démontrer que
x x x x

aq
r1 = — avec a; < a et conclure.
1

3. On suppose désormais que z € (R\ Q)N]0, 1].

a) Démontrer que 'on peut définir une suite (g,) d’entiers > 1 et une suite z,, € R, en posant

1 1 1 1
To =T, puls q; = [—] et r1 = [—] —qi; enfin pourn €N, g1 = [—} et Tpy1 = — — Gnt1-
T T T Tn
b) Démontrer que ([q1, - . -, ¢n))nen converge vers x.
2.6 (Exercicd. 1. Démont Z G
. émontrer que —-
q 2k+1 4

2. Combien faut il de termes pour obtenlr une approximation de 7 & 107¢ prés?

2n—1 (__1)k 1 2n—1 (__1)k 1
3. On pose v,, = kz W1 + 2 et w, = Z Mt 1 + 31 ;étudier le sens de variation de ces

suites et en déduire un encadrement de 7. Comblen de termes faut il utiliser maintenant pour
obtenir une approximation de 7 & 1075 prés?

1
4. Démontrer que 'on a T — 4arctan = —arctan 239 (formule de Machin). En déduire une méthode

d’approximation de 7. Combien de termes faudra-t-il utiliser pour obtenir une approximation
de 7 a 107 prés?

5. Faire de méme grace a la formule

T 1 1 1 1
—=44A — A — —12A —— 4+ Arct .
1 rctan = + 7 Arctan 539 rctan 620 + Arctan 12043

! dx V(2 —1)dx U wdx
2.7 1. Calcul t .
[Exercicel aeter [ o [ e [ 2
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2. Eecrivant X® — 16 = (X? — 2X + 2)(X? + 2X + 2)(X? + 2)(X? — 2), trouver un polynéme P tel

) : 2-X X
que 'on ait (dans Q(X)), 516" X2—2X+2+X2—2'

3. En déduire la formule (BBP) de Plouffe :

531 4 2 1 1
™= —_— — — — .
kﬂl@ 8k+1 8k+4 8k+5 8k+6

2.8 Soit b € RY et soit f : [0,b] — R une application continue. On suppose que f(0) =0
et que pour z > 0 on a 0 < f(z) < z. On définit la suite u, en posant ug = b et u,11 = f(u,).

1. Démontrer que la suite (u,,) converge vers 0.

On suppose que f admet un développement limité f(z) = x — az? + o(z”) en 0, ot a > 0 et

p > 1.
2. De quelle type de convergence s’agit-il 7
3. Calculer la limite de f(z)'™” — 2'7? lorsque x — 0.
4. En déduire un équivalent de u)? puis de u,.
5. Exemples : on prend uy = vy =1 et u,11 = sinu,, v,11 = 7 :}ann' Donner un équivalent de wu,,

et de v,.
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3 Topologie des espaces métriques

Biblio pour ce chapitre: les classiques ([L"M, L-F A, M Anal, RDO] etc. ). Je me suis
un peu servi de [?]... (voir biblio. p. [219)

3.1 Deéfinitions et propriétés

3.1.1 Distances, espaces métriques

Définition. Soit X un ensemble. Une distance sur X est une application de X x X dans R, qui
vérifie les trois propriétés suivantes

a) Pour tous z,y € X, onad(z,y) =0 < z=y.
b) Pour tous x,y € X, on a d(z,y) = d(y, ).
c¢) Pour tous z,y,z € X, on a d(x, z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Un espace métrique est un ensemble muni d’'une distance - c¢’est donc un couple (X, d) o X est un
ensemble et d une distance sur X.

3.1.2 Exemples d’espaces métriques
Espaces normés. Rappelons qu’'une norme sur un K-espace vectoriel £ o K = R ou C est une
application N : E — R vérifiant les conditions suivantes :
a) Pour tout x € F,ona N(z) =0 <= x =0.
b) Pour tous z € E et A € K, on a N(Az) = [A|N(z).
c¢) Pour tous z,y € E, on a N(z +y) < N(z) + N(y) (inégalité triangulaire).
Un espace vectoriel normé (E, N) est un espace métrique pour la distance (z,y) — N(z — y).

Sous-espace. Remarquons que toute partie d'un espace métrique est un espace métrique.

3.1.3 Propriétés des distances

Distance a une partie. Soit (X,d) un espace métrique, soient € X et A une partie non vide
de X. On appelle distance de z & A et le nombre réel d(z, A) = inf{d(z,y); y € A}. On pose parfois
d(z,0) = +o0.

Diameétre. Soit (X, d) un espace métrique et soit A une partie non vide de X. Le diamétre de A est
la quantité sup{d(z,y); (x,y) € A x A} € [0, +o0]. Par convention le diamétre de I’ensemble vide est
0.

Boule ouverte, boule fermée. Soit (X, d) un espace métrique, et soient € X et r € R ; la boule

ouverte (resp. fermée) de centre x et de rayon 7 est 'ensemble B(z,r) = {y € X; d(z,y) < r} (resp.
B(x,r) ={y € X; d(z,y) <r}).
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3.1.4 Notions topologiques

Limite d’une suite. Soient (z,) une suite de points de X et £ € X. On dit que ¢ est limite de la
suite (x,,) si la suite de nombres réels (d(zp, £))nen tend vers 0. On dit aussi que la suite (x,,) tend vers
¢ € X ou qu’elle converge vers (.

Voisinage. Soit (X, d) un espace métrique et soit = € X. Un voisinage de x dans X est une partie de
X qui contient une boule ouverte (de rayon r > 0) centrée en x.

Ouvert. Soit (X, d) un espace métrique. Une partie de X est dite ouverte si c’est un voisinage de
chacun de ses points.

Fermé. Soit (X, d) un espace métrique. Une partie de X est dite fermée si son complémentaire est
ouvert.

Propriétés des voisinages. a) Une partie de X est un voisinage de x si et seulement si elle
contient une boule fermée centrée en x (de rayon > 0).

b) Toute partie contenant un voisinage de x est un voisinage de x.

c¢) L’intersection de deuz (d’un nombre fini de) voisinages de x est un voisinage de x.

Propriétés des ouverts. a) Une réunion quelconque d’ouverts est ouverte.
b) L’intersection de deuz (d’un nombre fini d’) ouverts est ouverte.

c) Une boule ouverte est ouverte. Les ouverts de X sont les réunions de boules ouvertes.

Propriétés des fermés. a) Une intersection quelconque de fermés est fermée.

b) La réunion de deux (d’un nombre fini de) fermés est fermée.

c) Une boule fermée est fermée.

Intérieur, adhérence. Soit (X, d) un espace métrique et soit A une partie de X.
e La réunion de tous les ouverts de X contenus dans A s’appelle 'intérieur de A et se note A.
C’est le plus grand ouvert de X contenu dans A.
e L’intersection de tous les fermés de X contenant A s’appelle I’adhérence de A et se note A. C'est
le plus petit fermé de X contenant A.
e On dit que A est dense dans X si A = X.
e L’ensemble A \ A s’appelle la frontiére de A.

Soit A une partie de X.

Caractérisation de l’intérieur. Pour x € X, on a [’équivalence :
(i) zeA
(ii) A est un voisinage de x.

(1i) (caractérisation séquentielle). Pour toute suite (z,,) de points de X convergeant vers x, il existe
ng tel que, pour n = ng on ait r, € A.
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Caractérisation de ’adhérence. Pour x € X, on a l’équivalence
(i) T €A;
(i1) il existe une suite de points de A convergeant vers x ;
(11i) d(z,A) =0;
(iv) tout voisinage de x a une intersection non vide avec A ;

(v) (caractérisation séquentielle). Il existe une suite (z,) de points de A convergeant vers x

Caractérisation ouverts, des fermés. Soit A une partie de X.
a) On a Uéquivalence :
(i) A est ouvert;
(i) A=A;
(iii) (caractérisation séquentielle). Pour toute suite (x,) de points de X convergeant vers un
point de A, il existe ng tel que, pour n = ng on ait x,, € A.
b) On a léquivalence :
(i) A est fermé;
(ii) A=A;
(iii) pour x € X, on ad(z,A)=0=2x€ A;

(iv) (caractérisation séquentielle). La limite de toute suite convergente (dans X ) de points de A
est dans A.

Application continue. Soient (X,d) et (X',d') des espaces métriques et soit f : X — X' une
application. On dit que l'application f est continue en un point a € X si, pour tout € > 0, il existe
a > 0 tel que, pour tout z € X, on ait d(a,z) < a = d'(f(a), f(z)) < e.

On dit que 'application f est continue, si elle est continue en tout point de X.

Homéomorphisme. Une application f : X — X’ est un homéomorphisme si elle est bijective et si f
et £~ sont continues.

Caractérisation séquentielle de la continuité en un point. Les conditions suivantes sont équi-
valentes pour une application f: X — X' eta € X :

(i) L’application f est continue en a ;
(ii) Uimage inverse par f de tout voisinage de f(a) est un voisinage de a ;

(11i) pour toute suite (x,) dans X convergeant vers a la suite (f(x,)) converge vers f(a).

Caractérisation séquentielle de la continuité. Les conditions suivantes sont équivalentes pour
une application f: X — X' :

(i) L’application f est continue ;
(i1) limage inverse par f de tout ouvert de X' est un ouvert de X ;

(111) l’image inverse par f de tout fermé de X' est un fermé de X.

(iv) pour toute suite convergente (x,) dans X, la suite (f(x,)) est convergente dans X'.
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3.1.5 Propriétés métriques

Ces propriétés dépendent de la distance, pas seulement de la topologie...

Application uniformément continue. Soient (X, d) et (X',d') des espaces métriques et soit
f: X — X' une application. On dit que I'application f est uniformément continue si pour tout
e > 0 il existe o > 0 tel que pour tous z,y € X on ait d(x,y) < a = d'(f(z), f(y)) < e.

Application lipschitzienne. Soient (X, d) et (X', d’) des espaces métrique, et soient f: X — X’
une application et £ € R,. On dit que 'application f est lipschitzienne de rapport k si pour
tous x,y € X on a d'(f(x), f(y)) < kd(x,y).

Proposition. Une application uniformément continue est continue. Une application lipschitzienne
est uniformément continue.

3.1.6 Comparaison de distances

Soient d et d’ deux distances sur X.
e Les distances d et d’ sont dites topologiquement équivalentes si I'identité de X est un homéomor-
phisme de (X, d) sur (X,d').
e Les distances d et d’ sont dites uniformément équivalentes si I'identité de X est uniformément
continue de (X, d) sur (X, d') et de (X,d') sur (X,d).
e Les distances d et d’ sont dites équivalentes si I'identité de X est lipschitzienne de (X, d) sur
(X,d") et de (X,d') sur (X,d).
Bien siir, deux distances équivalentes sont uniformément équivalentes et deux distances uniformément
équivalentes sont topologiquement équivalentes.

3.1.7 Produits finis d’espaces métriques

Soient (X, d) et (X', d’) des espaces métriques. Les applications
((z,2'), (y.¥)) = max{d(z,y),d(z',y)}
((z,2), (5, 9)) = dz,y)+d(y)
((z,2), (,9) = d(w,y)? +d(,y)?

sont des distances sur X x X'; elles sont équivalentes.

On munit X x X’ d’une de ces distances.
e Une suite (2, 2}, )nen de points de X x X' converge vers un point (x,2') € X x X' si et seulement
si (z,) = x et (2)) — 2.
e Soit Y un espace ensemble. Une application de F': Y — X x X' est donnée par une application
f:Y — X et une application f': Y — X' de sorte que l'on ait F(y) = (f(y), f'(y)). Si Y est
un espace métrique, alors F' est continue si et seulement si f et f' sont continues.

3.2 Les grandes notions de topologie

3.2.1 Compacité

Définition. Un espace métrique (X,d) est dit compact si de toute suite de points de X on peut
extraire une suite convergente.
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Parties compactes. Une partie compacte d’un espace métrique est fermée. Une partie d'un espace
métrique compact est compacte si et seulement si elle est fermée.

Produit de compacts. Le produit de deux (d’'un nombre fini d’) espaces métriques compacts est
compact.

Parties compactes de R". Les compacts de R" sont les fermés bornés (Bolzano-Weierstrass).

Applications continues. L’image d'un espace compact par une application continue est compacte.
L’image d'un compact non vide par une application continue a valeurs dans R est bornée et atteint ses
bornes.

Théoréme de Heine. Une application continue définie sur un compact est uniformément continue.

3.2.2 Espaces métriques connexes.
Soit (X, d) un espace métrique.

Définition. On dit que X est connexe si toute partie de X a la fois ouverte et fermée est vide ou
égale a X.

Donc X est connexe s’il n’existe pas de partition de X en deux ouverts non vides (ou, ce qui revient
au méme, en deux fermés non vides).
Caractérisation. L’espace X est connexe si toute application continue de X dans {0, 1} est constante.

Parties connexes. Une partie A de X est un espace métrique; donc cela a un sens de dire si A
connexe ou non.

Réunion de connexes. La réunion d’une famille de parties connexes de X d’intersection non vide
est connexe.

Composante connexe. Soit x € X. La réunion de toutes les parties connexes de X contenant x est le
plus grand connexe contenant x. On l'appelle la composante connexe de x (dans X). Les composantes
connexes forment une partition de X.

‘Proposition. Tout produit fini d’espaces connexes est connezxe. ‘

| Théoréme. Tout intervalle est connee. ‘

On en déduit que les parties connexes de R sont les intervalles.

‘Théoréme. L image d’un espace connexe par une application continue est connexe. ‘

On en déduit le théoréme des valeurs intermédiaires.

Connexité par arcs. On dit que X est connexe par arcs si deux points de X peuvent étre joints par
un chemin continu, i.e. si pour tous z,y € X, il existe une application continue f : [0, 1] — X telle que

f0)=zet f(1) =y.
Tout espace métrique connexe par arcs est connexe. Un ouvert connexe d’un espace vectoriel normé
est connexe par arcs.

En particulier, une partie convexe d’un espace vectoriel normé est connexe par arcs donc connexe (on
peut poser f(t) = (1 —t)x + ty).
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3.2.3 Espaces métriques complets.
Soit (X, d) un espace métrique.

Définition (Suite de Cauchy). Une suite (u,,) dans X est dite de Cauchy si pour tout € > 0, il existe
n € N tel que, pour p,q > n, on ait d(u,, u,) < ¢.

Définition. On dit que l'espace métrique (X,d) est complet si toute suite de Cauchy de X est
convergente.

Parties complétes. Une partie compléte d’un espace métrique est fermée. Une partie d’un espace
métrique complet est compléte si et seulement si elle est fermée.

Exemples. Les espaces métriques R et C sont complets. Un espace vectoriel normé de dimension finie
est complet.

Théoréme du point fixe. Une application f : X — X est dite contractante si elle est lipschitzienne
de rapport k pour un certain k < 1.

Théoréme du point fixe. Si X est un espace métriqgue complet non vide, toute application contrac-
tante f de X dans X admet un unique point fize. Pour tout x € X, la suite récurrente (z,,) définie
par x, = f"(x) converge vers le point fize de f.

3.3 Exercices

3.3.1 Espaces métriques

3.1 Soit f : R, — R, une fonction croissante telle que f(0) = 0 et, pour tous s,t € R,
fls+1) < f(s)+ f(t).
1. On suppose qu’il existe s > 0 tel que f(s) = 0. Démontrer que f est nulle sur R.

2. On suppose que f n’est pas nulle. Soit (X, d) un espace métrique. Démontrer que l'application
(z,y) — f(d(z,y)) est une distance sur X.

3. Vérifier que les applications suivantes satisfont les hypothéses faites sur f :
e0—0ett—1sit>0; o t—t*avec o €10, 1[; e t— min(t,1); ol —-

4. Soit g : Ry — Ry une fonction croissante, continue, dérivable sur R telle que g(0) = 0. On
suppose que ¢ est décroissante. Démontrer que g vérifie les hypothéses faites sur f.

3.2 Soit F' une partie fermée de R.

1. On suppose que F' est non vide et majorée. Démontrer que sup F' € F.

2. Soit z € R\ F. Démontrer qu’il existe a € F'U {—o0} et b € F U {400} tels que a < z < b et
Ja,b[C R\ F'.
Soient (E, N) un espace vectoriel normé et soit f : I’ — E une application continue.

3. Démontrer qu’il existe une application g : R — E qui prolonge f et qui est affine sur tout
intervalle [a, b] tel que |a,b[C R\ F.

4. Démontrer qu’'une telle application g est continue.
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3.3.2 Espaces métriques compacts

3.3 Soit (X, d) un espace métrique.
1. Soit (x) une de points de X convergeant vers un point a € X. Démontrer que I’ensemble
K = {a} U{xy; k € N} est compact.
2. Soit Y un espace métrique et soit f : X — Y une application. On suppose que la restriction de
f a tout compact de X est continue. Démontrer que f est continue.

3.4 Exercicel Valeurs d’adhérence. Soit (X, d) un espace métrique et soient (z,,) une suite de points
de X et a € X. Démontrer que les énoncés suivants sont équivalents :

(i) II existe une suite (x,(,)) extraite de la suite (z,) convergeant vers a.

out tout € > 0 et tout ng € N, il existe n € N tel que n > ng et d(z,,a) < ¢.
ii) Pout tout 0 et tout N, il exist N tel > t d
(iii) Pour tout n € N, on a a € {z}; k > n}.

Si a vérifie ces conditions, on dit que c’est une valeur d’adhérence de la suite (x,,).

3.5 Soit K une partie compacte non vide d’un espace métrique (X, d) et soit U une partie
ouverte de X contenant K. Démontrer qu'il existe r € R, tel que pour tout x € X, on ait I'implication
d(z,K) <r =z eU. Considérer l'application x — d(z, X \ U) définie sur K.

3.6 [ Exercicel Soient E un espace vectoriel normé et A, B des parties de E. On pose A + B =
{r+y;z€ A, ye B}.
1. On suppose que A et B sont compactes. Démontrer que A + B est compacte.

2. On suppose que A est compacte et que B est fermée dans E. Démontrer que A + B est fermée
dans F.

3.7 [ Exercicel Soit (X,d) un espace métrique compact, et soient (z,) une suite de points de X
et z € X. On suppose que toute suite convergente extraite de (x,) converge vers x. Démontrer que la
suite (x,) converge vers x.

3.8 [ Exercicel (Théoréme du point fixe sur un espace compact). 8011: (X,d) un espace métrique
compact non vide et soit f : X — X une application telle que d( f(z), f(y) ) < d(z,y), pour tous
x,y € X tels que x # y.

1. Démontrer que f admet un unique point fixe u.
2. Soit K une partie fermée non vide de X telle que f(K) C K. Démontrer que u € K.

3. Démontrer que pour tout point x € X, la suite n — f"(z) converge vers u.

3.9 . Soit (X, d) un espace métrique compact et soit W une partie ouverte de X x X contenant
la diagonale {(z,z);z € X} de X. Démontrer qu’il existe r € R, tel que pour tout (z,y) € X x X, on
ait 'implication d(z,y) <r = (z,y) € W.

3.10 [ Exercicel Soient X un espace métrique, Y un espace métrique compact et soit f : X — YV
une application dont le graphe G C X x Y (c’est-a-dire Uensemble {(z, f(z));z € X }) est fermé dans
X x Y. Démontrer que f est continue.

3.11 Soient X un espace métrique compact non vide, Y un espace métrique et soit f :
X XY — R une application continue. Démontrer que I’application y — sup{ f(z,y);z € X} de Y dans
R est continue.
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3.3.3 Connexité

3.12 Soit X un espace métrique. Démontrer que la relation R définie par x Ry si et
seulement s’il existe une application continue a : [0,1] — X telle que «(0) = z et o(1) = y est une
relation d’équivalence sur X. Démontrer que la classe d’équivalence d’un point x € X est la plus grande
partie de X connexe par arcs contenant x.

3.13 [Exercicel Une démonstration du théoréme de Darboux. Soit U un ouvert de R et soit
f: U — R une application dérivable. Soit / C U un intervalle. Notons A = {(z,y) € [ x I}z < y}.

1. Démontrer que A est une partie connexe de R
— f(x —
Fy) = /@), Démontrer que g(A) C f'(I) C g(A).
y—x
3. Démontrer que f'(I) est un intervalle.
Ce résultat signifie que la dérivée de toute fonction dérivable posséde la propriété de la valeur
intermédiaire. Voir exerc. pour deux autres démonstrations.

2. Pour (z,y) € A, posons g(z,y) =

3.14 Soit X un espace métrique.
1. Soit A une partie connexe de X et soit B est une partie de X telle que A C B C A. Démontrer
que B est connexe.

2. Démontrer que les composantes connexes de X sont fermées dans X.

3.15 [ Exercicel Soit U une partie ouverte de R™. Démontrer que les composantes connexes de U sont
ouvertes dans R". Démontrer que I’ensemble des composantes connexes de U est dénombrable.

3.16 (cf. exerc. [L.12)

1. Soit (X, d) un espace métrique compact et soit (u,) une suite d’éléments de X telle que I'on ait
d(Up, tps1) — 0. Démontrer que I'ensemble des valeurs d’adhérence de (u,) est connexe.

2. Est-ce que I'ensemble des valeurs d’adhérence de toute suite (u,) d’¢léments de R? telle que
||tn, — Uny1]] = O est connexe ?

3.3.4 Complétude

3.17 Soit (E, N) un espace vectoriel normé.

1. Soient z,y € E et 7,5 € R} tels que la boule fermée de centre = et de rayon r soit contenue
dans la boule fermée de centre y et de rayon s. Démontrer que N(y — z) +r < s.

2. On suppose que E est complet. Soit (B,) une suite décroissante de boules fermées. Démontrer
que l'intersection des B,, n’est pas vide.

3.18 On se propose de donner une autre démonstration du théoréme du point fixe. Soit
(X, d) un espace métrique complet non vide et soit f : X — X une application lipschitzienne de rapport
k € [0,1[. Pour R € Ry, on pose Ag = {z € X; d(z, f(z)) < R}.

1. Démontrer que f(Agr) C Aggr et en déduire que pour tout R € RY, Ag est une partie fermée

non vide de X.

2R
2. Soient z,y € Ag. Démontrer que d(z,y) < 2R+d(f($), f(y)) et en déduire que 0(Ag) < T

3. Démontrer que Ay n’est pas vide.
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3.19[Exercicel (Théoréme du point fixe & parameétres). Soient X un espace métrique, (Y, d) un espace
métrique complet non vide et soit f: X X Y — Y une application telle que

e pour tout y € Y, Papplication x — f(z,y) est continue;
e pour tout x € X, il existe un voisinage V' de x et un nombre réel k tels que 0 < k < 1 et, pour
tout (2',y,9) €V xY x Y, on ait d(f(x’,y),f(x',y’)) < kd(y,y').

1. Démontrer que I'application f est continue.

2. Démontrer qu’il existe une unique application g : X — Y telle que, pour tout = € X, on ait
f(z.g(x)) = g().

3. Démontrer que 'application g est continue.
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4 Espaces vectoriels normés, espaces de Banach

Biblio pour ce chapitre: les classiques ([L M, L=F A, M Anal, RDO] etc. ). Je me
suis un peu servi de [Stopo[l... (voir biblio. p.

4.1 Applications linéaires continues

Comme un espace vectoriel normé est, comme on ’a vu muni d’'une distance, toutes les notions de
continuité, de limite etc. , y ont un sens.

Proposition. Soit (E, N) un K-espace vectoriel normé (ot K =R ou C). Les applications (x,y) —
r+yde EXE dans E et (A, x) — Az de K x E dans E sont continues.

| Définition. Un espace de Banach est un espace vectoriel (réel ou complexe) normé complet.

Sous-espaces de Banach. On appelle sous-espace de Banach d’un espace de Banach E un sous-espace
vectoriel fermé F' de E (muni de la restriction a F' de la norme de F).

Norme d’une application linéaire. Soient F et F' des espaces vectoriels normés et f : £ — F une
application linéaire. L’application f est continue si et seulement si elle est continue en 0 ce qui a lieu
si et seulement s'il existe k € Ry avec ||f(x)] < k||| pour tout z € F.

La meilleure constante dans cette inégalité, est le nombre sup{||f(z)|; * € F, ||z|| < 1} qui s’appelle
la norme de f et se note ||| f|||-

Pour k£ € Ry on a (||f(x)| < k||z|| pour tout z € E) < (k= |||f|I)-

Sif:FE— Fetg:F — G sont des applications linéaires continues, alors ||[g o f||| < |llglll - Il f1Il-

Proposition. Soient E et F des espaces vectoriels normés. L’ensemble L(E,F) des applications
linéaires continues de E dans F' est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel de toutes les appli-
cations linéaires de E dans F. L’application ||| ||| est une norme sur L(E, F). Si ' est complet, il en
va de méme pour L(E, F).

Equivalence de normes. Soient p et ¢ des normes sur un méme espace vectoriel E. On dit que p
et ¢ sont équivalentes s’il existe k, £ € RY tels que kp < g < {p.

Remarquons que les distances associées a des normes équivalentes sont des distances équivalentes, donc
uniformément équivalentes.

En particulier si p et ¢ sont des normes équivalentes sur F, alors (E,p) est un espace de Banach si et
seulement si (F, q) est un espace de Banach.

Remarquons aussi que, contrairement au cas des espaces métriques généraux, il n’y a qu’une seule notion
d’équivalence de distances : les distances associées & deux normes sont topologiquement équivalentes si
et seulement si elles sont équivalentes.
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Norme quotient. Soit £ un espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel. Rappelons que E/F' est
le quotient de E pour la relation d’équivalence Ry définie par : x Rpy <= y—x € F (pour z,y € E).
Le quotient E/F est muni de I'unique structure d’espace vectoriel pour laquelle 'application quotient
¢ : E — E/F est linéaire.

Proposition. Soient (E,p) un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel fermé de E. No-
tons ¢ : E — E/F Uapplication quotient. L’application q : E/F — R, définie par q(§) = inf{p(x);x €
E, p(z) =&} est une norme sur E/F. En particulier, l’application ¢ est continue. Si F # E, on a
llelll = 1.

Démonstration. Donnons-nous A € K, £, € E/F et choisissons z,2' € E tels que p(z) = £ et
o) = €.
e Sig(&) = 0, alors inf{p(z — y);y € F} = 0; cela signifie que la distance de x & F est nulle.
Comme F' est fermé, on a x € F (cf. chap. III, prop. 3.1.4).
e On a ¢(\¢) < p(Ax) = |A|p(x). Cela étant vrai pour tout z € ¢~ '({¢}), on en déduit que g(\€)
minore {|\|p(z);z € o 1 ({£})}; il s’ensuit que I'on a g(A¢) < |A|q(€).
Si A # 0, en appliquant cette inégalité au couple (A1, A), il vient g(A"*AE) < A qg(AE). On a
donc q(AE) = |A|q(§). Cette égalité reste évidemment vrai pour A = 0.
e Onaq(¢+¢) < plx+2') < p(x) + p(a). Cela étant vrai pour tout 2’ € ¢ *({¢'}), on en
déduit que (¢ + &) — p(x) minore {p(z'); 2" € ¢~ ({&'})}. Done g(§ +¢') < p(x) +q(€). Alors
q(& +¢) — q(¢') minore {p(x);z € ™' ({¢})}. Donc q(& +¢') < q(€) + q(&).

Il en résulte, que ¢ est une norme.

Pour tout x € E, on a q(ap(x)) < p(z) par définition de ¢g. Donc ¢ est continue de E dans E/F muni
de la topologie associée a q et |||o]|| < 1.

Soit £ € E/F'; pour tout = € go_l({f}), on a |||¢lllp(x) = ¢(&) par définition de ||¢|||, donc ¢(§) <
inf {]H(p”\p(a;),x € (p’l({f})} = |l¢lllg(&). S’il existe & € E/F non nul, alors on a |||¢|| > 1. O

Proposition. Soient E, G des espaces vectoriels normés, F un sous-espace vectoriel fermé de E et
g € (E,G) nulle sur F. Il existe une unique application h € (E/F,Q) telle que g = h o ¢, ot
v : E— E/F est lUapplication quotient. On a |||g|| = |/|h|||-

Démonstration. L’existence et 'unicité de h est la « propriété universelle de ’ensemble quotient » :
soit £ € E/F'; il existe © € E tel que p(z) = £. On pose h(§) = g(z) - (et on doit poser pour avoir
g = hop)... On vérifie immédiatement que :
e h(§) ne dépend pas du choix de z tel que p(z) = & - en effet deux tels choix différent d'un
élément de F' C kerg;
e h ainsi construite est linéaire.
Notons respectivement p la norme de E, N celle de G et ¢ la norme quotient de E/F.

Soient £ € E/F et x € E avec p(x) = &; on a N(h(§)) = N(g(z)) < |[|glll p(x). Cela étant vrai pour
tout € E tel que p(z) = &, il vient N (h(£)) < |l|glll ¢(€). Donc h est continue et |||A[]| < |[g]|l-

Enfin, on a [|lg[[| = [[lh o ol < [lIAlllllell < [IA]l; puisque [[o] < 1. .

4.2 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Présentons-les ici & nouveau rapidement.

Sur l'espace vectoriel R", on dispose de plusieurs normes naturelles : pour { = (x1,...,2,) on pose
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o [|€lloc = max(|z1],.. . [zn])

o [[Ell =l + -+ [l

o [lElz= V]z2+ -+ [z,
Ces normes sont équivalentes : on a ||€||oc < [[€]l2 < ||€]l1 < nl|€]|oo. Nous allons voir que toutes les
normes de R" sont équivalentes. Le point clef est que les boules fermées et les sphéres de ’espace
vectoriel normé (R™, || ||«) sont compactes.

Lemme. Munissons R" de la norme || ||oo-
a) Toute application linéaire de R™ dans un espace vectoriel normé est continue.

b) Toute application linéaire bijective de R™ dans un espace vectoriel normé est un homéomor-
phisme.

Démonstration. Notons (eq, ..., e,) la base canonique de R". Soient (E, N) un espace vectoriel normé
et ¢ : R" — FE une application linéaire.

a) Pour tout £ = (xy,...,2,) € R", on a

p(§) = p(x1er + -+ + wnen) = r1p(er) + -+ + Znup(en),

donce

N(@(§)) < |z1|N(p(er)) + -+ |za|N(@(en)) < [I€lloo(N(0(e1)) + -+ N(p(en)));

en d’autres termes, ¢ est continue et I'on a |||¢]]| < N(¢(e1)) + -+ N(p(e,)).

b) Supposons ¢ bijective. Notons S = {¢ € R";||{||l.c = 1} la sphére unité de R". L’application
Nogp:R" — R, est continue d’aprés (a). Comme ¢ est injective et N est une norme, pour tout
£eS,ona N(gp({)) > 0. Comme S est compact, il existe a € R’ qui minore {N op(§);¢ € S}.
Soit & € R™; si € n’est pas nul, posons n = ||£[|}¢. Alors € S, donc N(gp(n)) > a; on en déduit
que N(¢(€)) > all¢]|. Cette derniére égalité étant aussi vraie si € est nul, on en déduit que,

1
pour tout u € E, on a N(u) = N(¢(p ' (v)) = all¢™" ()]s, ou encore [~ (u)]oo < =N(u).
a
Donc ¢! est continue (et [|o~t||| < a ). O

Théoréme. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

a) Toutes les normes sur E sont équivalentes.
Munissons E d’une norme.

b) Toute application linéaire de E dans un espace vectoriel normé est continue.

Démonstration. Choisissons une base (ug,...,u,) de E et notons ¢ : R" — FE D'application linéaire

n
bijective ¢ de R™ sur E donnée par (z1,...,x,) — Z Tl
i=1

a) Soient N et N’ des normes sur E. Par le lemme ci-dessus, ¢ ' est un homéomorphisme de
(E,N) sur (R", ]| ||oo) et 'application ¢ est un homéomorphisme de (R™, || ||o) sur (E, N'). Leur
composée, I'identité de E, est donc un homéomorphisme de (E, N) sur (E, N').

b) Soit ¢ une application linéaire de E' dans un espace vectoriel normé F. Par le lemme ci-dessus,
I'application ¢! est un homéomorphisme de E sur R™ et application 1/ o ¢ est continue de R"
dans F'. Leur composée v est donc continue. O]
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Par contre, en dimension infinie, des normes peuvent étre inéquivalentes (cf. exerc. 4.10)).

Soit (E, N) un espace vectoriel normé de dimension finie n et ¢ un isomorphisme de R" sur E. Comme
les normes || ||, et N o ¢ sur R™ sont équivalentes et R™ est complet pour || ||, il 'est pour N o . Or
¢ : (R",Nog) — (E,N) est une isométrie, donc (E, N) est complet. On a donc :

‘Proposition. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet. ‘

Cela n’est pas vrai en dimension infinie (cf. exerc. [4.10]). Plus encore : il n’y a pas de norme rendant
complet un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable - comme K[X] (c¢f. exerc. [4.11)).

‘Corollaire. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé est fermé. ‘

Théoréme de Riesz. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. On a équivalence entre :
(i) E est de dimension finie.

(i1) La boule fermée B de centre 0 et de rayon 1 est compacte.

(i1i) E est localement compact i.e. tout point admet un voisinage compact.

Démonstration. (i)=-(iii) Tout espace vectoriel normé de dimension finie n est homéomorphe a
R™. Il est donc localement compact.

(iii)=(ii) Soit (£, N) un espace vectoriel normé localement compact. Soit V' un voisinage compact
de 0 dans E. Il existe alors > 0 tel que V' contienne la boule fermée de centre 0 et de rayon r.
Comme cette boule est fermée dans le compact V', elle est compacte. Comme la multiplication
par 1/r est continue B est compacte.

(ii)=-(i) Nous utiliserons un lemme :

Lemme. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de E distinct de E. Il existe x € E tel que
Nz)<letd(z, F)=inf{N(z—2); z€ F} > 1/2.

Démonstration. Puisque E # F| il existe y € E et y ¢ F. Comme F est fermé, d(y, F)) # 0.
1

Quitte a remplacer y par my, on peut supposer que d(y, F) = inf{N(y—=z); z € F} = 1/2.
Y,

Il existe alors z € F tel que x = y — z satisfasse N(z) < 1. Notons que d(z, F') = d(y, F) =

1/2. O

Supposons que F n’est pas de dimension finie et construisons, par récurrence, une suite x,, de
points de B telle que, pour tout n,m € N avec n # m, on a N(x,, — x,,) > 1/2.

Posons xy = 0. Supposons (xo, ..., x,) construits, et notons F' le sous-espace vectoriel qu’ils
engendrent. Il est de dimension finie, donc fermé et distinct de E. D’aprés le lemme, il existe
Tpt1 € F tel que N(x,41) < 1 et d(x,41, F) > 1/2. En particulier, puisque pour £ < n on a
x € F, il vient N(xp — xp4q) = 1/2.

Maintenant, une suite extraite de la suite (z,) ainsi construite, n’est pas de Cauchy, donc elle
n’est pas convergente. Il s’ensuit que B n’est pas compacte. O

Le théoreme de Riesz nous dit que, dans un espace vectoriel normé de dimension infinie, les boules

fermées de rayon non nul ne sont pas compactes. En particulier, en dimension infinie, les fermés bornés
ne sont pas toujours compacts.
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4.3 Espaces préhilbertiens

Produit scalaire. Soit E un espace vectoriel réel. Une forme bilinéaire symétrique ¢ : £ x E — R
est dite positive si pour tout = € E, on a p(z,z) € R,. Si de plus on a p(z,z) =0 = z = 0, on dit
que ¢ est définie positive (ou positive non dégénérée).

Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

n espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.
U hilbert t t | d’ duit |

En général, les produits scalaires se notent (z,y) — (z]y).

Lorsque E est un espace vectoriel complexe, un produit scalaire est une forme sesquilinéaires o :
E x E — C (linéaire par rapport a une des variables, antilinéaire par rapport a l'autre (E[)) hermitienne
(p(y,z) = (x,y) pour x,y € E) définie positive.

Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit ¢ une forme hermitienne positive sur un espace vectoriel E.
Pour tout z,y € E, on a |p(z,y)|* < o(z,2)0(y,y).

Démonstration. Soit v un nombre complexe de module 1 tel que up(z,y) = |¢(z,y)|. Pour t € R, on
a o(tur + y, tur +y) € Ry. Or p(tux + y,tur + y) = at® + bt + c avec a = ¢(x,z), b = 2|p(z,y)|
et ¢ = ¢(y,y). Comme le trinéme at® + bt + ¢ garde un signe constant sur R, on en déduit que son
discriminant est négatif ou nul. m

Remarquons que si a = 0, puisque bt + ¢ > 0 pour tout ¢, on trouve que b = 0 et I'inégalité reste vraie
aussi dans ce cas. Dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on n’a pas besoin de supposer que ¢ est définie
positive : positive suffit.

1/2

Norme associée. Si (E,( | )) est un espace préhilbertien, 'application x — (z|x)"/* est une norme

sur E notée || ||. Un espace préhilbertien est donc un espace vectoriel normé.

Théoréme de Pythagore. Soient (E,{ | )) un espace préhilbertien, et x,y € E. On a ||z + y|* =
|12+ ||ly||? +2R(x|y). Donc si x ety sont orthogonauz, i.e. si {x|y) =0, on a ||z +y|* = ||z|*+||y|>.

Familles orthonormales. Une famille (e;);c; de vecteurs de F est dite orthonormale si les e; sont
deux a deux orthogonaux de norme 1.

Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie. Soit (eq,...,ey) une famille
N

orthonormée et x € E. Notons F le sous-espace vectoriel engendré par les e,. Posons y = Z(x!en)en.
n=1

Alors y € F et (yle,) = (z]e,), donc o — y est orthogonal aux e, soit x —y € F*.

Cela prouve que z € F 4+ F1, et comme z est quelconque F 4+ F+ = E. Remarquons que si z € FNF*,

alors ||z||* = (z|z) = 0, donc z = 0. Cela prouve que F & F* = E.

Puisque y € F et © —y € F*, 'élément ¥ ainsi construit est le projeté de x sur F parallélement a F'*
c’est le projeté orthogonal de x sur F.

Pour z€ Fonay—z€ Fetx—y e F-donc ||lz—z|? = ||z —y|*+ |y — 2||* = ||z — y||*. En d’autres
termes, y est le point de F' le plus proche de z.

3. Les deux conventions existent : selon les auteurs, c’est 'application x — @(z,y) ou application y — ¢(x,y) qui
est linéaire. Nous supposerons ici que z — p(z,y) est linéaire.
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Remarquons aussi que, puisque la famille (e;) est orthonormée, on a (par le théoréme de Pythagore)
N

lyll? =D [{ale) .
i=1

En utilisant encore le théoréme de Pythagore, on a d(z, F)* = ||z — y||* = ||z]|* — ||y||?, soit
N
d(w, F) = |ll* =) [(zles)*
i=1

Soient E un espace préhilbertien et (e,),eny une famille orthonormée dans E. Par ce qui précéde, on a

N
Z [(x|e,)|* < ||z]|* pour tout = € E et tout N € N. En particulier :
n=0

Inégalité de Bessel. Soient E un espace préhilbertien et (e,)nen une famille orthonormée de E.
+o0
Pour tout x € E, la série Z [(x|e,)|? a termes positifs converge et l'on a Z (z]eq)|? < ||z]|?.
n n=0

Soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par les (e,) (i.e. le plus petit sous-espace de E contenant
{en; n € N}). Soit z € F. Comme le sous-espace F' est réunion croissante de la suite (Fy) de sous-
espaces ol Fyy est engendré par e, ..., ey, la distance d(z, F') de x & F est

(e, F) = inf ly — =) = inf (_inf [}y - al]).

Il vient

N +o00
dlw, F)? = inf (Jl2ll* =Y lalen)2) = all? = [@len)? < 2]
n=0 n=0

On a donc :

Proposition. Soit E un espace préhilbertien et soit (e,)nen une famille orthonormée dans E. Notons
F' le sous-espace vectoriel de E engendré par les e,. Pour x € E on a [’équivalence :

(i) d(z, F)=0;
(ii) v € F;

+o0
(iii) N|zl® = > lalea)® < [ll|®.
n=0

L’équivalence (i) <= (ii) résulte de la caractérisation de I’adhérence page [22|

Un cas particulier trés important est le cas ou la famille orthonormée (e,) est totale, c’est-a-dire si le
sous-espace qu’elle engendre est dense dans FE. Une famille orthonormée totale est appelée une base
hilbertienne de E.

Identité de Parseval. Soit E un espace préhilbertien et soit (e,)neny une base hilbertienne de E.
+oo

Pour tout z € E on a Z (z]en) 2 = ||z
n=0
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Procédé d’orthonormalisation de (Gram-)Schmidt. Un espace vectoriel hermitien de dimen-
sion finie posséde une base orthonormale. Soit (z1,...,x,) une base de E'; il existe une unique base
orthonormale de E vérifiant les deux conditions suivantes :

a) Pour k =1,...,n les espaces vectoriels engendrés par (ey,...,ex) et (z1,...,xx) coincident;
b) (ex|zy) € Ry.
La construction des e, est algorithmique : on pose y; = 21 et e; = ||y1|| 91 ; supposant (eq,. .., ex)
k

. . -1
construits, on pose Yri1 = Try1 — E (rrpr1lei) e puis exr1r = ||yks1 |l ™ Y-
i=1
Notons que la matrice de passage de la base (e1,...,e,) a (x1,...,2,) est triangulaire supérieure avec
des coefficients strictement positifs sur la diagonale - de méme évidemment que son inverse !

La base orthonormée (ey,...,e,) est donc l'unique base orthonormée de E telle que la matrice de
passage de (eq,...,e,) dans (x1,...,2,) soit triangulaire supérieure avec des coefficients strictement
positifs sur la diagonale.

On peut interpréter ce procédé de deux fagons. Notons 7,, C GL,(R) ’ensemble des matrices triangu-
laires supérieures avec des coeflicients strictement positifs sur la diagonale.

Décomposition d’Iwasawa. Soit A € GL,(R); il existe un unique couple (K,T) de matrices
avec K € O(n) et T € T, telles que A = KT.
En effet, munissonsR" de son produit scalaire canonique et écrivons A comme matrice de passage
Pg, g de la base (orthonormée) canonique By de R" dans une base B de R" (dont les composantes
sont les vecteurs colonne de A). D’aprés Gram-Schmidt, il existe une base orthonormée B telle
que Pp, p soit triangulaire supérieure avec des coeflicients strictement positifs sur la diagonale.
Alors A = Pg, , P, p et, puisque By et B; sont des bases orthonormeées, Pg, 5, € O(n).
Inversement, si A = KT avec K € O(n) et T' € T, notons By la base de R" dont les coordonnées
dans By sont les colonnes de K : c’est une base orthonormée, on a Pp, p, = K, donc P, p =T
C’est donc la base de F déduite de B par le procédé de Gram-Schmidt.

Décomposition de Cholesky. Identifions M;(R) avec R. Rappelons qu’une matrice A € M,,(R)
est dite symétrique définie positive si la forme bilinéaire (X,Y) — ‘XAX sur M, ;(R) est
symétrique définie positive.

Soit A € GL,(R) symétrique définie positive; il existe une unique matrice T € T, telle que
A="TT.

L’application (X,Y) + "X AY est donc un produit scalaire sur R”. La matrice de ce produit
scalaire dans la base canonique B de R" est A.

Soit T" une matrice triangulaire supérieure avec des coefficients strictement positifs sur la dia-
gonale. C’est la matrice de passage d'une base B; vers la base canonique B de R" (la base B,
est formée des vecteurs-colonne de T~'). Notons A; la matrice du produit scalaire dans la base
By;ona A="TAT; alors B; est orthonormée si et seulement si A; = I,,, i.e. si et seulement
siA="TT.

En d’autres termes, A = ‘TT si et seulement si B; est la base déduite de B par le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Soit A € M, (R). Alors la forme bilinéaire (X,Y) — * X AX est symétrique si et seulement si A est symétrique.
La positivité de A signifie que pour tout X € R”, on a 'XAX € R,.

Si elle est définie positive, alors pour tout X € M, ;(R) on a tXAX # 0 donc AX # 0. On en déduit que A
est inversible.

Inversement, supposons que A est symétrique positive et inversible, et soit X € M, 1 tel que tXAX = 0. Pour
s € R, posons f(s) =! (X +sAX)A(X +sAX) = XAX 425 (AX)(AX) + s> X A3X. Alors pour tout s € R
on a f(s) > 0 (puisque A est positive) et f(0) = 0. Donc f admet un minimum en 0, et ||[AX|*> = £/(0) = 0
est nulle. Il vient [|AX||? = (AX)(AX) = 0 et comme A € GL,(R), il vient X = 0.
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Exemples de produits scalaires. Citons briévement deux exemples importants :

Suites de carré sommable. Notons % I’espace vectoriel des suites (a,) € RY telles que I'on ait

+oo
Zai < +o00. Pour (a,),(b,) € €%, la série de terme général (a,b,) converge absolument (car
=0 +oo
[2a,by| < ap +b2). On pose ((an)|(by)) = > anby.
n=0

Fourier. Notons D ’ensemble des fonctions continues par morceaux sur R a valeurs complexes,
périodiques de période 27, et telles que, pour tout x € R, on ait 2f(z) = %in% flz+t)+ f(z—1t).
_>

I S —
Pour f,g € E, posons (f|g) = g/o f(t)g(t)dt.

4.4 Polynomes orthogonaux

Nous développons ici un troisiéme exemple de produit scalaire.

Soient I = ]a, b[ un intervalle ouvert non vide et ¢ : I — R une fonction continue positive. On suppose
que Pensemble {t €]a,b[;¢(t) # 0} est dense dans I. Notons E, ’ensemble des fonctions continues

g € C(I;R) telles que la fonction t — (t)| g(t)‘2 soit intégrable. L’ensemble E, est un sous-espace
b

vectoriel de C'(I;R) et 'application (f,g) — (f|g) = / ©(t)f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur E,,.
Supposons de plus que, pour tout n € N, Papplication ¢ + ¢(t)t*" est intégrable sur I, de sorte que

t — t" appartient a E,; on en déduit que toute fonction polynomiale appartient a E,.

Comme [ est ouvert et non vide, il est infini. Donc 'application qui & un polynéme P associe 1’élé-
ment ¢ — P(t) de C(I;R) est injective. Pour simplifier les notations qui suivent, nous identifierons
abusivement polynome et application polynomiale définie sur /. En particulier, on note X I'application
t—t.

Pour n € N, notons F,, le sous-espace vectoriel de E,, formé des polynomes de degré < n. Notons p,,
le projecteur orthogonal de E, i d’image E,. Enfin posons h, = X" — p,(X"). On a les propriétés
suivantes :

a) comme p,(X") est un polynéme de degré < n, h, est un polynéme unitaire de degré n; en
particulier, hg =1 et h, € E,11;

b) h, est orthogonal a E,.

Ces propriétés (a) et (b) caractérisent le polynéme h,,. Notons que si n # m, alors les polynémes h,, et
hy, sont orthogonaux pour ( | ).

Sur l'espace vectoriel R[X] C E,,, considérons la forme bilinéaire B : (f, g) — (X f|g) ; comme B(f, g) =

b
/ e(t)tf(t)g(t)dt = B(g, f), la forme B est symétrique.

Propriétés des polynémes orthogonaux h,.

e Formule de récurrence. Soit f € E,,_1; on a (Xh,|f) = B(hn, f) = B(f, hn) = (X f|hn) =0
puisque X f € F,. Comme h,; et Xh, sont unitaires, il en résulte que h,,.1 — Xh, est un
élément de FE, ., orthogonal & F,, ;. Or E, 1 N Eﬁ_l admet comme base (h,_1,h,). 1l existe
donc o, € R et 3, € R tels que hy, 1 = (X — )by — Brhn—1.
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e Interprétation des racines. Notons 7}, : E,, — E, 'application f — p, (X f). Pour f,g € E,,
on a (T,()lg) = (pu(Xf)lg) = (X flg), puisque X f — p,(Xf) appartient & Er. On a donc
(T.(f)|lg) = B(f,g). En particulier, 'endomorphisme T,, de F, est symétrique. Il admet donc
une base orthonormale de vecteurs propres. Soit f un vecteur propre pour 7, de valeur propre
A. Alors, pour tout g € E,, on a 0 = (T,,(f) — Aflg) = (Xf — Af]g). On en déduit que
(X = \)f € EF; comme de plus (X — \)f est de degré < n, il est proportionnel & h,. En
d’autres termes, f est vecteur propre pour la valeur propre A si et seulement si A est une racine
de h,, et f est proportionnel au quotient de h, par X — \.

e Position des racines (voir aussi exerc. [1.20)).

a) Comme T,, est diagonalisable, il admet une base ¢i, ..., g, de vecteurs propres; ce sont des
polynomes de degré n — 1 que I'on peut évidemment supposer unitaires. Par ce qui précede,
ona (X —\;)g; = h, ou \; est la valeur propre associée ; comme les ¢; sont distincts, il existe
n nombres réels distincts A, ..., A, tels que X — \; divise h,, ; autrement dit, h,, a n racines
réelles distinctes.

b) Soit A une racine (réelle) de h,. Si ¢ est le quotient de h,, par X — X, on a h, = (X — \)qg et
b

o(t)(t — N)q(t)*dt = (hy|q) = 0, donc t — A ne garde pas un signe constant sur a, b[; on
en déduit que A €]a, b|.
c) Soit n € N, n > 1. Notons \; < --- < \, les racines de h, et py < -+ < pi, < finq1 celles

de hp41. Pour j € {1,...,n + 1}, notons f; un vecteur propre de norme 1 de T,,4; pour la
valeur propre f; et si g < n, notons e; un vecteur propre de norme 1 de T, pour la valeur
propre A;. Si g = ijej, on a ||g|? Za: et B(g,9) Z)\ 5. De méme,
j=1

n+1 n+1 n+1
sig=) y;fj, onallg|’ Zyj et B(g,g) Zu;yj

=1
Fixons k € {1,...,n}. Notons F_, Fy les sous—espaces vectoriels de E,, engendrés respecti-

vement par les e; pour j < k et par les e; pour j > k. Notons aussi G_, G les sous-espaces
vectoriels de F,4; engendrés respectivement par les f; pour j < k + 1 et par les f; pour
j = k. La dimension de F_ est k, celle de F)y est n — (k — 1), celle de G_ est k + 1 et celle
de G, est n+ 1 — (k—1); donc les sous-espaces vectoriels F~ NG, et Fy, NG_ de E, 41 ne
sont pas nuls. Soient g € F. NGy et h € F,. N G_ des vecteurs non nuls.

n+1
Comme g € F_ NG, il existe z1, ..., Tk, Yk, - - -, Ynt1 € R tels que g = ijej = Zyjfj;
j=1 =
n k+1
écrivons aussi h = Z uje; = Z vjfj. Comme g est un élément non nul de £,, il n’est pas
j=k j=1
proportionnel & fi (qui est de degré n car proportionnel a hpy1 /(X — pg)); il existe donc
n+1
Jj > k tel que y; # 0. On trouve B(g,g) Z)\ 5 < Mgl et B(g,g) Z,ujyj
n+1
i Zy? = 1]|g|I*>. On en déduit que gy, < .
j=k

De méme, h n’est pas proportionnel & fi.,1, donc A\i||h||* < B(h, h) < pri1||h]?.
Cela montre que l'on a 1 < Ay < g < ...l < Ap < g1

b
e Méthode de quadrature de Gauss. On veut estimer I'intégrale / f(t)p(t)dt. On a :
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Théoréme A. Soit h,, le n-ieme polynome orthogonal pour ¢ et notons Ay, ..., \, ses racines.
Alors il existe wy, ..., w, € R tels que, pour tout polynome P de degré < 2n — 1, on ait

b n
/ p(t) P(t)dt = wpP(\y).

k=1

De plus, pour tout k, on a wy > 0.

En effet, les formes linéaires P +— P()\;) forment une base du dual de l'espace vectoriel des
polynémes de degré < n. Il existe donc un unique n-uplet (wy, ..., w,) tel que pour P de degré

b n
< n on ait / (t) P(t)dt = Zka(/\k). Cette égalité a aussi lieu pour P = h,Q avec ) de
e k=1

degré < n puisque les deux membres sont nuls, h,, étant orthogonal a (). Or tout polyndéme P
de degré < 2n — 1 s’écrit sous la forme P = h,,Q + R (division euclidienne).

b
Enfin, prenant P, = H(X — ),)?, on trouve wy, H()\k —\)? = / @(t)Py(t) dt > 0.
7k 7k a
Estimation de Uerreur. Soit f : I — R une fonction de classe C*". On suppose que fy est

b
intégrable sur I (i.e. que 'intégrale / |f(t)]p(t) dt est convergente) et on veut estimer I'erreur

b n
que 'on commet quand on remplace / f(t)p(t) dt par Z w; f(A;). L’énoncé est le suivant :
a ]:1

Théoréme B. Soit f : I — R une fonction de classe C*" telle que la fonction fo soit

(2n) b
f<2n§§)/ h2(t)p(t) dt ou on note

intégrable sur I. Il existe & € I tel que l'on ait E,(f) =

E.(f) = /bf(t)w(t) dt — iwjf()\j) Uerreur commise.

On utilise deux résultas « simples » :
Donnons-nous m € N et une fonction g : I — R de classe C"™. Pour uv € [ et d € N avec

1 < d < m+ 1, nous dirons que f s’annule d fois en u si f(u) = f'(u) = ... = f4 V() = 0.
Pour d € N, on dira que f s’annule d fois sur [ s’il existe des points u; < ... < ug de I tels que
k
f s’annule d; fois en u; et Z d; = d.
i=1

Lemme 1. Donnons-nous m,d € N non nuls et une fonction f : I — R de classe C™ sur I
s’annulant d fois sur I. Alors f' s’annule d — 1 fois sur I. Si d > m, alors il existe £ € I tel

que f™M (&) =0.

Démonstration. Donnons nous des points u; < ... < ug de I tels que f s’annule d; fois en u; et
k

> di=d
i=1
Pouri=1,...,k,sid; > 1, alors f' s’annule d; — 1 fois en u;, et si k > 1, pour tout 1 <k —1

la dérivée f' s’annule en un point v; € Ju;, u;y1[ d’apres le théoréme de Rolle. Donc f s’annule
k

Z(di — 1) =d — k fois en les u; et k — 1 fois en les points v;. Au total d — 1 fois.
i=1
La deuxiéme assertion s’en déduit immédiatement par récurrence sur m. O
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Lemme 2. Soient K un corps commutatif, (uq,...,u;) € K% des éléments distincts et
(z1,..., 25,2}, ...,2}) € K*. Il existe un unique polynome T € K[X] de degré strictement
inférieur a 2k tel que, pour i =1,....k on ait T(u;) = x; et T'(u;) = .

Démonstration. Notons E C K[X] I'espace vectoriel des polynomes de degré < 2k. Considérons
application linéaire ¢ : T+ (T'(uy), ..., T(ug), T"(u1), ..., T'(uy))de E dans K**. Si T € ker ¢,
k

alors (X — u;)? divise T pour tout i et on en déduit que H(X —u;)? divise T. Comme T est de
i=1

degré < 2k — 1, on en déduit que T"= 0.

Donc I'application ¢ est injective et puisque dim £ = 2k, elle est bijective. O

Commencons la démonstration du théoréeme B. D’aprés le lemme 2, il existe un polynéome R de
degré < 2n — 1 tel que f — R s’annule deux fois en toute racine \; de h,,.

7O ) ha(u)?
(2n)!

Lemme 3. Pour tout u € I, il existe &, € I tel que f(u) — R(u) =

Démonstration. Siw est I'un des A; cette égalité est vraie pour tout &, € 1.

Sinon, on note y € R, le nombre réel tel que 'on ait f(u) — R(u) = yh,(u)*. La fonction
f — R —yh? s’annule en u et aussi 2 fois en les Aj. Donc, d’aprés le lemme 1, sa dérivée 2n-iéme
s’annule en un point &,. Comme h? est un polynome unitaire de degré 2n, on a (h,)® = (2n)!.
Donc f®V(¢,) = y(2n)!. O

b n
Démonstration du théoréeme B. D’aprés le théoréme A, on a / R(t)p(t) dt = ijR()\j) =
a le

iwjf()‘j)‘ Il vient
[ s0e0ae =S wison = [ - R ar

Comme / B2 (o(t) dt > 0, 1l existe a € R tel que / (F— Rt)olt) dt = o / " 12 (0)ot) it

£ ()
2n
Remarquons que R < 2n, donec R® = 0 et que le polynome hi est unitaire de degré 2n, donc

(h2)(€) = (2n)!. Nous devons donc démonter que (f — R — h2)?" s’annule dans 1.
Si f est égale sur I a R+ ah?, alors (f — R — h2)®" est identiquement nulle.
b

Nous devons démontrer qu’il existe & € [ tel que a =

Sinon, I'intégrale / (f(t)— R(t) —ah?(t))p(t) dt étant nulle, la fonction continue (f — R—ah2)p

prend des valeurs strictement positives et des valeurs strictement négatives.
Il existe donc u,v € I tels que f(u) — R(u) — ah?(u) > 0 et f(u) — R(u) — ah?(u) < 0. D’aprés

(2n) (2n)
le lemme 3, il existe &,,&, € I tels que (‘78(2—71()5'“) — 04) ho(u)? > 0 et ("76(2—”()6'”) — a) hn(v)? < 0.
Il vient f@(€,) < (2n)la < fEV(&,) et, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
€ €1 tel que fP(€) = (2n)la. ]

e Formule de Darboux-Christoffel traitée en exercice (exerc. 4.30)).
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Nous allons a présent donner quelques exemples de polynémes orthogonaux. Nous utiliserons un lemme
simple.

Lemme. Soient k € N, a,b € [~00,+00] avec a < b et f une fonction de classe C* sur]a,b[. On
suppose que, pour tout 0 <1 < j < k, la fonction t — t’f(])(t) tend vers 0 en a et en b. Alors, pour

b b
tout j < k, l'intégrale / t f®)(t) dt est convergente et l'on a / t7 f*(t)dt = 0.

Démonstration. Cela résulte d’une récurrence sur k :
e pour k=1 (et j=0),ona [ f(¢t)dt =0 puisque f(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers a ou b.

b
e Supposons que k > 2 et que l'on sache que pour tout j < k — 1 l'intégrale / LD () dt

a

b b
converge et est nulle. Par intégration par parties, on a / 7 f 8 (t) dt = —j/ LD (1) at

puisque 7 f*D(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers a ou b. ]
Exemples. a) Onsuppose I =]—1,1[et ¢ = 1. Notons g, la dérivée n-iéme du polynome (X*—1)"
| 1
et posons h,, = %qn. C’est un polyndéme unitaire. Pour tout k& < n, on a / ho (£)t* dt = 0.
n)! -1

Cela montre que h,, est le n-iéme polynéme orthogonal. Ces polynoémes h,, sont les (proportion-
nels aux) polynémes de Legendre. (E[)

b) On suppose I =] —1,1[ et, pour t € I, o(t) = (1 — t*)~1/2,
Rappelons qu'il existe un polynome T,, de degré n tel que, pour tout = € R, on a T,(cosx) =
cosnz. Cela résulte immédiatement de la formule de récurrence : cos(n + 1)z + cos(n — 1)z =
2cosx cosn.

Pour n # 0, le polynéme 2'7"T,, est unitaire ; notons le h,,. On pose aussi hy = 1. On a :

1 1
ho=1, hy = X, h2:X2—§ et pour n>2, ona hn+1:th—Zhn_1.

Pour n,m € N distincts, effectuant le changement de variable ¢t = cos x, pour x €]0, 7[, puisque
©(t) dt = —dzx, on trouve

/_Tn(t)Tm(t)gp(t)dt = —/ T, (cos x)T,,(cos x) dx

1
s
= / cos nx cosmx dx
0
= 0 car n # m.

Cela montre que h,, est le n-iéme polynoéme orthogonal.
¢) On suppose I =] —1,1[ et, pour t € I, o(t) = (1 — t*)/2.
Rappelons qu’il existe un polynéme S,, de degré n tel que, pour tout x € R, on asinx S, (cosz) =

sin(n+1)z. Cela résulte immédiatement de la formule de récurrence : sin(n+ 1)z +sin(n—1)x =
2cosrsinne.

Pour tout n, le polynéme 27"5,, est unitaire ; notons le h,. On a :

1 1
h():]., hlzX, hQZXZ—Z et pour n)l, on a hn+1:th_ZLhn—1'

2
4. En fait, le n-iéme polynoéme de Legendre est P, = 2‘”( n) hop-
n
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Pour n,m € N distincts, a aide du changement de variable ¢ = cosx, pour x €]0, 7[, puisque
¢(t)dt = —(sinz)?dx, on trouve

/_Sn(t)Sm(t)go(t)dt = —/ (sinx)? S, (cos x)S,,(cos ) dx

1
= / sin(n + 1)z sin(m + 1)z dx
0

=0 puisque n # m.

Cela montre que h,, est le n-iéme polynoéme orthogonal.
Les polynémes T,, et .S, s’appellent les polynémes de Tchebycheff de premiére et deuxiéme espéce
respectivement.

d) On suppose I = 0, +oo[et, pourt € I, o(t) = e". La dérivée n-iéme de la fonction f,, : t + t"e™"
sécrit t > (—1)"h,(t)e”", ol h, est un polynéme unitaire de degré n. Pour k < n, on a

+oo
W)y =0 = tliin £ (t). Par le lemme précédent, on trouve / ho(t)t*e ' dt = 0. Cela
—+00 0

montre que h, est le n-iéme polynoéme orthogonal. Ces polynémes h,, sont les (proportionnels
aux) polynomes de Laguerre. (E[)

—t2/2 —t2/2

e) On suppose I =R et, pourt € I, p(t) =¢ . La dérivée n-iéme de la fonction f :t+— e

sécrit t — (—1)"ha(t)e /2, out h,, est un polynome unitaire de degré n. Pour tout k < n, on a
+o0

1tligcn f9Ot)H = 0. Par le lemme, on trouve / h,ﬂb(t)tke’tz/2 dt = 0. Cela montre que h,, est le

—4oo oo

n-iéme polyndéme orthogonal. Ces polynomes h,, s’appellent les polynémes de Hermite.

4.5 Exercices

4.5.1 Espaces vectoriels normés

4.1 Soient E' un K-espace vectoriel (avec K =R ou C) et p, ¢ des normes sur E.
1. On suppose que B,(0,1) C B,(0,1). Démontrer que q < p.
2. On suppose que B,(0,1) = B,(0,1). Démontrer que p = gq.

4.2 [ Exercicel Démontrer que, dans un espace vectoriel normé, I’adhérence d’'un sous-espace vectoriel
est un sous-espace vectoriel.

4.3 | Exercicel Démontrer que dans un espace vectoriel normé,
e 'adhérence d’une boule ouverte est la boule fermée de méme rayon ;

e l'intérieur d’une boule fermée de rayon non nul est la boule ouverte de méme rayon.
Ces deux énoncés sont faux dans le cas d'un espace métrique quelconque!

4.5.2 Applications linéaires continues et leurs normes

4.4 [Exercicel 1. Munissons R" de la norme || [|;. Soient (E,|| ||) un espace vectoriel normé et

f : R" — FE une application linéaire. Démontrer que |||f||| = max || f(e;)|l ot (eq,...ey,) est
<j<n
: i A ="
5. En fait, le n-iéme polyndéme de Laguerre est L, = ] hn



la base canonique de R". En déduire que si un endomorphisme f € L(R") a pour matrice
A= ((a;;)) € M,,(R) dans la base canonique, sa norme d’opérateur est donnée par :

n
161 = mexx { > lal}.

i=1
2. Munissons R" de la norme || ||. Soient (F,|| ||) un espace vectoriel normé et f : E — R"
une application linéaire continue. Démontrer que ||| f||| = max ||| f;]|| ou, pour x € E,on a écrit

1<i<n
f(x) = (fi(x),..., fu(x)). En déduire que si un endomorphisme f € L(R") a pour matrice
A = ((a;i;)) € M,(R) dans la base canonique, sa norme d’opérateur est donnée par :

n
11 = macx { D a1}
j=1

3. a) Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien E. Démontrer que
/]Il = max{v/X; A valeur propre de f*o f}.

b) On munit R" de la norme || ||2. Démontrer que si un endomorphisme f € L(R") a pour
matrice A = ((a;;)) € M,(R) dans la base canonique, sa norme d’opérateur est donnée par :

1]l = max{v/A; A\ valeur propre de *AA}.

4.5 [ Exercice| Soient p,q € ]1,400] tels que 1/p +1/¢ = 1. Pour x = (x1,...,2z,) € K", on
n 1/p i 1/q ) ) .

pose ||x||, = (Z ]xk|p> et ||Ix|l, = (Z ]xk]q> .Rappelons l'inégalité de Holder (cf. page , ou
k=1 k=1

exerc. :

Pour des éléments x = (z1,...,2,) et y = (y1,...,¥y,) de R", on a ‘ Zxkyk’ < Ixllpllyllg -
k=1

1. Démontrer que 'on obtient la méme inégalité pour (z1,...,z,) € C" et (yi,...,y,) € C".
2. Soit x = (z1,...,2,) € K"
a) Construire (z],...,2,) € C" avec zxx), = |vg|P = |2}|%

b) En déduire que [xl, = supd| 3wl ¥ = (0r..oom) € K [yl < 13
k=1
c) Démontrer que || ||, et || ||, sont des normes sur K".

3. Soit ¢ € L(K", K) une forme linéaire (continue). On munit K" de la norme || ||, et K de la norme

A — |A]. Calculer |||]]].

4.6 [ Exercice] Soient E un espace de Banach et F' un sous-espace vectoriel fermé de E. Démontré
que, muni de la norme quotient, Iespace vectoriel quotient E/F est un espace de Banach.

4.7 Soient (E,p) et (F,q) des espaces vectoriels normés et f : E — F une application
linéaire de rang fini (ce qui signifie que le sous-espace vectoriel Im f de F' est de dimension finie).
Démontrer que f est continue si et seulement si son noyau est fermé.
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4.8 [Exercicel 1. Soient F, F et G des espaces vectoriels normés réels et ¢ : E x F — G une
application bilinéaire. Etablir I’équivalence entre les assertions suivantes :

(1.i) Papplication ¢ est continue en (0,0);
(1.ii) l'application ¢ est continue;
(1.ii) il existe k& € R tel que, pour tout (z,y) € E X F, on ait ||¢(z,y)| < k||z|||y].

2. Soient F et I des espaces vectoriels normés réels et ¢ : £ — F une application quadratique.
Etablir I’équivalence entre entre les assertions suivantes :

(2.1) T'application ¢ est continue en 0;
(2.ii) lapplication ¢ est continue;

(2.iii) il existe k& € R tel que, pour tout x € E, on ait [|q(z)|| < k||z||.

4.9 Soit E un espace de Banach (ou un espace normé de dimension finie). On munit
I'espace vectoriel L(E) des applications linéaires continues de E dans E de la norme ||| ||| associée. Soit
f € L(E) une application linéaire continue telle que ||| f||| < 1.
1. a) Démontrer que, pour tout y € F, la suite x,, définie par, z¢g = y, et x,.1 = f(z,)+y converge
et que sa limite z vérifie (Idg — f)(z) = y.
b) Démontrer que I'application Idg — f est bijective.
1

L= {lIfI

-1

2. Démontrer que 'application linéaire (Idg — f)~! est continue, que [||(Idg — f) 7| <

[
I/

3. Démontrer que la suite d’applications linéaires continues S,, : £ — E définies par Sy = Idg et
Spi1 =1dg + f oS, converge vers (Idz — f)~! en norme (i.e. que <|||(IdE - )t = Sn|||> — 0).

et [|(Idp — f)" — gl <

4. Notons U C L(E) I'ensemble des f € L(E) bijectives et telles que f~' soit continue (bien siir,
en dimension finie, il suffit que f soit bijective. (E[)) Démontrer que U est ouvert dans L(E) et
que l'application ¢ : f + f~! est continue de U dans £(E). Démontrer que ¢ est différentiable
et calculer sa différentielle.

4.10 . Notons C([0, 1]; K) I’espace vectoriel des fonctions de classe C' de [0, 1] dans K = R
ou C.

1. Démontrer que les applications p : f = || flloc + [/ llc €t q = f = [f(O)|+ || .f'[| o sONE des normes
équivalentes sur C' ([0, 1]; K).

2. Les normes p et f +— || f||o sont-elles équivalentes ?

3. Démontrer que C([0, 1]; K) muni de la norme p ou de la norme g est un espace de Banach. Est
il complet pour la norme || || 7

4. Calculer la norme de la forme linéaire ¢ : f + f’(0) pour les normes p et ¢q. Est-ce que £ est
continue pour la norme || ||« ?

4.11 [Exercicel 1. Soient E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E de

dimension finie. Démontrer que pour tout € E, il existe y € F tel que d(z, F) = ||l — y]|.
En déduire que, si £ # F, pour tout y € F et tout A > 0, il existe z € E, tel que d(x, F) =
[z =yl = A

6. C’est aussi vrai pour un Banach quelconque - mais plus dur...
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2. Soient E un espace de Banach et (F},) une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels
de E de dimension finie.
a) Construire une suite (z,,) d’éléments de E tels que z,, € F,,, d(zp 11, Fr) = ||Tni1—zn|| = 37"
. . . 3"
b) Démontrer que la suite (x,) converge dans E et que sa limite x vérifie d(z, F},) > -
c) En déduire que l'on a E # U F,.
neN
3. Démontrer qu'un espace de Banach n’admet pas de base (algébrique) infinie dénombrable.
4. (**) Démontrer, en adaptant la preuve ci-dessus, qu'un espace de Banach n’est pas réunion
d’une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels fermés.

4.12 Soient E un espace vectoriel normé (réel ou complexe), B la boule ouverte de centre
0 et de rayon 1 et ¢ une forme linéaire sur £. Démontrer que pour tout A, u € C tels que A € ¢(B) et
|| < 1, on a Ap € ¢(B). En déduire que pour toute partie ouverte non vide U de E et toute forme
linéaire ¢ non continue, on a ¢((U) = K.

4.5.3 Exponentielles de matrices

4.13 Soit £/ un espace de Banach (ou un espace normé de dimension finie) sur K, ou K = R
ou C. On munit Iespace vectoriel L(E) des applications linéaires continues de E' dans £ de la norme
Il ||| associée. Pour R € |0, +oc] on note B(0, R) la boule ouverte B(0, R) = {T € L(E); ||T]]|] < R}

1. a) Soient u,v € L(E). Démontrer que pour tout n € N (n > 1), on a

llu™ = vl < memax{flulll, loll}" " llu = vl

b) En déduire que I'application T'+— T™ est continue sur L(E).

2. Soit Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R € |0, 4+o00], avec a,, € K.
n=0
a) Soit T" € L(F) une application linéaire continue telle que |||7|| < R. Démontrer que la série
Z a, T" est convergente dans L(E).

+oo
b) Démontrer que l'application T +— Z%T " est continue sur la boule ouverte é(O,R) de
n=0
L(E).
3. Soit R € 0, +o0] et soient Z a2 et Z b,z" deux séries entiéres de rayon de convergence > R.
n=0 n=0
Notons Z cn2" leur produit de Cauchy (ou ¢, = Z agbn—.). Soit T' € L(E) tel que ||T]]| < R.
n=0 k=0

Démontrer que 'on a

“+oo “+oo +0o0
(Y ar) (X bur) =Y et
n=0 n=0 n=0

Pour T € L(FE), on pose expT = kz HT .
=0
4. Démontrer que pour tout s,t € C, on a exp(s+1t)T = (exp sT)(exptT). (Voir aussi exerc. |5.13)).
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4.14 . Soit E un espace de Banach. Rappelons que L(FE) désigne I'espace de Banach des

applications linéaires continues de E dans lui-méme muni de la norme ||| |||

1.

2.
3.

Soient (uy) et (v,) deux suites dans L(E). On suppose que la suite (n||u, — Idg]||) est bornée
(autrement dit u,, — Idg = O(1/n)) et que la suite n|||u, — v,]|| tend vers 0 (autrement dit
Up, — v, = 0o(1/n)). Démontrer que ||u) — v,||| — 0.

Soit z € L(E). Démontrer que la suite ((Idg 4+ n~'x)™) converge vers exp z.

(Formules de Lie) Soient x,y € L(E). Etablir les limites suivantes :

a) exp(z +y) = lim ((exp(n‘lx))(exp(n_ly))>n (Formule de Lie-Trotter).
b) exp(zy — yz) =

lim ((exp(n™"/22)) (exp(n~"2y))(exp(—n~"/22) exp(—n~"2y)) )
4.

Soient A, B € M,(K) deux matrices - ot K = R ou C. Démontrer que det(exp(A + B)) =
det(exp A) det(exp B). En déduire que det(exp A) = exp(Tr A).

4.15 [ Exercicel Soit E un espace préhilbertien réel (resp. complexe) de dimension finie. On munit
I'espace L(F) de la norme associée a la norme euclidienne de E. On note S(F) le sous-espace (réel)
de L(FE) formé des endomorphismes symétriques (resp. hermitiens) de E. Pour T' € S(FE), on note
SpT C R l'ensemble de ses valeurs propres. On note S (E) = Sy (F) = {T € S(£); SpT C R}
I'ensemble des éléments positifs et inversibles de S(F).

1.

Soit Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R, et soit 7' € S(E) tel que |||T||| < R.
+00
On suppose que les a,, sont réels. Démontrer que Z a,T" € S(F).

n=0
Démontrer que, pour tout 7' € S(E), on a ||T]|| = max{|\|; A € SpT'}.
Pour a € RY, posons U, = {S € S(E); |||S — aldg]|| < a}.
a) Démontrer que pour a,b € R tels que 0 < a < bon a U, C U,.
b) Soit S € S(F). Démontrer que S € S, (), si et seulement s’il existe a € R tel que S € U,.
¢) Démontrer que S; 4 (F) est une partie ouverte de S(E).

400 (=1)k+1
Pour S € U,, on pose L,(S) = (Ina)ldg + Z T(aflS —Idg)k.
k=1

Soit S € U,. En diagonalisant S, démontrerique :
a) L,(S) ne dépend pas de a tel que S € U,,.
b) exp(L.(5)) = S.

T
Soient 7' € S(F) et a € Ry tel que a > exp I

2
En déduire que exp est un homéomorphisme de S(E) sur Sy (E).

. Démontrer que expT € U, et L,(expT) =T.

4.5.4 Utilisation de la compacité

4.16 Soit n € N.

1.
2.

Démontrer que 'ensemble O(n) des matrices orthogonales est une partie compacte de M, (R).

Notons 7 I’ensemble des matrices triangulaires supérieures a coefficients strictement positifs sur
la diagonale. Nous avons vu (c¢f. décomposition d’Twasawa p que application (U,T) — UT
est bijective de O(n) x T sur GL(n;R). Démontrer que lapplication (U,T) +— UT est un
homéomorphisme de O(n) x T sur GL(n;R).

On adapte tres facilement cette méthode pour démontrer que Uapplication (U,T) — UT est un
homéomorphisme de O(n) x Si(n) sur GL(n;R) ot S (n) est l'ensemble des matrices définies
positives - cf. exerc.|8.1
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4.5.5 Espaces préhilbertiens

4.17 Soient F un espace vectoriel réel et f : E — R une application qui vérifie I’« identité
de la médiane » :
(%)

Ve,ye B, flex+y)+ fle —y) =2f(x) +2f(y).
1. Démontrer que f(0) = 0 et que pour tout y € E, on a f(—y) = f(y).
2. Démontrer que pour tout k € Z et tout x € E, on a f(kx) = k*f(x). En déduire que, pour tout
keQ, ona f(kz) =K f(z).
3. Démontrer que, pour tout z,y,z € E, le nombre f(x +y+2) — f(z+2) — f(y+ 2) + f(2) est
indépendant de z. En déduire que l'on a

fleat+y+z)=flx+y) +fle+2)+fly+z)—flx)- fly) - f(2).

4. Démontrer que l'application (z,y) — f(x +y) — f(x) — f(y) est Q-bilinéaire.

5. Démontrer que toute norme sur F vérifiant l'identité de la médiane
(|2 4+ y||* + ||z — y||* = 2||=||* + 2||y||*) est issue d'un produit scalaire.

4.18 Projection sur un conveze Soient FE un espace préhilbertien.
1. Soit C' une partie de E' et x € E.

a) Soit y € C tel que, pour tout z € C, on ait R((z —y|z—y)) < 0. Démontrer que application
x +— ||z — z|| définie sur C' atteint en y son minimum.

b) On suppose que C' est une partie convexe compléte non vide de E. Démontrer qu’il existe

un et un seul point yo de C' en lequel la fonction y +— ||y — z|| (définie sur C) atteint son
minimum.

Le point yo ainsi défini s’appelle le projeté de x sur C'; on le notera po(x).
¢) Démontrer que pour tout z € E et tout z € C, on a R((z — pc(z)|z — pe(x))) < 0.

2. Soient E un espace hilbertien réel et (eq,...,e,) un systéme orthonormal dans E. Notons C'
I'enveloppe convexe de {ey,...,e,}. Soit x € E.

n

1 o n
a) Pourj € 1,...,n,onposea; = (z|e;). Posons aussi a = Zaj, b =a;+ et Yy = ijej.
j=1

n
J=1

Démontrer que pe(z) = pe(y).

n
b) Démontrer qu’il existe un unique ¢ € R, tel que Z sup{b; — ¢,0} = 1.
j=1

c) Démontrer que po(z) = Z sup{b; — ¢, 0}e;.
j=1

4.19 Soient E un espace préhilbertien et (e,),en une famille orthonormale de E. Notons
F le sous-espace vectoriel de E engendré par les e,. Démontrer que, pour x € E, on a d(z, F)* =

+o00
I = [(wlen) .
n=0

4.20 [ Exercicel Inégalité d’Hadamard (Comparer avec I'exercice [7.24). Soit A € GL,(R). On note

Ci,...,C, les vecteurs colonne de A.
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1. a) On écrit A = OT la décomposition d’Twasawa de A. On note C1, ..., C" les vecteurs colonne
de T. Démontrer que ||C7l|> = [|Cj|2 ot || [|2 désigne la norme euclidienne standard.

b) Démontrer que |det A| < H |C; |2, ot les C; sont les vecteurs colonne de A et || ||2 désigne
la norme euclidienne standard.

c) Dans quel cas a-t-on égalité ?

2. Etendre le résultat a M, (R). Cette inégalité s’appelle inégalité d’Hadamard.

4.5.6 Un peu de Fourier...

4.21 Soit a € C. Notons f la fonction périodique de période 27 telle que, pour tout
x € [0, 27[, on ait f(x) = €.
+o0
1. Notons b la partie réelle de a. Démontrer que si b = 0, alors on a Z |f(E)]? = 1 et que si
k=—0o0

647rb 1

+oo
b +# 0, alors on a Z |f(lg)|2 =

k=—o00

2. Calculer les coefficients de Fourier de f.

3. Démontrer que pour tout nombre réel non nul a on a
io I <7r> <62‘”—|—1>
e n24+a2 \a/\e2am _ 1

+o0
To\2
4. Démontrer que pour tout nombre réel ¢ non entier on a Z (n—c)?= ( ) .

n=—oo

4.22 On considére la suite de polynomes a coefficients réels (Py)i>1 caractérisés par les
2m

relations P, = m — X et, pour tout k > 1, P,,; = P et / Pi(t)dt = 0. Ce sont les polynomes de
0

Bernoulli.
1. Démontrer que pour tout k > 1 et tout ¢ € R, on a P,(21 —t) = (—=1)*Py(t).

2
2. Démontrer que pour tout k& > 1 et tout n € Z non nul, on a (2%)1/ Pu(t)e ™ dt = (in) ™.
0

3. Démontrer que, pour tout k£ € N, on a Py 1(m) =0 et, pour k > 1,

1 2 —+o00
— Ptht:2§ 2k — (—1)k Py (0).
o J, w(t) n:1n (—=1)" Par(0)
1 s 1 ™
4. En déduire les égalité E — = et — .
n déduire les égalités 2 > 5 e 2 = %

4.23[Exercice|. Sur les théorémes de Parseval et Riemann-Lebesgue. On note Dy (resp. Ds) I'ensemble
des fonctions continues par morceaux de |0, 27| dans C telles que :

(i) Pour tout x € ]0,27[ on a f(x) = %hlir(r)l+ fx+h)+ f(z—h).
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2w 2m
(ii) L’intégrale / |p(t)| dt converge (resp. I'intégrale / lo(t)|? dt converge).
0 0

1 2m )
Pour ¢ € Dy et k € Z, on pose p(k) = 5 / o(t)e *dt.
T

1. Démontrer que Dy C D;.

+oo 2
- 1
2. Démontrer que, pour ¢ € Dy, on a E 1Bk = %/ lo(t)|* dt.
0

k=—00

3. Démontrer que, pour ¢ € D; on a hrf o(k) = 0.

[e.9]

4.24 | Exercicel Théoréme de Dirichlet. Pour x € R, on pose D,,( Z e’ Rappelons que l'on
k=—n
T . (2n+1)z
a / D, (z)dx = 27 et que, pour x & 277, on a D,(z) = —
. sin §

Soit f : R — (C une fonction continue par morceaux périodique de période 27. On note D,(f) la
1 s
fonction z — ek — xz—1)D,(t)dt.
kz_nf 5 | 1e=0D.0

Soit @ € R. On note f(a™) et f(a ) les limites a droite et & gauche de f en a. Pour z € R*, posons
() = flatz)+ fla—2)— fla) - fla™)

T

™ + —
1. On suppose que / [(t)[*dt < +oo. Démontrer que D, (f)(a) converge vers f(a );Lf(a )
0

quand n — oo.

2. Démontrer que l'on a la méme conclusion si on suppose que / |(t)| dt < 4o0.
0

4.5.7 Polyndémes orthogonaux

Dans les exercices qui suivent on reprend les notations de la section 5 : on se donne un intervalle
ouvert non vide I de R et une fonction continue positive ¢ : I — R. On suppose que I'’ensemble
{t € I, o(t) # 0} est dense dans I et que pour tout n € N, I'application ¢ — ((t)t*" est intégrable sur
I. On note (hy,) la suite des polynoémes orthogonaux unitaires associés a ¢. On désigne par E, 'espace

préhilbertien des fonctions g € C(I;R) telles que la fonction ¢ — ¢(t)| g(t)‘2 soit intégrable.

4.25 [ Exercicel On suppose qu'il existe a €]0, +o0] tel que I = ]—a, a[ et que ¢ est une fonction paire.
Démontrer que, pour n pair, le polyndéme h,, est pair et que, pour n impair, le polynéme h,, est impair.
En déduire que les v, de la formule de récurrence (h, 1 = (X — ay)h, — Bph,_1) sont nuls.

4.26 . Position des racines, une autre méthode (cf. page . Notons sy, ..., Sk les racines
k

réelles de h, contenues dans I = Ja,b| et d’ordre impair. Posons P = H(X — sj). Démontrer que
j=1

b
/ P(t)h,(t) p(t) dt # 0. En déduire que h,, a toutes ses racines simples et dans I.
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4.27 . On calcule «y, et (8, donnés par donné par la formule de récurrence h,; = (X —
an)hn - Bnhn—l-

1. Démontrer que By, ||hp_1|> = (Xhnlhn1) = (hn| Xhp_1) = ||hal|?.

2. Démontrer que oy, ||y, ||* = (Xhn|hy) et que oy, € 1.

4.28 [Exercicel. Formule de récurrence dans certains cas.

1. Soient k,¢ € N, a,b € [—00, +00] avec a < b et f une fonction de classe C* sur ]a, b[. On suppose
que, o
e pour tout (i,4) € N? avec j < k, la fonction ¢ — ' fU)(t) tend vers 0 en a et en b.

b
e l'intégrale / t'f(t) dt est convergente.

b b
Démontrer que l'intégrale / t* ) (1) dt est convergente et que l'on a / O @) dt =

(—1)’?("5;@!/ oL

2. Expliciter la formule de récurrence dans les exemples
a) des polynomes de Legendre (exemple (&) page [40)),
b) des polynémes de Laguerre (exemple @ page ,
¢) des polynomes de Hermite (exemple () page [41]).

a a

4.29 | Exercicel Démontrons d’une autre maniére que, pour tout n > 1, on a :

(P(n)) : le polynome h,, est scindé dans R a racines simples; entre deux racines consécutives de
h, il y a une racine de h,,_;.

1. Soit n > 1. Démontrer que h,, et h,_; n’ont pas de racines communes.
2. Démontrer que pour toute racine A de h,, on a h,_1(A)h,11(A\) < 0.

3. Démontrer que hy a deux racines réelles distinctes et que la racine de h; est entre les racines de
hs.

4. Soit n > 2. On suppose que (P,) est vraie. Notons (A,...,\,) les racines de h,, rangées dans
I'ordre croissant.

a) Démontrer que, pour tout k € [1,n], on a (=1)" *h,1(\) < 0.
b) En déduire que (P,41) est vraie.

5. Conclure.

4.30 (Formule de Christoffel-Darboux) : Démontrer que I'on a, pour (x,y) € R?, x # y la
formule de Christoffel-Darboux :

& hi(z)hi(y) . Pg1 () R (y) — hn(x)thrl(y)_
2 el (@ = y)||hal?

k=0

4.31 . On suppose que I = |—1,1[ et que pour t € I, on a (t) = (1—t*)%, oil a est un nombre
réel strictement supérieur 4 —1. Démontrer que la fonction ¢ + (1 — ¢?)*h,,(t) est proportionnelle & la

dérivée n-ieme de t s (1 — ¢2)"+,
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4.32| Exercice,. Pour j € N, posons a; = / t/¢(t) dt. On note B, 'espace vectoriel des polynomes réels
I

de degré < n. Ecrire la matrice du produit scalaire dans les bases (hg,...,h,-1) et (1, X,..., X" 1).
En déduire I'égalité
Qo aq a9 e Qp—1
aq (05} as Ce Qp,
H th”2 —lay a3 ag ... Gpp1
0<g<n . . . t. .
Gp—-1 Qp dp41 ... dA2p—2

4.33 On note T, Papplication qui & f € E,, associe le projeté orthogonal de X f dans F,,.

1. Quel est le polyndéme caractéristique de T3, 7
2. Ecrire les matrices de 'application 7}, dans la base (1, X, ..., X" ') et dans la base (h, . .., hn_1).

3. Démontrer que (—1)"h,, est le polynome caractéristique de la matrice

(7)) 51 0 Ce 0 0
1 (03] 52 c 0 0
0 1 a ... O 0
0 0 0 N 6 7)) 571_1
0 0 0 ... 1

(o les v et les By sont définis par la formule de récurrence hy 1 = (X — ag)he — Brhg_1)-
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5 Séries
Biblio pour ce chapitre: les classiques ([L"M, L-F A, M Anal, RDO] etc. ). (voir

biblio. p. [219)

5.1 Séries généralités

Définition. Soit (u,),en une suite a termes dans un espace vectoriel normé F.
a) On dit que la série de terme général (u,) est convergente ou qu’elle converge si la suite (s,,)
n
définie par s, = Z ug a une limite. Sinon, on dit qu’elle est divergente ou qu’elle diverge.

k=0
b) Si la série de terme général (u,) est convergente, la limite de (s,) s’appelle la somme de la

série de terme général (u,) et est notée E (.
k=0

Proposition. Les séries convergentes forment un espace vectoriel et la somme est linéaire : si les
séries de terme général (uy) et (v,) sont convergentes et \,;n € K (= R ou C), la série de terme

+00 ~+o00 +00
général (Au,, + pvy,) est convergente et l'on a Z()\un + pvy,) = A(Z un> + u( Z vn>.
n=0

n=0 n=0

Remarque (les premiers termes). S’il existe N € N tel que uy = v, pour k > N, alors les séries de
terme général (u,) et (v,) sont de méme nature (si 'une converge, 'autre aussi).

IATTENTION: \ Leurs sommes ne sont pas en général égales.

De ce fait, lorsqu’on s’intéresse juste a la convergence d’une série, on peut ne définir u, qu’a partir
d’un certain rang.

Notons aussi que, pour k € N, les séries de terme général (u,) et (u,4) sont de méme nature.

+oo
Exemple. La série géométrique : si |z| < 1, la série de terme général (z") converge et 'on a Z 2" =
n=0
; sinon la série de terme général (2") diverge.
—z
E le. P 2, L o ! d Z l———=1:la
xemple. Pour n > osons U, = ————. nau:——— onc » up=1——
oo
série de terme général (u,) converge et l'on a Zun = 1.
n=2

Proposition. Si la série de terme général (u,) converge, la suite (u,) tend vers 0.

| ATTENTION: | Réciproque fausse.
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5.2 Séries a termes positifs

Proposition. On suppose que pour tout n € N, on a u, > 0. La série de terme général (u,) converge
n

si et seulement si la suite n — E ug est majorée.
k=0

n
Démonstration. En effet, posons S, = Zuk Comme S, = S, 1 + Uy, et u, = 0, la suite (S,) est

k=0
croissante. Elle est convergente, si et seulement si elle est majorée. O

Théoréme de comparaison. Si pour toutn € N on a 0 < u, < v, et la série de terme général (vy,)
converge, alors la série de terme général (u,) converge.

... et, a contrario, si la série de terme général (u,) diverge, la série de terme général (v,,) diverge!

n n n n
Démonstration. En effet, on a Z Up < Z vg. Donc si Z vk, est majorée, il en va de méme pour Z U
k=0 k=0 k=0 k=0
]
- . 1 . 1 1
Exemples. e La série de terme général (—2> converge puisque — < ——— -
n n? " n(n—1)

e Comparaison avec la série géométrique : Soit (a,) une suite de nombres entiers dans {0, ..., 9}.

Puisque a,, < 9 et la série géométrique de terme général 9.10" converge, la série de terme
+oo

général (a,,107") converge : c’est le développement décimal du nombre réel S = Z arp107% (cf.
k=0
page [3).

Régle de Cauchy. u, > 0. Si (u,)"™ tend vers a et
e a <1 la série de terme général (u,) converge.
e a > 1 la série de terme général (u,) diverge.

Remarque. Si a = 1 tout est encore possible : si u,, = 1 ou u,, = 1/n la série diverge ; si u,, = n? elle
converge ; dans tous ces cas (un)l/ " 1.

Corollaire. Soient (u,) et (v,) a termes strictement positifs. S’il existe m, M € R’ tels que pour
tout n € N on ait mu,, < v, < Mu,, alors les séries de terme général (u,) et (v,) sont de méme
nature.

Cela reste vrai si ces inégalités ont lieu & partir d’un certain rang, c’est-a-dire pour n > ng avec ng € N.
) 0 0

Corollaire. Soient (u,) et (v,) des séries a termes strictement positifs. Si u,/v, a une limite non
nulle, les séries de terme général (u,) et (v,) sont de méme nature. En particulier, si u, ~ v, les
séries de terme général (u,) et (v,) sont de méme nature.
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Exemples. a) Posons z,, = 1/n et y, = Log(1+ 1/n) = Log(n + 1) — Logn. Bien str, on a z,, > 0

et y, = 0. Or x,, ~ y, et Zyk = Log(n + 1) — oo. Les séries de terme général (z,,) et (y,)

k=1
divergent donc toutes deux.
1

b) Posons z, = 1/n —Log(1+1/n). Ecrivant Log(1+ ) = 2 — 2%/2 + o(1/2?), on trouve z, ~ pwet
n

Donc la série de terme général (z,) converge.
c¢) La conclusion du corollaire peut-étre fausse sans I’hypothése a termes positifs. Posons en ef-

(1) | |
y Up = Up + ——. On a —— = o(u,,), donc u,, ~ v, ; la série (alternée) de
vn+1 n+1 n+1

terme général (u,) converge comme on le verra plus loin; la série de terme général (v, — u,)
diverge, donc la série de terme général (v,,) diverge.

fet u,, =

Remarque. La conclusion du corollaire reste cependant vraie si on suppose x, et y, positifs a partir
d’un certain rang. Remarquons que, puisque x, ~ y,, si x, est positif & partir d’un certain rang, il en
va de méme pour y,. Et, bien str, en changeant de signe, la conclusion du corollaire reste vraie si on
suppose x,, et v, négatifs.

Théoréme (Comparaison avec une intégrale). Soit f : [a, +oo[— Ry une application décroissante.

La série de terme général (f(n)) est convergente si et seulement si la fonction x — / f(t)dt a une

limite quand r — oc.

n+1
On utilise les inégalités f(n + 1) < / f@t)dt < f(n).

Exemples. Séries de Riemann. La série de terme général — converge si et seulement si o > 1.
n

Séries de Bertrand. La série de terme général converge si et seulement si @ > 1 ou

a=1let g>1.

n(lnn)?

Régle n%u,. o Sinu, est majoré (en particulier si elle a une limite finie) et a > 1, la série
de terme général (u,) converge.
o Sin%u, est minoré dans R (en particulier si elle a une limite non nulle) et o < 1, la série
de terme général (u,,) diverge.

1
Exemple. La série de terme général <1 — Cos —) converge.
n

Proposition. Soient (u,) et (v,) des séries a termes strictement positifs telles que, (pour n = ng)
Upt1/Un < Upy1/Vpn. Sila série de terme général v, converge, alors la série de terme général (uy,)

converge.

Démonstration. On a Up11/vp+1 < Uy /v,. La suite & termes positifs (u,/v,) est décroissante, donc
majorée. On en déduit que u,, = O(vy,) O

Régle de d’Alembert. Soit (u,) une série a termes strictement positifs. Si w41 /u, tend vers a et
e a <1 la série de terme général (u,) converge.
e a > 1 la série de terme général (u,) diverge.

Exemple. La série de terme général n!/n" converge
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5.2.1 Séries absolument convergentes

Définition. Une série numérique de terme général (u,,) est dite absolument convergente si la série de
terme général (|u,|) est convergente.

Soit (u,,) une suite d’éléments dans un espace vectoriel normé (E, || ||). On dit que la série de terme
général (u,) est absolument convergente si la série de terme général (||u,||) est convergente.

Théoréme. Toute série absolument convergente de nombres réels est convergente.
Plus généralement, toute série absolument convergente dans un espace de Banach est convergente.

5.2.2 Produit de Cauchy

Soit E un espace de Banach, et soient (u,) € K" et (v,) € EY deux suites. Pour n € N, posons

w, = Zukvn,k. La suite (w,) s’appelle le produit de Cauchy des suites (u,) et (vy,).
k=0

Commencons par un résultat préliminaire.

Proposition. Soit E un espace de Banach, et soient (u,) € K" et (v,) € EV deuz suites. Notons (wy,)
leur produit de Cauchy.

a) On suppose que la série de terme général (u,) est absolument convergente et que la suite (v,)
oo

converge vers v € E. Alors la suite (w,,) converge vers (Zun>v.
n=0
b) On suppose que que la suite (u,) converge vers u € R et que la série de terme général (v,) est

o0

absolument convergente. Alors la suite (w,) converge vers u(Zvn>
n=0

Démonstration. Nous démontrons (a). La démonstration de (b) est identique.

Comme la suite (v,,) converge, elle est bornée. Posons My = sup ||v, ||. Remarquons que, puisque v,, — v,
[e.e]

on a encore ||v|| < My (par continuité de la norme). Posons aussi M; = Z |up|. Silun de ces nombres
n=0
est nul, w,, = 0 pour tout n et le résultat est clair...
+oo
Soit € > 0. Il existe ng € N tel que l'on ait Z lug| < W Il existe n; € N tel que, pour n > n; on
k=ng
it o, —oll < 537
ait [|v, — v
! 3M;
Soit n € N tel que n > ng + ny. Ecrivons
o] no—1 n +oo
(Zuk>7) —w, = Z up(v — vy ) + Z up(v — vy ) + Z UK.
= k=0 k=ng k=n-+1
Puisque n — ng = ny, pour tout £ < ny on allv — v, k|| < W donc
no—1 no—1 -
| Y wlv—vn)| <3 Z e < 5

k=0
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De plus, on a

n +00 n +o00 +00
H Z ur(v — vy_g) + Z upv|| < Z 2| ug| Mo + Z |uk| Moy < 2 Z lug| < 2

k=ng k=n+1 k=ng k=n+1 k=ng

II vient H (ZW)U — wy,

k=0

<e. L

Théoréme : Produit de Cauchy de séries absolument convergentes. Soient E un espace de

Banach (u,) € KN et (vn) € EN deuz séries convergentes. Posons w,, = Z UpVp—k -

a) Si l'une des séries (u,) ou (v,) est absolument convergente, la série de terme général (w,) est

convergente et 'on a (Z un)(z Up) = (Z Wy,).

b) Siles deux séries (uy) et (vy,) est absolument convergente, la série de terme général (w,) est
absolument convergente.

Démonstration. a) Supposons que la série de terme général (u,) est absolument convergente -
n

I’autre cas est analogue. Posons V,, = g vk. Remarquons que l'on a

k=0
n n—k n
Su= 3w () = St
k=0 =0 k=0
n o0 o]
Or, la suite (Z ukVn_k> converge vers (Z un> (Z vn> d’aprés la proposition ci-dessus.
n
k=0 n=0 n=0

n
b) On a |wy,| < Z |ug]||vn—k||. Comme la séries de terme général (Jug|) et la série de terme

k=0
n

général (||vg||) sont absolument convergentes, leur produit de Cauchy (Z |uk|||vn_k||> est
neN

k=0
une série convergente (d’aprés (a)). Donc la série de terme général (||w,||) est convergente. [
[
= " "ok
Exemple. Pour x € R, on a e* = Z — (par la formule de Taylor Lagrange on a e* — <Z —) =
“— nl pr k!

n "n

R,(x) = e/ — avec un y dans [0, 2] ; done |R,(z)] < “——el*! donc R, (z) — 0).
n!

[o¢]
2"
Pour z € C, on pose alors e* E —. Remarquons que cette série est absolument convergente.
n!
n=0

n

" T
Soient x,y € C. Posons u,, = — et vy = —. Le produit de Cauchy de (u,,) et (v,) est donné par
n! n!

o= S G s (1) =
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On a donc e*1Y = e%e? d’aprés le théoréme ci-dessus..
Soit y € R. En utilisant encore le reste de Taylor Lagrange, on établit I'égalité e = cosy + isiny.

Donc, pour z,y € R, on a e*t¥ = ¢” cosy + ie* siny.

Remarque. Soient (u,) et (v,) deux séries convergentes et soit (w,,) leur produit de Cauchy. Si (u,
ou (v,,) est absolument convergente, on a vu que la série (w,) est convergente et I’on a (Z un)(z Up) =

(Z wy,). Cela n’est plus vrai sans hypothése d’absolue convergence cf. exerc. |5.12|

5.2.3 Séries semi-convergentes

Critére spécial des séries alternées. Soit (u,) une suite décroissante de nombres réels telle
que lim(u,) = 0. Alors la série de terme général ((—1)"u,) est convergente.

Exemples. a) Pour a > 0, la série de terme général (—1)"(n + 1)™* converge.

| ATTENTION: | Ne pas oublier I'hypothése (u,) décroissante :

b) La série (w,) définie par w, = 1/(n + 1) pour n pair et w, = —1/(2n) pour n impair diverge
(on a wey, + wapr1 = 1/(4n + 2) qui est une série a termes positifs divergente.

c¢) Plus caché : posons u,, = In(1 + (—1)"n"*) (o € RY) converge absolument pour o > 1 (critére
n%u,); pour 0 < a < 1, al’aide d'un développement limité de In(1+x), on trouve que (—1)"n"*—
U, ~n"2%/2 - qui est positif. On en déduit que (u,) est semi-convergente pour 1/2 < o < 1 et

divergente pour 0 < o < 1/2.

Généralisation : régle d’Abel. Soit E un espace de Banach. Soient (u,) une suite décroissante

de nombres réels telle que lim(u,) = 0 et (v,) une suite dans E telle que la suite s, = ka de ses
k=0

somme partielles soit bornée. Alors la série de terme général (u,v,) est convergente.

Démonstration. On écrit v, = S — Sp_1, puis

n n n—1 n—1
E RV = E Uk Sk — E U150 = UpSy — ULSo + E (ke — Upg1) Sk
k=1 k=1 =0 k=1

Cette suite converge car
o (u,) — 0 et (s,) est bornée, donc (u,s,) — 0;
n

e 0on a E U — Ugy1 = Up — Upy1, done la série de terme général (uy — ugi1) est convergente et

k=0
puisqu’elle est a termes positifs, elle est absolument convergente ;

e on en déduit que la série de terme général ((uy — ugi1)Sk) est absolument convergente donc
n—1

convergente, ce qui veut exactement dire que la suite n — E (up — ugy1)Sk est convergente. [J
k=1

]

Remarquons que d’aprés cette démonstration il suffit de supposer que (u,) — 0 et que la série de terme général
(upn, — Uup41) est absolument convergente.
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1— ei(n+1)9
1— e

in@)

n
Exemple. Si 0 & 277, la suite Z et = est bornée, donc si (u,,) est une suite décroissante

k=0
de limite nulle, la série de terme général (u,e™") est convergente. Prenant les parties réelle et imaginaire,
on en déduit que les séries de terme général (u, cosn#) et (u, sinnf) sont convergentes.

5.3 Exercices

5.1 | Exercice, Démontrer que les séries suivantes convergent et calculer leur somme.

5nd —6n2+n+4
L Z nl )

n=>0

2. = 2).

;nn—i-l (n+p) (pour p > 2)

1
nn+1)...(n+p—1)

Indication : Poser v, = , et calculer v, — v,11.

3. Méme question pour arctan ——-
b P ; n?+n+1

Indication : Calculer arctan(n + 1) — arctan(n).

5.2 [Exercicel Séries de Bertrand

< dt
1. Démontrer que / Y converge <= ((a>1)ou ((e=1) et (5> 1))).
e « n
1
2. En déd 1 ture de 1 —
n déduire la nature de la série : Z )

JRVATIN

5.3 | Exercice. (Formule de Wallis-Stirling) Démontrer qu’il existe K € R tel que n! ~
en

l'aide des intégrales de Wallis (exerc. , démontrer que I'on a K = V2.

5.4 Soient (uy,) et (v,) deux suites & termes positifs. On suppose que u, ~ v,,.

1. On suppose que la série de terme général (u,) converge. Démontrer que les restes des séries de
terme général (u,) et (v,) sont équivalents.

2. On suppose que la série de terme général (u,,) diverge. Démontrer que les sommes partielles des
séries de terme général (u,) et (v,) sont équivalents.

3. Comparer avec le théoréme de Cesaro.

un—f—l

5.5 [Exercicel 1. Soient (u,) une suite & termes strictement positifs et ¢ € R, tels que —q

n
—+00

a) On suppose que g < 1. Démontrer que Zuk ~ 7 .
—q
k=n

Unp

qUn
g—1

n
b) On suppose que g > 1. Démontrer que Zuk ~

k=0
/
2. Soit f: Ry — R’ une fonction de classe C'. On suppose que = a une limite a € R.

f
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fln+1)
f(n)
b) On suppose que « # 0. Discuter suivant la valeur de « la convergence de la série de terme
général (f(n)). Trouver un équivalent simple du reste dans le cas convergent et de la somme
partielle dans le cas divergent.

a) Démontrer que la suite ( ) a une limite que 'on calculera.

+00 oo
c) On suppose que o = 0. Démontrer que I'intégrale f(t)dt et la série Z f(n) sont de
0 n=0

n

+o00 +oo n
méme nature et que f(t)dt ~ Z f (k) dans le cas ou elles convergent et de / f(t)dt ~
k=n 0

Z f(k) dans le cas ou elles divergent.
k=0

5.6 [Exercicel 1. (Regle de Raabe-Duhamel) Soient o € R et (u,) une suite de nombres réels

5.7

Un+1

o!
strictement positifs telle que = (1——+w,) ou la série de terme général w,, est absolument
n

n
convergente. Démontrer que la suite (n%u,), est convergente vers un nombre réel strictement
positif.
Un+1

. Etudier la convergence de la série dont le terme général est définie par : uy = 1 et Vn € N, =

Uy,
n—a
ot a,b € R\ N. Calculer sa somme lorsqu’elle converge.

Exercicel Soit f : [0, +00[— R une fonction décroissante (et continue([l)) telle que tliin f(t)=0.
—400

n+1
Démontrer que la série de terme général f(n) — / f(t)dt converge.

5.8 [Exercicel 1. Démontrer que la suite (S,),>1 définie par S, = Z 1/k — Inn converge. On
k=1

note 7 sa limite (cette limite est la constante d’Euler).

. Donner un équivalent de v — .5,,.

n

. En déduire des développements limités « & deux termes » des sommes partielles de Z(l /2k) et

k=1

de i 1/(2k —1).

too Nk
. Calculer Z ﬂ

~k+1
1)k
. On construit une suite (v,) en alternant un terme positif de la suite %, avec deux termes
cgatifs : f 11 t t ! Dé t 1
négatifs : formellement vg, = ——, v = — et v = — - Démontrer que la
& 8k = op 110 Usk+l ik 12 3k+2 ik 14 q
+oo

série de terme général (v,,) converge et calculer g Vg
k=0

7.

.. afin d’avoir le droit de 'intégrer, méme avec 'intégration du programme...
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(=DF

, avec ¢ termes négatifs (avec
. q gatifs (avec p

6. Méme question si on alterne p termes positifs de la suite

et ¢ entiers strictement positifs).
k

kE+1

7. Soit x € R. Trouver une facon de réarranger la série afin qu’elle converge vers x.

5.9 On cherche a approcher la constante d’Euler . On veut en calculer 16 décimales

(comme Euler - en 1735) ou plus. On pose S, = — —Ilnnetuy = - —1In de sorte que

k
k k kE—1
k=1
+o00
vy—5S,= Z Uy
k=n+1

1. A partir d’a peu prés quel n a-t-on |y — S,| < 107167

2. Calculer une primitive F' (sur R ) de la fonction t — m
3. En déduire un calcul accéléré de ~.

5.10 [Exercicel 1. Soient (u,) une série & termes positifs et o une permutation de N. Démontrer

—+00 —+00

que les séries de terme général (u,) et (uq(n)) sont de méme nature et que I'on a Z Ug(n) = Z Uy,
n=0 n=0

2. Soit (u,,) une série absolument convergente de nombres réels. Démontrer que, pour toute permu-
“+o0 +00

tation o de N, la série de terme général (u,(,)) converge absolument et on a Z Ug(n) = Z Up.
n=0 n=0

5.11 Soit (u,,) une série semi-convergente de nombres réels. Posons I, = {k € N; w; > 0}
et I =N\I; ={keN; u, <0}.

1. Démontrer que 'on a Z up = +00 et Z U, = —00.
kel kel_
Soit x € R. On définit une application o : N — N par récurrence; on procéde de la maniére

n—1
suivante : si > 0, on pose ¢(0) = inf I ; sinon, ¢(0) = inf7_. Si z — Zu"(k) > 0, on pose

k=0
o(n) =1inf(I; \ {o(k); k <n}); sinon on pose o(n) = inf(I_\ {o(k); k < n}).
—+00
2. Démontrer que o est bijective et que Z Ug(k) = T.
k=0

5.12 Produit de Cauchy de séries semi-convergentes.
(=" (=D"

Pour n € N*, on pose u,, = et v, = .
n+1

vn+1

1. Démontrer que le produit de Cauchy de la série de terme général (u,) par elle méme est une
série divergente.

2. Démontrer que le produit de Cauchy de la série de terme général (v,) par elle méme est une
série convergente.

5.13 Soient E, F, G des espaces de Banach.
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1. Soient (R, )nen une suite d’applications linéaires continues de E dans F' et (S,)nen une suite

n
d’applications linéaires continues de F' dans G. Pour n € N, posons T,, = ZSk o R,k €
k=0

L(E,G). On suppose que les séries ZRn et ZS” convergent absolument. Démontrer que

+o00o +o0 +oo
ZT” converge absolument et que l'on a Z T, = (Z Sn> o (Z Rn>.
n=0 n=0 n=0

2. Soient S, T € L(E) tels que SoT =T o .S. Démontrer que exp(S + 7T') = exp(S) oexpT.
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6 Suites et séries de fonctions

Biblio pour ce chapitre: les classiques ([L°M, [L=F A, M Anal, RDO] efc. ). Une trés
bonne référence est [Dan]. (voir biblio. p. [219)

6.1 Suites de fonctions

On suppose donnée une suite (f,,) de fonctions définies dans un espace métrique X (souvent un in-
tervalle) & valeurs dans un espace métrique Y (souvent R). On suppose que pour tout = € X la suite
(fn(x)) converge vers un élément f(z) € Y. On veut étudier f.

Définition. Soient X un ensemble, (Y, d) un espace métrique et (f,,)nen une suite de fonctions de X
dans Y.

a) La suite de fonctions (f,,) est dite simplement convergente si pour tout z € X, la suite (f,(x))
est convergente.

b) La suite de fonctions (f,) est dite uniformément convergente vers une fonction f: X — Y si
pour tout € > 0, il existe ng tel que, pour tout x € X et tout n > ng, on ait d(f(z), fu(z)) < e.

‘Proposition. Toute suite de fonctions uniformément convergente est simplement convergente. ‘

Si A C X, on dira que (f,) converge vers f uniformément sur A si pour tout € > 0, il existe ng tel que
pour tout = € A et tout n > ng on ait d(f(z), fu(x)) < e.

Théoréme d’interversion des limites. Soient X un espace métrique, A une partie de X, a € A et
(fn)nen une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans un espace métrique Y. On suppose que

a) chaque f, a une limite {,, en a ;

b) la suite £, est convergente ;

c) la suite de fonctions (f,) converge ’uniformément‘ vers une application f: A —Y.

Alors f admet une limite en a; on a lim f(x) = lim ¢,.
r—a

S1Y est complet, la condition @ résulte des deux autres.

Démonstration. Notons d la distance de Y et ¢ la limite de la suite (¢,). Soit € > 0. On doit démontrer
qu’il existe un voisinage V' de a dans X tel que l'on ait d(f(z),¢) < € pour tout z € ANV.

e Comme la suite (f,,) converge uniformément vers f, il existe ny € N tel que, pour tout n > ng
et tout z € A, on ait d(f,(z), f(z)) < &/3.

e Puisque ¢, — ¢, il existe n; € N tel que, pour tout n > ny, on ait d(¢,,¢) < /3.

e Choisissons un n € N tel que n > ng et n > ny. Puisque f,, admet la limite /,, en a, il existe un
voisinage V' de a dans X tel que l'on ait d(f,(x),¢,) < e/3 pour tout z € ANV.

Alors, pour x € VN A, on ad(f(x),0) <d(f(x), fo(z)) +d(fu(x), ) + d(l,, £) < 3e/3.

Passons a la deuxiéme assertion.

La condition (b) implique que, pour tout € > 0, il existe ny € N tel que, pour tout n > ng et tout
x € A on ait d(f,(x), f(z)) <e/2. Donc, si m > ng et n > ng, on a d(f,(x), fn(x)) < e. Si de plus (a)
est satisfaite, on en déduit (en faisant tendre = vers a) que, pour m,n = ng on a d(¢,,¢,,) < ¢, donc la
suite (¢,) est de Cauchy. Si Y est complet, (c) en résulte. O
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Corollaire. Une limite uniforme d’applications continues est continue.

Dans ce corollaire, il y a en fait deux énoncés :
Soient X, Y des espaces métriques et ( f,) une suite d’applications de X dans Y convergeant uniformé-
ment vers une application f: X — Y.

a) Soit a € X. Si toutes les f,, sont continues en a, alors f est continue en a.

b) Si toutes les f,, sont continues (sur X), alors f est continue.

Remarque. Soit (f,) une suite de fonctions continues en a € X convergeant simplement vers une
fonction f.

a) Il est clair que si (f,,) converge uniformément dans un voisinage de a, alors f est encore continue
en a.

b) Si (f,) converge uniformément sur les compacts de X, alors f est continue en a. C’est bien stir
clair si a posséde un voisinage compact (par exemple une boule fermée dans un espace normé
de dimension finie). Cela reste vrai dans un espace métrique quelconque.

En effet, par la caractérisation séquentielle de la continuité de f en a (page [22), il suffit de
démontrer que pour toute suite (zx) de points de X convergeant vers a, la suite (f(zy)) tend
vers f(a). Soit alors () une telle suite. L’ensemble K = {zy; k € N} U {a} est compact (cf.
exerc. [3.3] question [I). D’apres Phypothese, la suite (f,) converge uniformément vers f sur K.
Comme f, est continue en a, la restriction de f a K est continue (d’aprés le corollaire). Or
(xx) est une suite dans K qui converge vers a et, puisque la restriction de f & K est continue,

f(zx) — f(a).

¢) Si maintenant on suppose que les fonctions f, sont continues sur X et que l'on a encore une
convergence uniforme de (f,,) vers f sur les compacts de X, on déduit de b) que f est continue
en tout point de X, autrement dit f est continue. On peut utiliser directement la question [2| de
I'exercice |3.3]: Soit K un compact de X. La restriction de f a K est limite uniforme de fonctions
continues, elle est donc continue. D’apres la question [2[ de 'exercice f est continue.

Théoréme de dérivation. Soit I un intervalle, et soit (f,) une suite de fonctions définies sur I (a
valeurs dans K =R ou C ou un espace de Banach), dérivables sur I. On suppose que

a) la suite (f,) est simplement convergente (il suffit en fait qu’elle soit convergente en un point
del);

b) la suite (f]) des dérivées est ’ uniformément convergente.‘

Alors, la fonction t — lim f,(t) est dérivable et sa dérivée en t vaut lim f! (t).

Démonstration. Notons h la limite de la suite de fonctions (f)).

Soit b € I. Pour ¢ € I, posons g, (t) = Iult) = fu(b) sit#bet g,(b) = fl(b).

t—>
Soient t € [ et n,m € N. Sit # b, on a g,(t) — gn(t) = (Fn = fn)( 1_ éf fn)( ) Par I'inégalité des
accroissements finis, on a
192 (1) = gm ()] < fo = Fralloo < fo = Plloc + 1 = frulloo- (1)

Bien sir, cela reste vrai pour ¢ = b. Comme (f,) tend vers h uniformément, on en déduit que la suite
(gn(t)) est de Cauchy, donc converge vers un nombre g(t).
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En particulier, puisque f,(t) = (t — b)gn(t) + (b — a)gn(a) + fn(a), on en déduit que la suite (f,(t))
converge vers un nombre f(t). Cela prouve (a).

Soit b € I. Comme, pour t # b on a g,(t) = M f(ti - Z(b)

g(b) = h(b). Enfin, fixant n et faisant tendre m a l'infini dans I'inégalité (1), il vient |g,(t) — g(t)| <
| /1. — h||« ; cela étant vrai pour tout ¢, on en déduit que la suite (g,) converge uniformément. Il s’ensuit
que g est continue en b, i.e. que f est dérivable en b et f'(b) = h(b). O

il vient g(t) = et, bien str,

Rappelons pour étre complets le :

Théoréme de convergence dominée. Soit I un intervalle réel et soit (f,) une suite de fonctions
définies sur I a valeurs réelles ou complezes (ou a valeurs dans un espace de Banach E ). On suppose
que

a) pour tout n € N, la fonction f, est continue par morceauz ;

b) la suite (f,) converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I ;

c) ‘hypothése de domination‘ il existe une fonction g : I — R intégrable telle que, pour tout
n €N et tout x € I on ait ||f.(x)] < g(z).

Alors f est intégrable sur I et on a /f(t) dt = lim [ f,(t)dt.
I I

n—o0

On en déduit, comme ci-dessus un théoréme de continuité et un théoréme de dérivabilité pour des
fonctions définies par une intégrale.

Théoréme. Soient X un espace métrique, J C R un intervalle, E un espace de Banach et soit
f: X xJ— E une application.

Théoréme de continuité. On suppose que
a) pour tout x € X, Uapplication t — f(x,t) est continue par morceaus ;

b) pour tout t € J, la fonction x — f(x,t) est continue en un point xqg € X (resp. continue
sur X );

c) ’hypothése de domination‘ sl existe g - J — Ry intégrable telle que, pour tout (z,t) € X xXJ
on ait || f(z,t)|| < g(t).

Alors Uapplication x +— / f(x, t)dt est continue en xy (resp. continue sur X ).
J

Théoréme de dérivation. On suppose que X est un intervalle de R et

a) pour tout x € X, lapplication t — f(x,t) est continue par morceaux et l'intégrale
/f(x,t) dt converge ;
J

b) pour tout t € J, la fonction x — f(x,t) est dérivable sur X ;

c) ’hypothése de domination‘ sl existe g+ J — Ry intégrable telle que, pour tout (z,t) € X xXJ

on ait H%(w,t)“ < g(t).
of

o (x,t)dt.

Alors Uapplication F : x +— /f(x,t) dt est dérivable et l'on a F'(x) =
J
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6.2 Séries de fonctions
6.2.1 Les principaux théorémes

On suppose donnée une suite (u,,) de fonctions définies dans un espace métrique X (souvent un inter-
valle) & valeurs dans K = R ou C ou dans un espace de Banach E. On suppose que pour tout x € X,

+oo
la série de terme général (u,(x)),en est convergente. On pose S(z) = Zun(x) Le but est d’étudier
n=0

S : continuité, dérivabilité, limites...

Définition. Soient X un ensemble et (u,),en une suite de fonctions de X a valeurs dans K (ou dans
un espace vectoriel normé F).

a) La série de fonctions de terme général (u,) est dite simplement convergente si pour tout z € X
la série de terme général (u,(x)) est convergente.

b) La série de fonctions de terme général (u,,) est dite absolument convergente si pour tout x € X
la série de terme général (u,(x)) est absolument convergente.

c) La série de fonctions de terme général (u,,) est dite uniformément convergente (de somme S)
si pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout x € X et tout n > ngy on ait

‘S(az) — Xn:uk(a:)‘ <e.

d) On dit que la série de fonctions de terme général (u,) est normalement convergente s'il existe
une série convergente b, telle que Vn € N (assez grand) et tout x € X on ait |u,(z)| < b,.

Proposition. Toute série de fonctions uniformément convergente est simplement convergente. Toute
série de fonctions normalement convergente a valeurs dans un espace de Banach est uniformément
convergente.

Théoréme (d’interversion des limites). Soit X un espace métrique, soit A une partie de X et soit
a € A. Soit (up)nen une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans K (ou dans un espace de
Banach). Supposons que

a) chaque u, a une limite £,, en a ;

b) la série de fonctions (u,) est ’ uniformément convergente | de somme S.

Alors la série de terme général (£,) est convergente, S admet une limite en a et on a lim S(x) = Z ly.
Tr—a

Théoréme (de continuité de la somme d’une série). Soient X un espace métrique et (u,)nen une
suite de fonctions de X a valeurs dans K (ou dans un espace vectoriel normé F ). On suppose que

a) chaque u, est continue en un point x € X (resp. continue sur X);

b) la série de fonctions de terme général (u,) est ’ uniformément convergente ‘

Alors Zun est continue en v € X (resp. continue sur X ).
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Théoréme (de dérivation). Soit I un intervalle, (u,) une suite de fonctions définies sur I, dérivables
sur I. On suppose que

a) la série de fonctions de terme général (u,) est convergente (il suffit en fait qu’elle soit conver-
gente en un point de I);

b) la série de fonctions de terme général (u),) est ’ uniformément convergente ‘

Alors la fonction t — Z un(t) est dérivable et sa dérivée en t vaut Z ul (t).

n

Rappelons aussi le :

Théoréme (Intégration terme a terme). Soit (u,) une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes
(ou a valeurs dans un espace de Banach E). On suppose que :

a) pour tout n € N, la fonction u, est continue par morceauz;

b) la série g u, converge simplement vers une fonction S continue par morceaux sur I ;

+oo
c) la série Z / ||un(t)|| dt converge (en particulier, /||un(t)|| dt < 400 pour tout n € N).
n=0 "1 1

Alors S est intégrable sur I et on a /S(t) dt = Z /un(t) dt.
I —J1

6.2.2 Séries entiéres

Une série entiére est une série de fonctions E u,, ol les u,, sont des fonctions z — a,x" définies sur K
(avec a, € K - ou dans un espace de Banach).

Remarque. Soit (a,) une suite de nombres complexes. Soient 2,y € C avec |z| < |y|. Si la suite (a,y")
est bornée la série de terme général (a,z") est (absolument) convergente.

Définition. On a donc sup{r € R;;|a,|r" borné} = sup{r € R+;Z |a,|r" < +oo}. Ce nombre

n

(€ [0, +oc]) s'appelle le rayon de convergence de la série entiére Z anx".

Soit R le rayon de convergence de la série entiére E a,z". Pour r < R la série entiére converge
normalement sur {z € C; |z| < r}. Pour |z| > R la suite (a,z") n’est pas bornée. On appelle disque
ouvert de convergence 'ensemble {z € C; |z| < R}.

Soit E a,x" une série entiere. On appelle série dérivée la série entiére E na,x™ L.
n=0 n>1

Proposition. La série dérivée E na,x" ' a méme rayon de convergence que la série 5 ap,x"”.

n>1 n=0

01 a, T une serie entiere de rayomn de convergence . Fourt € |— s , posons = anpt .
Soit " or tiére d d R. P t R R S(t t"
n=0 n=0

S(”)(O) '

Pour n € N, on a a, = '
n!
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Théoréme. La somme d’une série entiére est de classe C™ sur le disque ouvert de convergence.

Proposition. Soit Zanx" une série entiére de rayon de convergence R €]0,400]. Notons D =

n=0
{z € C; |z| < R} le disque ouvert de convergence. Pour z € D, posons S(z) = Zanz” et T(z) =
n>0
S(z) — S
Znanz”_l. Pour zy € D on a lim M = T(zp).
o2 2 — 2

n=>1

Définition. Soit U un ouvert de R (resp. de C) et f: U — K (resp. f : U — C) une fonction.
Soit a € U et r € R} U{+o00}. On dit que f est développable en série entiere en a sur B(a,r) = {2z €
R; |z—a| <} (resp. B(a,r) ={z € C; |z—a| <r}),si B(a,r) C U et, s'il existe une une série enticre

“+o0o
Z a,t™ de rayon de convergence > r tels que, pour tout x € B(a,r) on ait f(z) = Z an(x —a)".
n=0

On dit que f est analytique (sur U), si pour tout a € U, il existe r > 0 tel que f soit développable
en série entiére en a sur B(a,r).

f"(a)
n!

Remarquons que, dans cette définition, les a,, sont déterminées par f : on a a, =

La somme d’une série entiére est analytique sur son intervalle (resp. disque) de convergence : Si f est
la somme de la série entiére Z a,x™ de rayon de convergence R > 0, alors, pour tout b € R (resp. C)

() (p
f |( )y” ( est > R — |b| et, pour tout
n!

Xy
z €R (ouC) tel que |x —b| < R—|b|, on a f(x) = Z pr(a: — b)" (voir exerc. .
n=0 ’

tel que |b| < R, le rayon de convergence de la série entiére Z

6.3 Exercices

6.1 Soient a,b € R avec a < b.

1. Soient k € Ry et (f,) une suite de fonctions k-lipschitziennes de [a,b] dans R. On suppose que
(fn) converge simplement vers une fonction f. Démontrer que f est k-lipschitzienne et que la
convergence est uniforme.

2. Soit(f,,) une suite de fonctions convexes de |a, b[ dans R. On suppose que (f,) converge simple-
ment vers une fonction f. Démontrer que f est convexe et que la convergence est uniforme sur
tout compact de ]a, b[. Est-elle uniforme sur ]a, b[?

6.2 Premier Théoréeme de Dini. Soient X un espace métrique compact et (f,)neny une
suite d’applications continues de X dans R. On suppose que pour tout € X, la suite n — f,(z) est
croissante, qu’elle converge vers un nombre réel f(z) et que application f est continue. Démontrer
que la suite (f,,) converge uniformément vers f.

6.3 [ Exercicel Deuzieme Théoréme de Dini. Soit (f,)nen une suite d’applications croissantes de [0, 1]
dans R. On suppose que pour tout = € [0, 1], la suite n — f,(x) converge vers un nombre réel f(x) et
que l'application f est continue. Démontrer que la suite (f,,) converge uniformément vers f.

8. si on se place dans C, cette dérivée s’entend comme la dérivée « formelle » de la série entiére f
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6.4 Theoreme de WeierstrafS. Pour f € C([0,1];K), et n € N, notons B, (f) la fonction
polynomiale = + g <k> f<ﬁ>xk(1 —z)"" ou les (Z) sont les coefficients binomiaux ((Z) =

n
n!
El(n —k)! )
1. Calculer la fonction B, (f) dans les trois cas suivants :
a) f est constante;

k(n n—1
= - ili la fi le — = ;
b) f(z) =« - on utilisera la formule n(k) (k—l)’

. k(n—k) (n n—2
c) f(z) =2(1 —z) - on utilisera la formule Py p—Y (k:) = (k; B 1).
2. On suppose que f(z) = az® + bx + ¢ oit a, b, ¢ sont des constantes. Montrer que pour n > 1, on
a (By(f) = f)(z) = ax(1 — z)/n.
3. Soient f € C([0,1];R) et € > 0. Montrer qu’il existe K € R, tel que, pour tout z,y € [0, 1], on
ait | f(x) — f(y)| <5+K(5E—y)2
4. On fixe f,e et K comme dans (3)). Soit y € [0, 1]. Notons g, et h, les fonctions x — f(y ) —c—

K(x—y)letaz fly )—l—e—l—K(:z:—y) Montrer que pourtoutneN on a By(gy) < Bu(f) <
B, (hy). En déduire que, pour tout n > 1, on a |f(y) — B.(f)(y)| < e+ Ky(1 —y)/n.

5. Montrer que pour tout f € C([0,1];K), la suite de fonctions polynomiales (Bn( f)) converge
uniformément vers f.

6.5 Théoreme de Stone- Weierstraf.

1. Démontrer que toute fonction continue périodique est uniformément continue sur R.

Pour n € N, notons D,, : R — R lapplication définie par D, (t) = 1 + 2 Z cos kt (la fonction

k=1
D,, est appelée noyau de Dirichlet).
2n
2. Démontrer que pour tout t € R, on a D2(t) = 2n + 1 + Z 2(2n + 1 — k) cos(kt).
k=1

On pose F,(t) = (2n + 1)"'D2(t) (la fonction F, est appelée noyau de Fejer).

3. Montrer que pour tout n € N, on a (27?)_1/ F.(t)dt =1 et que
1 [ 2n
— E,(t tdt = .
21 ), (t) cos 2n +1

Soit a,, €]0,7[ tel que 1 — cosay, = (2n +1)7Y/2.

2T —Oup,
4. Montrer que —/ E,(t)dt < (2n+1)"12
1 s
Soit f € C(R;K) continue, périodique de période 2m. Posons f,(t) = 2—/ F.(t—s)f(s)ds.
™ —T
5. Montrer que f,, est un polynéme trigonométrique.
6. Soit € > 0 et n € N; on suppose que pour tout s,t € R tels que |s—t| < ay,, ona|f(t)—f(s)| < e.

Montrer que pour tout t € R, on a |f,(t) — f(t)] < e +2(2n+ 1)"2sup{|f(s)|; s € [0,27]}.

7. Montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers f.
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6.6 . Notons D le disque {\ € C;|\| < 1}. Pour ¥ € N, k > 1, on note 2* € C(D;C)
application A — A*: on note aussi 2° € C(D;C) I'application A — 1. Notons A C C(D;C) I'ensemble
des fonctions polynomiales, c¢’est-a-dire le sous-espace vectoriel de C(D;C) engendré par {z*;k € N}.

1. Montrer que A est une sous-algébre de C(D;C).

o

2. Montrer que l'application ¢ : f (1/27r)/ f(e“) dt est continue de C(D;C) muni de la
topologie de la convergence uniforme, dans (Cf)

3. Montrer que pour tout k € N, k > 1, on a ¢(2*) = 0. En déduire que pour tout f € A, on a
e(f) = 1(0).

4. Montrer que A n’est pas dense dans C(D;C).

6.7 . Fonctions réglées. Soient a,b € R avec a < b. On dit qu’'une fonction f : [a,b] — R est
réglée si elle est la limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier.

1. a) Montrer qu’'une fonction en escalier a une limite a droite en tout point de [a, b et une limite
a gauche en tout point de ]a, b].

b) Montrer quune fonction réglée a une limite a droite en tout point de [a, b] et une limite &
gauche en tout point de |a, b].

2. Démontrer que toute fonction continue est réglée.
3. Démontrer que toute fonction monotone est réglée.

4. Soit f : [a,b] — R une fonction. On suppose que f admet une limite & droite (notée g(z)) en
tout point x de [a, b et une limite & gauche (notée h(z)) en tout point x de |a, b].

a) Soient x € [a,b] et € > 0. Montrer qu’il existe un intervalle J, contenant x et ouvert dans
la, b] tel que, pour tout y € J,, on ait :
siy <z, alors |f(y) — h(z)| <e;siy >z, alors |f(y) — g(z)| < e.

b) Soit £ > 0. Démontrer qu’il existe n € N tel que, pour tout segment de longueur < (b—a)/n
contenu dans J, il existe une fonction en escalier 6 : J — R telle que, pour tout x € J, on

ait |0(z) — f(x)| < e.

c) Montrer que f est réglée.

6.8 Sur la fonction zéta de Riemann.

1. Soit s € C tel que Re(s) > 1. Démontrer que la série de terme général (n™*) converge.
+oo
Pour s € C tel que Re(s) > 1, on pose ((s) = Zn’s.
n=1

2. Démontrer que la fonction ¢ est continue sur {s € C; Re(s) > 1}.
3. Démontrer que ((s) a une limite lorsque Re(s) — +o0.

4. Démontrer que (la restriction a U'intervalle |1, +oo[ de) la fonction (¢ est de classe C*°.
1
5. Démontrer que 'on a un développement asymptotique ((s) = -1 + v+ o(1) lorsque s — 1"
S R

(o1 v est la constante d’Euler).

6.9 [ Exercicel Démontrer que la somme d’une série entiére est analytique sur son disque de conver-
gence. Plus précisément, soit Z a,z" est une série entiére de rayon de convergence R ; posons f(z) =
+oo
Z a,z"; pour |zp| < R, il existe une série entiére Z biz" de rayon de convergence non nul telle que
n=0

+o0
lon ait f(z) = Z bi(z — 20)" pour |z — 2| assez petit.
k=0
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6.10 [Exercicel 1. Démontrer que, pour tout n € N, I'application f, : (z,y) — (z + iy)" de R?
dans C est de classe C™ et calculer ses dérivées partielles de tout ordre.

2. Soit Zanz" une série entiére de rayon de convergence R € ]0,400|, avec a, € C. Démontrer

n=>0
+oo

que la fonction ¢ : (z,y) — Zan(x + dy)" deéfinie dans le disque ouvert Dgp = {(z,y) €

n=0

R?: /22 + 42 < R} est de classe C*™ et calculer ses dérivées partielles de tout ordre.

6.11 Soient a € RY et k € N*. Soit f : ]—a, a] — R une fonction de classe C*°. On suppose

que f*) soit développable en série entiére en 0 sur |—a, al. Démontrer que f est développable en série
entiére en 0 sur |—a, al.

6.12 Théoréme de Bernstein. Soient a > 0 et f : ]—a,a[ — R une fonction de classe C*°.
On suppose que pour tout k € N et tout = € |—a, af, on a f@(z) > 0.

1. Pour z € |—a,al, posons F(z) = f(z)+ f(—z); pour n € N, notons R, le reste de la série de
n 2k
: _ _ (2k)
Taylor de F : Ronyq(z) = F(x) ; (%)!F (0).
a) Démontrer que, pour tout x € |—a,a[, on a 0 < Ropy1(x) < F(x).
—1

b) Soient ¢,z,y € Ry tels que 0 < t < z < y < a. Démontrer que l'on a L ; < L

Y- )

. 2n+1
c) Etablir I'inégalité Ro,i1(z) < <§> Ry,11(y) a l'aide d’une formule de Taylor avec reste
Yy

intégrale. En déduire que 'on a lim Ry, 1(x) = 0 et que F est développable en série entiére
n—oo

(en 0) sur |—a, al.

nok
2. Pour z € |—a,a[ et n € N posons r,(z) = f(z) — Z %f(k)(O). Soit x € |—a, al.
k=0
a) Démontrer que pour tout n € N on a r9,11(z) = 0 et ropy1(x) + rop41(—2) = Ropi1(2).
2n
b) Démontrer que % £®M(0) tend vers 0 quand n tend vers Dinfini.
n)!

c) En déduire que nhjEO rn(x) =0 et que f est développable en série entiére (en 0) sur |—a, al;
3. Applications. Démontrer que les applications suivantes sont développables en série entiére en O :

a) Pour « € R, x — (1 + )% sur |—1, 1].

b) z — tanz sur |—m/2,7/2[.

6.13 On note a, le nombre de parenthésages sur un composé de n éléments d’un ensemble
E muni d’une loi interne (nombres de Catalan). On convient de poser a; = 1.

n—1
1. Montrer que pour tout n > 2 on a a,, = E ara,_k (avec la convention a; = ay = 1).
k=1
+oo
2. Considérons la série entiére E a,x". On suppose que son rayon de convergence R est strictement
n=1

positif. On note S sa somme. Montrer que pour tout € |—R, R[, on a S(z)* — S(z) +2 = 0.
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3. Trouver une fonction 7' développable en série entiére sur un intervalle I = |—R, R| qui vérifie

6.14

S(z)? — S(x) + 2 = 0 pour tout = € I et T(0) = 0; la développer en série entiére et en déduire
la valeur de a,,.

—+o00
Exercicel On considére la série entiére g z
n=0

on

. Vérifier que le rayon de convergence de cette série est 1.

+o00
Pour z € C, |z] < 1, on pose f(z) = Zan.

n=0

2. Démontrer que f(t) — 400 lorsque t est réel et tend vers 1 (par valeurs inférieures).

6.15

. Soit u € C tel que u*" = 1 pour un m € N. Démontrer que |f(ut)| tend vers 4oo lorsque ¢ est

réel et tend vers 1 (par valeurs inférieures).

En déduire que pour tout u € C de module 1, la fonction f n’a pas de limite en u.

Exercicel Théoreme d’Abel. Soit E a,z" une série entiére de rayon de convergence 1. Pour
n=0

|z| <1, on pose f(z) = g a,z". On suppose aussi que la série E a, converge, et on note S sa somme.

1.

n=0 n=0
n

Posons S,, = E ag. Démontrer que, pour |z| < 1, la série de terme général (S,z") est conver-

k=0
gente et que l'on a f(x) = (1 —x) ZSnx” et f(z)—S=(1—ux) Z(S” —S)x".
n=0 n=0

Soit £ > 0. Démontrer qu'il existe alors Ny tel que pour tout = € [0, 1[ on ait

No

f(z) = S| < (1 =) D> (Su— S)a"| +ex™T.

n=0

Démontrer que lim f(t) = S. a
t—1_

(*) On considére un triangle 7' dans C ayant pour sommets 1 d’une
part et deux points de module strictement inférieur a 1 d’autre part.
Démontrer que lim f(z) = S.

z—1, zeT

70



7 Fonctions d’une variable réelle

7.1 Continuité

Pour ce chapitre les références classiques ([L M, L-F Al, M Anal, RDO] etc. ) (voir

biblio. p. [219)

7.1.1 Deéfinitions des limites et continuité

Définition. Soient A une partie de R, (X, d) un espace métrique (en général R ou peut-étre C...) et
soit f: A — X une application. Soient a € A et £ € X.

a) On dit que f admet la limite ¢ en a et on écrit ¢ = lim f(x) si pour tout € > 0, il existe a > 0
T—a
tel que, pour x € A, la condition |z — a| < « implique d(f(z),?) < e.
b) Sia € A, on dit que f est continue en a si f admet la limite f(a) en a.

c) Si f est continue en tout point de A on dit que f est continue sur A.

Définition (Limites a I'infini). Soient A une partie de R, (X, d) un espace métrique et soit f : A — X
une application. On suppose que A n’est pas majorée (resp. minorée).
Soit ¢ € X. On dit que f admet la limite ¢ en +oo (resp. en —o0) et on écrit £ = lim f(x) (resp.

T——+00

¢ = lim f(x) si pour tout € > 0, il existe m € R tel que pour x € A on ait

T—r—00

r>m=d(f(x),0) <e (respx<m=d(f(z),l)<e).

Définition (Limites & gauche, a droite). Soient A une partie de R et (X, d) un espace métrique, et
soit f: A — X une application. Soient a € R et £ € X.

a) On suppose que a € AN|—o0,al (resp. a € ANJa,+oo[). On dit que la fonction f admet la
limite & gauche (resp. a droite) £ en a, ou que f(z) tend vers ¢ quand z tend vers a par valeurs
inférieures (resp. supérieures) et on écrit £ = lim f(z) (resp. £ = lim f(z)) si pour € > 0,

T—a_ T—a4

il existe a > 0 tel que, pour z € A, la condition 0 < a —x < «a (resp. 0 < x —a < «)
implique d(f(x),¢) < e.

b) On dit que f est continue a gauche (resp. a droite) en asi a € A et f admet la limite & gauche
(resp. & droite) f(a) en a.

Remarquons que f est continue en a si et seulement si f est continue & gauche et a droite en a.

Afin de traiter en méme temps des limites en un point de R et en $o00, il est commode de définir
I’ensemble R comme R avec deux points supplémentaires notés —oo et 4o00.

71



7.1.2 Relations de comparaison entre fonctions

Définition (Prépondérance, négligeabilité, équivalence). Soit I un intervalle non réduit & un point
et soit £ un point de I ou une extrémité de I (éventuellement ¢ = +00). Soient f, g deux fonctions
définies sur I\ {¢} et a valeurs réelles. On suppose que ¢ ne s’annule pas au voisinage de £. On écrit :

a) f = 0(g) si la fonction x — /() est bornée au voisinage de /.
g(x)
b) f=o(g) si lin; % = 0. On dit alors que f est négligeable devant g au voisinage de £.
=t g\
o fle) . o . .
c) f~gsi hn}; ﬂ = 1. On dit alors que f est équivalente & g au voisinage de £.
=L g\

7.1.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme des valeurs intermédiaires. Soient a,b € R avec a < b et soit f : [a,b] — R une
application continue. Si x € R est un nombre compris entre f(a) et f(b), alors il existe ¢ € [a,b] tel

que f(c) = x.

Commentaire. Le théoréme des valeurs intermédiaires est un théoréeme d’existence. La méthode de
dichotomie permet d’exhiber (d’approcher) un point en lequel la valeur est atteinte. Selon le contexte,
on peut avoir d’autres méthodes plus rapides.

Rappelons qu’une partie I de R est un intervalle si pour tous z,y,z € Rtelsque x <y <z, siz el
et z € I alors y € I. Une facon équivalente d’énoncer ce théoreme est donc :

Théoréme des valeurs intermédiaires. L image d’un intervalle par une application continue est
un intervalle.

Théoréme de bijection. Soit f une application définie sur un intervalle et a valeurs réelles. Deux
parmi les énoncés ci-dessous impliquent le troisieme :

(i) f est continue;

(ii) f est injective et son image est un intervalle ;

(i) f est strictement monotone.

Démonstration. e Si f est continue, f(I) est un intervalle (théoréme des valeurs intermédiaires) ;
une fonction strictement monotone est injective : donc si (i) et (iii) sont satisfaites, il en va de
méme pour (ii).

e Si f est (strictement) monotone et f(I) est un intervalle, alors f est continue d’aprés le lemme
ci-dessous.

e Démontrons enfin que si f est continue et n’est pas strictement monotone, elle n’est pas injective.
Si f n’est pas strictement monotone, il existe a,b,c,d € I tels que a < b, ¢ < d et f(a) < f(b),
f(c) = f(d). Pour t € [0, 1], posons alors g(t) = f((1 —t)b+td) — f((1 —t)a +tc). L’application
g est continue (comme composée et somme de fonctions continues). On a g(0) = f(b) — f(a) > 0
et g(1) = f(d) — f(c) < 0. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires g s’annule : il existe
donc ty € [0,1] tel que g(tg) = 0. Il vient alors f(xg) = f(yo) avec g = (1 — tg)a + toc et
Yo = (1 —to)b+ tod. Or yo — xo = (1 — to)(b — a) + to(d — ¢) est dans 'intervalle d’extrémités
b—a et d— c: il est strictement positif. Donc yg # xg et f n’est pas injective. O]

72



Lemme. Soit A une partie de R et soit f : A — R une application monotone. Si f(A) est un
intervalle, alors f est continue.

Démonstration. Quitte & remplacer f par —f, on peut supposer que f est croissante. Soient = € A et
e > 0.

Remarquons que si J C R est un intervalle, alors f(ANJ) est un intervalle. En effet, soient a,b € AN.J
avec a < b et soit ¢ € R tel que (a) < ¢ < f(b). Alors il existe x € A tel que f(z) = c¢. Par croissance
de f,on ax € la,b], et donc x € AN J.

Supposons que x n’est pas la borne inférieure (resp. supérieure) de A. Comme l'image par f de AN
|—00, z] (resp. de AN [x,400]) est un intervalle dont le « max » (resp. le « min ») est f(x), il existe
y € A avecy <z (resp. < y) et f(y) > f(x) —e (resp. f(y) < f(z)+¢). Alors 'image par f de tout
t € A entre y et x, est comprise entre f(y) et f(z), donc |f(t) — f(z)| < |f(y) — f(z)| <e.

Cela prouve que f est continue a gauche (resp. a droite) en x. ]

Proposition. Soit f une application continue, strictement monotone définie sur un intervalle et a
valeurs réelles. L’application réciproque f~* définie sur lintervalle f(I) est strictement monotone de
meéme monotonie que f et continue.

7.1.4 Continuité sur un segment

Un segment est un intervalle fermé et borné : ¢’est donc un ensemble de la forme [a, b] ot a,b € R avec
a < b (ou l'ensemble vide).

Théoréme des extremums. Limage par une application continue (4 valeurs réelles) d’une partie
fermée et bornée de R est fermée et bornée. En particulier, si K C R est une partie fermée, bornée et
non vide et f : K — R est une application continue, alors f est bornée et atteint ses bornes.

Soient A une partie de R et (X, d) un espace métrique. Rappelons que f : I — X est dite uniformément
continue si pour tout € > 0 il existe a > 0 tels que, pour tous a,b € A satisfaisant |a — b| < «, on a

d(f(a), f(b)) <e.

Théoréme de Heine. Toute application continue d’un segment a valeurs dans un espace métrique
est uniformément continue.

Ce théoréme permet d’approcher uniformément toute fonction continue sur un segment :

Théoréme. Toute fonction continue sur un segment est limite uniforme
a) d’une suite de fonctions en escalier.

b) d’une suite de fonctions continues affines par morceauz.

Théoréme de Weierstrass. Toute fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une suite
de fonctions polynomiales.

Voir exercice [6.4] pour une démonstration.
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7.2 Dérivabilité

7.2.1 Deéfinitions et propriétés élémentaires

Définition. Soit I un intervalle non réduit & un point et soit a € I. Soit f : I — R une application.

f(x) — f(a)

P (définie sur I\ {a}) admet une limite

en a. Lorsque cette limite existe, on 'appelle la dérivée de f en a et on la note f'(a).
f(x) — f(a)
rT—a
dérivable 4 gauche (resp. a droite) en a, et cette limite & gauche (resp. a droite) est appelée dérivée

a gauche (resp. a droite) de f en a et est notée f;(a) (resp. fy(a)).
Si f est dérivable en tout point de I on dit que f est dérivable sur I.

On dit que f est dérivable en a si la fonction z —

Si la fonction x — admet une limite & gauche (resp. a droite) en a, on dit que f est

Si f est dérivable (en a), elle est continue (en a).

Proposition. a) Soit I un intervalle non réduit ¢ un point et soit a € I. Soient f et g deux
applications de I dans R. St f et g sont dérivables en a alors f + g et fg sont dérivables en a
et Uon a (f +g)'(a) = f'(a) + ¢'(a) et (fg)'(a) = f(a)g'(a) + f'(a)g(a).

b) Soient I et J deux intervalles non réduits a un point et soit a € I. Soient f : I — R et
g : J — R deux applications. On suppose que f(I) C J. Si f est dérivable en a et g est
dérivable en f(a), alors go f est dérivable en a et l'on a (go f)'(a) = ¢ (f(a))f (a).

c) Soient I et J deuz intervalles non réduits a un point et soit a € I. Soit f : I — J une
application bijective. On suppose que f~' est continue en f(a), que f est dérivable en a et que

f'(a) # 0. Alors f~1 est dérivable en f(a) et Uon a (f~1)'(f(a)) =

fi(a)

7.2.2 Théorémes des accroissements finis

Théoréme de Rolle. Soient a,b € R avec a < b et soit f : [a,b] — R une application. On suppose
que f est continue sur [a,b], dérivable sur]a,b| et f(a) = f(b). Alors il existe ¢ € ]a, b avec f'(c) = 0.

Théoréme des accroissements finis. Soient a,b € R avec a < b et f : [a,b] — R une application.
On suppose que [ est continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[. Alors il existe ¢ € |a,b[ avec f'(c) =
f(b) — fla)

b—a

Lorsque f est définie sur un intervalle mais a valeurs dans C (ou plus
généralement dans un espace vectoriel normé), on a encore une notion

1
(f(x) = f(a))), mais on n’a pas d’égalité des
—a

accroissements finis comme ci-dessus. Par contre, on a :

de dérivée (limite de

a C b

Inégalité des accroissements finis pour les fonctions vectorielles. Soient E' un espace vectoriel
normé, a,b € R avec a < b et soit f : [a,b] — E une application. On suppose que f est continue sur
[a,b], dérivable sur |a,b[. On suppose que lapplication x — || f'(z)|| est bornée sur ]a,b| et on pose
sup{||f'(z)|l; a <z <b} =M. Alors on a ||f(b) — f(a)|| < (b—a)M.
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Démonstration. Soient ¢ € Ja,b[ et € > 0. Posons K = {t € [a,b]; ||f(t)— f(c)]]| < (M +¢)[t—c|}. On a
¢ € K. L’ensemble K est borné car contenu dans [a, b] et fermé dans [a, b] (c’est 'image inverse du ferme
R, de R par application continue t — (M +¢)|t — ¢| — || f(t) — f(¢)||) donc dans R. Soit m = sup K
sa borne supérieure. Comme K est fermé on a m € K.

Soit t € K N [¢,b]. Comme hm—( (s) — f(t)) = f'(¢¥), il existe & > 0 tel que, t + a < b et tel
%
1

que, pour tout s € [t,t + «] on ait (f(s) = f(t) — f’(t)H < e. Pour s € [t,t 4+ «], on a alors

1

s—1

(F(s) = F@ED|| < 1]l + &, don

1F(s) = fFOI < f(s) = FON S () = fFOl < (s =0)(M +¢e) + (t = ) (M +¢).
Il vient s € K. On en déduit que t n’est pas la borne supérieure m de K. La seule possibilité est donc
m = b. Puisque m € K, il vient || f(b) — f(c)|]| < (b—¢)(M + ¢).
De méme inf K = a donc |[f(c) = f(a)[| < (¢ —a)(M + ¢). Enfin [[f(b) — f(a)]| < [I/(b) = f()] +
1f(e) = fla)] < (b—a)(M +e).
Cela étant vrai pour tout € > 0, il vient || f(b) — f(a)|| < (b—a)M. O

Conséquences. Soit I un intervalle et soit f: I — R une application dérivable.

a) L’application f est croissante (resp. décroissante) si et seulement si f' est positive (resp. né-
gative).

b) L’application [ est lipschitzienne (de rapport k) si et seulement si f' est bornée (sup |f'(z)| <
I

En particulier, f est constante si et seulement si f = 0.

7.2.3 Dérivées successives

Soit I un intervalle non réduit a un point et soit f : I — R une application. On dit que f est de classe
C! si elle est dérivable et f’ est continue. Puis, par récurrence, pour k > 2, on dit que f est de classe
C* si elle est dérivable et f’ est de classe C*~1. On dit que f est de classe C™ si elle est de classe C*
pour tout k.

Si f’ est dérivable on note f” la dérivée de f’... On définit ainsi par récurrence la dérivée k-iéme de f
et Pon note f* la derivée de f*!

Si f et g sont de classe C*, alors f + g et fg sont de classe C* et on a (f + g)(k) = f® 4 g® et

k
(fg)™ Z ( ) (Formule de Leibniz)
7=0

k
ou les ( ) sont les coefficients binomiaux (et avec les conventions f O = f O = ).
J

Soient [ et J deux intervalles non réduits & un point et soit a € I. Soient f: I — Ret g: J — R deux
applications. On suppose que f(I) C J. Si f et g sont de classe C™ il en va de méme pour g o f.

Soient [ et J deux intervalles non réduits & un point et soit @ € I. Soit f : I — J une application
bijective de classe C®). Si f’ ne s’annule pas, alors f~! est de classe C*®
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7.2.4 Formules de Taylor

Soit I un intervalle non réduit & un point et soit f : I — R une application. Soient a € I et n € N*. On
dit que f admet une dérivée n-iéme en a si f est n — 1 fois dérivable sur I (ou du moins au voisinage
de a) et f™Y est dérivable en a.

" flk)
On suppose dans la suite que f est n fois dérivable en a. Pour z € I, on pose T,,(z) = Z AC) (x—a)*

et R,(x) = f(x) — Tn(x).

Les diverses formules de Taylor donnent une expression du reste R,,.

Formule de Taylor-Young. Si f est n fois dérivable en a, alors on a R,(z) = o(x — a)".

Formule de Taylor-Lagrange. Si f est de classe C" sur I et n+ 1 fois dérivable sur [O, alors pour
tout b € I (distinct de a), il existe ¢ € I, (strictement) compris entre a et b tel que

f(n+1)(c)

CESAE o=

Rn(b) =

Formule de Taylor avec reste intégrale. Si f est de classe C™ sur I, alors pour tout b € I, on

Ro(b) = /b%(b—t)"dt.

Pour bien comparer ces formules, on peut faire I’hypothése sur la dérivée n + 1-iéme de f dans la
formule de Taylor-Young tout en faisant porter la conclusion sur R, :

Formule de Taylor-Young. Si f est n + 1 fois dérivable en a, alors

(n+1) (o
R, (z) = JznTl()')(x —a)"t + o(x — a)"t.

On peut remarquer que, pour n = 0, cette formule de Taylor-Young est juste la définition de la dérivée,
Taylor-Lagrange est le théoréme des accroissements finis, et reste intégrale est le lien entre primitives
et intégrales.

Pour étre complet, disons que si f est & valeurs complexes ou plus généralement & valeurs dans un espace
vectoriel normé, les formules de Taylor-Young et avec reste intégrale restent inchangées ; la formule de Taylor-
Lagrange, devient une inégalité. Citons aussi la formule de Taylor-Young a plusieurs variables...

Disons aussi que Taylor-Young est la plus souple a utiliser et permet de calculer des limites, en utilisant
en général des opérations sur les développements limités, mais ne peut pas faire plus.

Citons rapidement quelques applications des formules de Taylor.

e Calcul de certaines limites (Taylor -Young).

e Condition nécessaire et condition suffisante pour l'existence d’un extremum (Taylor-Young
d’ordre 2 - & une ou plusieurs variables - voir page .

e Allure d’une courbe (Taylor-Young).

e Estimation d’erreur dans l'approximation d’un nombre réel solution de f(z) = 0 ou d'une
intégrale (Taylor Lagrange ou reste intégrale).

e Inégalités de Kolmogorov (Taylor Lagrange - c¢f. exerc. [7.32).
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e Développement en série entiére (Taylor Lagrange et surtout avec reste intégrale cf. exerc. [7.31]).
e Théoréme de Bernstein (Taylor avec reste intégrale cf. exerc. [6.12)).

7.2.5 Fonctions convexes

Définition. Soient I C R un intervalle. Une application f : I — R est dite convexe si son épigraphe
{(z,u) € I x R; f(x) < u} est une partie convexe de R?.

Proposition. Soient I C R un intervalle et f : I — R une application. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Uapplication f est conveze ;
(i) pour tout z,y € I et tout t € [0,1], on af (tz + (1 —t)y) < tf(z)+ (1 —t)f(y);

(i) (Inégalité de Jensen) : pour tout n € N, pour toute suite xy,...,x, d’éléments de I et toute

suite ty, ..., t, d’éléments de R, tels que l'on ait Zt" =1, o0na f(Ztixi) < thf(xl)
i=1 i=1 i=1

Soient [ un intervalle et (f,) une suite de fonctions convexes f,, : I — R. On suppose que pour tout

x € I, la suite ( fn(:r)) converge vers un nombre réel f(z). Alors il est clair que f vérifie la propriété
(ii) de la prop. [7.2.5]; donc f est convexe.

Lemme. Soient I un intervalle et f : I — R une application. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) la fonction f est conveze;

(il) pour x,y,z € I tels que x <y < z, on a ) = f(z) < 1(2) = f=) ;
y—x Z2—x

(i) pour z,y,z € I tels que x <y < z, on a f(z; : i(x) < f(zi : ?J;(y) ;

fly) = flz) _ f(2) = fy),

(iv) pour x,y,z € I tels que x <y < z, on a

y—x  z—y

Si f est convexe sur I, on a donc 'inégalité des trois pentes : pour
tout x,y,z € I tels que x <y < z,0n a

fw) ~ 1) _ ()~ 1) _ ()~ 1)

~X X
y—x z—x z—y

On peut résumer ce lemme par 1’énoncé suivant. T Y z

L’application f est convexe si et seulement si, pour tout x € I, 'application « taux d’accroissement »
— f(x
Y — Jy) = Jiw) est croissante sur I \ {z}.
y—x
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Proposition. Soit I un intervalle et soit f : I — R une application.

a) Si f est conveze, alors f est continue sur I et admet des dérivées a gauche et a droite en tout
point de I ; celles-ci sont croissantes.

b) Si [ est continue et dérivable sur I, alors f est conveze si et seulement si f' est croissante.

c) Si [ est continue et dérivable sur IO, alors f est convexe si et seulement si la courbe de f est
située au dessus de toutes les tangentes de f.

d) Si f est continue et si f est deux fois dérivable sur 12, alors f est conveze si et seulement si f”
est positive.

On utilise les fonctions convexes pour établir des inégalités : on démontre (grace au critére de la dérivée
seconde par exemple) qu’une fonction est convexe, et on en déduit des inégalités a I’aide de I'inégalité de
Jensen. On peut citer 'inégalité arithmético-géométrique. Une des plus utiles est 'inégalité de Holder :

Inégalité de Holder. Soient p,q € |1, 00| tels que 1/p+ 1/q = 1. Pour des éléments (z1,...,x,)

et (Y1,.--,yn) de R, on a
- " 2\ /P a 2\ V4
S ans (302) (5u)"
k=1 k=1

4+
k=1

Démonstration. L'application f : t — ¥ est convexe sur Ry : pourt € R, ona f"(t) = p(p—1)tP~2 > 0.
Pour k =1,...,n, posons t;, = y; et s = xky;_q (siygp # 0, sinon s, = 0). Alors sitr, = zyx et, comme

plg —1) =g, on a tgs} < x} avec égalité si yy # 0.

n n
Posons enfin t = g t; et écrivons t;, = ut avec g uy = 1.
k=1 k=1

n

n n

p

Par convexité de f, on trouve (Z sktk) < Z ug(tsg)? = tp1 Ztksi. Il vient donc
k=1 k=1 k=1

(Z xk?Jk)p < (Z yZ)p_l Z xi
k=1 k=1 k=1

d’ou le résultat, vu que g(p — 1) = p. ]

7.3 Exercices
7.3.1 Continuité

7.1 Soient a,b € R avec a < b et soit f : [a,b] — R une application continue.
1. Démontrer que f admet un point fixe sous chacune des hypothéses suivantes :
a) Si fla,b] C [a,b] et plus généralement si f(a) € [a,b] et f(b) € [a,b].
b) Si [a,b] C f([a,b]).

2. Démontrer que ces résultats ne sont pas vrais si on remplace [a, b] par ]a, b].

7.2 | Exercicel Soit f: R — R continue telle que lim f et lim f existent et sont finies. Démontrer que
oo —00

f est bornée et uniformément continue.
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7.3 [ Exercicel (cf. [M Exos, Analyse 1, 4.4.9]) Soit f : [0,1] — R une fonction continue. On pose
¢(x) = sup{f(t); t € [0,z]}. Démontrer que ¢ est croissante et continue.

7.4[Exercice Etudier la continuité de la fonction f définie sur R par f(z) = 0siz & Qet f(p/q) = 1/q

sip € Z et ¢ € N* premiers entre eux.

7.5 [Exercicel 1. Déterminer toutes les fonctions continues (resp. monotones) f sur R, vérifiant
I’6quation fonctionnelle ¥(z,y) € R?, f(z +y) = f(x) + f(y). (Indication : démontrer que f est
linéaire sur Q et utiliser I’hypotheése de continuité (resp. de monotonie) pour conclure).

2. Soit E un supplémentaire de Q dans R, vu comme sous-espace vectoriel, de sorte que tout x
réel admet une unique décomposition x = r + e avec r € Q et e € E. Soit f la fonction définie
par f(z) = r. Vérifier que f satisfait I’égalité du 1.

. . . . T+
3. Déterminer toutes les fonctions continues f sur R, telles que, V(z,y) € R?, on ait f (Ty> =

f@)+ fly)
2

4. Variante : démontrer qu’une fonction continue f sur R est convexe si et seulement si V(z, y) € R?,
f(:Hy) PRICESIO)
2 2
7.6 [ Exercicel Prolongement des fonctions continues définies sur un fermé. Soit F' un fermé non vide
de R et notons U son complémentaire. Soit f : F' — R une fonction continue.
1. Siz € R, on pose a(z) = sup{y € F; y < x} et b(z) = inf{y € F;y > x}. Démontrer que
a(z) <z < b(x).
2. En déduire que U est réunion disjointe d’une famille au plus dénombrable d’intervalles ouverts.

3. Construire une fonction g définie sur R par g = f sur F, et affine sur tout intervalle [a,b] tel
que Ja,b[C U. Démontrer qu'une telle g est continue sur R.

7.3.2 Bijectivité et fonctions réciproques

7.7 (cf. IM_Exos, Analyse 1, 4.5.12]) Existe-t-il une bijection continue [0, 1[— R?

7.8 (cf. IM_Exos, Analyse 1, 4.7.8]) Soient xi, ..., z7 sept nombres réels. Démontrer qu’il
existe i # j tels que

0< —<
1+$i$€j \/§

Ty — Ty < 1

7.9 (Inégalité de Young)

1. Soit f: — [0, d] une bijection strictement croissante. Soient a € [0,¢] et b € [0, d]. Démon-
trer que / f(t)dt + / ! > ab avec égalité si et seulement si f(a) = b.
1 . 1 1 a? bl
2. En déduire que, pour a,b € Ry et p,g € R telsque —+ - =1onaab< — + —.
p q p q

3. En déduire une autre démonstration de 'inégalité de Holder (cf. p. : Pour des éléments

x = (21, ) ety = (g, yn) de R” ona | S aye] < Ixlpllyl,-
k=1

4. Soit f : [0,a] — [0,b] une bijection strictement décroissante. Etablir I'égalité / ft)ydt =
0

[r
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7.3.3 Dérivabilité

7.10 [ Exercicel (Théoréme de prolongement de la dérivée). Soit I = |a,b[ un intervalle ouvert et
soit f : I — R une application continue.

1. Soit ¢ € I. On suppose que f est dérivable sur |a,c|[ (resp. sur |c, b, sur |a,c[ U |e, b]) et que
/" admet en ¢ une limite & gauche (resp. une limite & droite, une limite) . Démontrer que f
admet en ¢ la dérivée a gauche (resp. dérivée a droite, dérivée) ¢ (voir aussi exerc. pour une
généralisation).

2. On suppose que f est convexe et dérivable. Démontrer que f est de classe C'. (Voir aussi

exerc. )

7.11 Soit I un intervalle ouvert, soit a € I et soit f : I — R une fonction dérivable en a.
fla+2h) — f(a+h)

1. Démontrer que h —ns0 f(a).
On se donne deux suites (x,), (y,) dans I qui tendent vers a; on suppose que pour tout 7, on
a Ty # Yn-
Tp — @ Tp) —
2. On suppose que la suite ( ) est bornée. Démontrer que la suite <M> converge
vers f'(a).
P / : . f(xn) B f(yn)
3. On suppose que f est dérivable sur I et que f’ est continue en a. Démontrer que ————————= —
Tpn — Yn
f'(a).

4. On suppose que f est dérivable sur I mais que f’ n’est pas continue en a. Démontrer qu’il existe
f(xn) — f(yn> ne

des suites (x,) et (y,) dans I qui tendant vers a, avec x,, # y, et telles que
Tn — Yn

tende pas vers f'(a).

7.12 [Exercicel 1. Soit € R. Démontrer que la série Z 27" sin 10"x converge.

+00
Pour z € R, on pose f(z) = Z 27" sin10™x.
n=0

2. Démontrer que f est continue.
3. Soient n € N et k € Z. Etablir 'inégalité | f(107"(k + 1)7/2) — f(10™"km/2)| = 27"(1 — 7/8).

4. En déduire que f n’est dérivable en aucun point de R.

7.13 (cf. IM_Exos, Analyse 1, 5.2.1|)

1. Soit P € R[X] un polynome scindé et a racines simples sur R. Démontrer qu’il en est de méme
pour P’

2. Soit P un polyndéme réel scindé. Démontrer que P’ est scindé.

7.14 [ Exercice, (cf. [M T, ou [M Exos, Analyse 1, 5.1.6]) Soit I un intervalle ouvert contenant 0 et
f(2z) — f(x)

T

soit f : I — R une fonction continue en 0, telle que la fonction = — admet en 0 une

limite ¢ € R.

Le but de I'exercice est de démontrer que f est dérivable en 0.
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1. Soit n € N. Démontrer que l'on a
fl@) = f@ ) =Lla(1—2")+z Yy 27F(27"x)
k=1

ol € est une fonction tendant vers 0 en 0.
“+00

2. Démontrer que Z 27%¢(27%x) tend vers 0 quand z tend vers 0 et conclure.
k=1

7.15 [ Exercicel Le but de l'exercice qui suit est de démontrer le Théoreme de relevement (on dit

aussi « lemme du relévement ») :

Théoréme de relévement. Soit u : [0, 1] — C* une application continue. Alors il existe une appli-
cation continue f :[0,1] — C telle que u = expof.

Une telle application f s’appelle un relévement continu de w.

1. Démontrer que si f et g sont deux relévements continus de u, alors f — g est constante égale a
2ikm pour un k € Z.

2. Quelques cas simples :

a) Démontrer que si f est un relévement continu de u et g est un relévement continu de v alors
la fonction f + g est un relévement continu de wwv.
b) On écrit u(t) = x(t) + iy(t) avec z(t),y(t) € R. Démontrer que si pour tout ¢t € [0,1] on a
t
x(t) > 0, alors t — In |u(t)| + i arctan % est un relévement continu de w.
x
¢) Variante. Si pour tout t € [0,1] on a u(t) € R_, alors ¢ — In |u(t)| + 2i arctan )
. Ju(t)] + =(t)
est un relévement continu de u.

3. Le cas de classe C".

a) Soit ¢ € C tel que ¢ = u(0). On suppose que u est de classe C' et on pose f(t) = c +

t o,

u

/ (( )) ds. Démontrer que f est un relévement continu de u (on montrera que t — u(t)e=f®
o u(s

est constante).

b) On suppose que u est continue et de classe ! par morceaux. Construire un relévement
continu de wu.

4. Le cas général.

u(s)

a) Démontrer qu’il existe n € N tel que l'on ait ReTt) > 0 pour tous s,t € [0,1] tels que
u
|s —t| < 1/n.
b) En déduire qu'il existe v : [0,1] — C* continue et C* (affine) par morceaux telle que, pour

v(t)

tout ¢ on ait Re—= > 0.
u(t)

c) Conclure.
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d) Variante - sans utiliser le cas de classe Cl.Pour 0< k<n posons

1 sit<k/n
ug(t) = u;k(;)n) sik/n<t<(k+1)/n
(k£ 1)/m)

k) sit>(k+1)/n

n—1
Etablir I'égalité u(t) = u(0) H ug(t) et conclure
k=0

7.16 [ Exercicel Propriété de la valeur intermédiaire. Soit I C R un intervalle et soit f : I — R une
application. Démontrer que les deux énoncés suivants sont équivalents :

1. pour tout couple de points (a,b) € I? et tout x € R compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € R
compris entre a et b tel que f(c) = z;

2. pour tout intervalle J C I, ensemble f(J) C R est un intervalle.

7.17 . On se propose de donner deux autres démonstrations du théoréme de Darboux (cf.
exerc.|3.13)) : Soit I un intervalle ouvert de R et soit f : I — R une application dérivable. Soient a,b € [
avec a < b. On veut démontrer que f'([a,b]) contient toute valeur comprise entre f'(a) et f'(b).

Premiére démonstration. Définissons les fonctions f,g: I — R en posant

o gfa) = PO oo et (o) = (o),
o h(z)= w pour z # b et h(b) = f'(b).

1. Démontrer que g([a,b]) et h([a,b]) et g([a,b]) U h([a,b]) sont des intervalles.

2. Conclure

Deuxiéme démonstration. Quitte a remplacer f par —f, on peut supposer que f'(a) < f'(b).
Soit ¢ € |f'(a), f'(b)[. Posons g(z) = f(z) — cx. Démontrer que le minimum de g sur [a, b] n’est
atteint ni en a ni en b et conclure.

7.18 Une application du théoreme de Darboux. Démontrer qu'une fonction convexe dérivable
est de classe C" (voir aussi exerc. [7.10)).

7.3.4 Fonctions convexes

7.19 (cf. IM_Exos, Analyse 1, 5.6.10]) Soit f : R — R une fonction convexe.
f(@)
T

1. Démontrer que admet une limite ¢ € RU {400} quand z — +oo.

2. Si ¢ € R, montrer que f(z) — fx admet aussi une limite.

7.20 [ Exercicel Soit n > 3 et un polygone convexe a n cotés inscrit dans le cercle unité. Démontrer
périmétre est maximal si et seulement s'il est régulier. (Indication : se ramener & une inégalité de
convezité pour la fonction sinus sur [0, 7).

7.21 Indice de réfraction.
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1. Dans plan euclidien P, on se donne une droite D et deux points A, B situés de part et d’autre de
D. On veut trouver le chemin le plus rapide pour aller de A & B sachant que dans le demi-plan
de A on se déplace avec une vitesse v (dans toutes les directions) et dans le demi-plan de B avec
une vitesse w. Le trajet effectué consiste en deux segments AM et M B. Comment choisir M
pour que le temps de trajet soit minimal ?

2. On se pose le méme probléme avec deux points de I'espace situés de part et d’autre d’un plan.

7.22 [ Exercicel. Fonctions strictement convexes. Soit I un intervalle et soit f : I — R une fonction

convexe.
1. Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Pour tous z,z € I avec z # z et tout A € 10,1[, on a f((1—A)z+Xz) < (1=\)f(z)+Af(z).
flo) = 1) _ f(2) = f@) _ J(2) = S ().

(ii) Pour tous z,y,z € [ avec x < y < z, on a

y—x Z2—x z2—y
(iii) Pour tous z,y,z € [ avec t <y < z, on a fy) = f(@) < f(z) = f(y)
y—a z—y

(iv) La restriction de f a tout intervalle J C I d’intérieur non vide n’est pas affine.
Si f vérifie ces conditions, on dit qu’elle est strictement convexe.

2. Soit f une fonction strictement convexe. On suppose que f atteint son minimum en un point
a € I. Démontrer que ce minimum est strict : pour tout = # a, on a f(a) < f(z).

7.23 [Exercicel Inégalité de Jensen stricte. Soit I un intervalle et soit f : I — R une fonction convexe.
1. Soit a € I. Notons f(a) et fi(a) les dérivées a gauche et a droite de a.
a) Démontrer que f;(a) < fy(a).
b) Soit b € R tel que f;(a) < b < fi(a). Démontrer que pour tout x € I, on a f(x) — f(a) >
b(x — a).
2. Soient zq,...,x, € [ et \j,..., N\, € R, tels que Z)‘i =1

a) Démontrer que f(Z /\ixi> < Z i f(x;).
i=1 i=1
b) On suppose que f est strictement convexe quil existe 4,j € {1,...,n} tels que x; # z;,
Ai # 0 et A; # 0. Démontrer que f(Z )\Z-aci) < Z Nif(x;).
i=1 i=1

3. Inégalité de Jensen et probabilités. Soit X une variable aléatoire réelle prenant ses valeurs dans
I. On suppose que X et f(X) ont des espérances.
a) Etablir Iinégalité de Jensen : E(X) € I et E(f(X)) > f(E(X)).
b) On suppose que f est strictement convexe et E(f(X)) = f(E(X)). Démontrer que X = E(X)
presque surement.

7.24 | Exercice, Inégalité d’Hadamard. Nous nous proposons de donner une autre démonstration du
théoréme d’Hadamard basée sur les fonctions convexes - voir exercice 14,20l

1. Soit n € N*, soient (u1,...,u,) € (RL)" et (c1,...,¢,) € (Ry)" tels que ch- = 1. Etablir

=1
n

n
Iinégalité : H uit < Z ciu;. (NB : lorsque les ¢; valent 1/n il s’agit de la comparaison classique
i=1 i=1
entre moyennes géométrique et arithmétique).
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n
2. Soit S = (s;;) une matrice symétrique définie positive. Démontrer que det S < HS“ (Indi-
i=1

cation : écrire S = '"PDP, ou D = diag(\1,...,\,) et P est orthogonale, exprimer les si en
fonction des N;, et utiliser 1).

3. Soit A € GL,(R), montrer que |det A| < H |C;|l2, o les C; sont les vecteurs colonnes de A et
|| [|2 désigne la norme euclidienne standard.

4. Etendre le résultat a M, (R). Cette inégalité s’appelle inégalité d’Hadamard.

7.25 Fllipsoide de John Soit K une partie convexe, compacte, d’'intérieur non vide de
I’espace euclidien R". Le but de cet exercice est de démontrer qu’il existe un unique ellipsoide de
volume maximal contenu dans K. .

Un ellipsoide est de la forme TB ou T : R" — R" est une bijection affine et B est la boule unité de R".
Rappelons qu’une application affine de R" dans R" est de la forme Ty : x — Az + b avec A € M, (R)
et b € R". Le volume de Pellipsoide T4 ;B est |det A|vol(B).

1. Emistence. Démontrer que 'ensemble C = {(A,b) € M, (R) x R"; T4,B C K} est une partie
convexe, compacte et non vide de M,,(R) x R™. En déduire qu’il existe un ellipsoide de volume
maximal contenu dans K. Démontrer que ce maximum de volume est strictement positif.

2. Soit £ C R" un ellipsoide. Démontrer qu’il existe une matrice définie positive S et un vecteur
b € R" tels que & = Tg,B.
3. Soient Sy, S1 € M, (R) deux matrices définies positives.

a) Démontrer qu’il existe une matrice P € GL(n;R) telle que *PS; P soient toutes deux diago-
nales.

b) En déduire que l'application ¢ — —In (det((1 — t)Sy + S1)) est convexe sur [0, 1].
So + 51

¢) On suppose que det Sy = det S; = det . Démontrer que Sy = 5.

4. Soit K une partie convexe de R" contenant B et sa translatée par un vecteur non nul. Construire
un ellipsoide € contenu dans K; et de volume > vol(B).

5. Unicité. Soient deux ellipsoides distincts contenus dans K et de méme volume. Démontrer qu’il
existe un ellipsoide contenu dans K de volume strictement plus grand. En déduire 'unicité d’'un
ellipsoide de volume maximal contenu dans K.

Cet ellipsoide s’appelle ellipsoide de John de K. Notons le E.
6. Soit T": R™ — R™ une bijection affine. Démontrer que Epx) = T'(Ek).

7. Quelle est 'ellipse de plus grande aire contenue dans un triangle équilatéral, dans un carré, dans
un parallélogramme, dans un triangle quelconque ?

8. Quel est l'ellipsoide de John d’un tétraeédre régulier 7 D’un cube ? D’un tétraédre ? D’un paral-
lélépipede 7
7.26 [ Exercicel Variations sur [ellipsoide de John. On se propose de donner des variantes de I'exer-
cice [(.29]

Soit E un espace vectoriel euclidien et soit K une partie compacte de E. On cherche un ellipsoide
contenant K et de volume minimal.

Nous noterons Q l'espace vectoriel des formes quadratiques sur E. Notons aussi @, C O l'ensemble
des formes quadratiques positives et Q. C Q. '’ensemble des formes quadratiques définies positives.

Soit ¢ € Q. Il existe un endomorphisme 7, autoadjoint tel que l'on ait ¢(x) = (T},(z)|z) pour tout x € E.
On posera D(q) = det T},. Remarquons que, pour ¢ € @1, ona D(q) > 0et D(q) >0 <= g€ Q4.
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1. On suppose que l'intérieur K de K nest pas vide. On considére ici les ellipsoides centrés en 0.
On décrit un tel ellipsoide par une équation & = {z € E; ¢(z) <1} ot g€ Q,y.
vol(B)

a) Démontrer que le volume de &, est vol(&,) = ou B est la boule uniteé.
v D(q)

b) Démontrer que 'application N : ¢ — sup{|¢(x)|; = € K} est une norme sur Q.

c) Démontrer que I'ensemble A = {q € Q;; K C &,} est une partie convexe et compacte de Q.

d) Démontrer que la fonction ¢ — D(g) admet un maximum en un point unique de A et que ce
maximum n’est pas nul.

e) Etablir I'existence et unicité d’un ellipsoide centré en 0 et de volume minimal contenant .

2. Petite variante : On suppose que K est une partie génératrice de E. Etablir 'existence et unicité
d’un ellipsoide centré en 0 et de volume minimal contenant K.

3. Variante : On ne consideére plus uniquement des ellipsoides centrés en 0. On suppose que K
contient un repére affine de F.

Notons P 'espace vectoriel des polynomes de degré total < 2, sur E, c’est a dire des fonctions
x +— q(z)+{(x)+c ou g est une forme quadratique, £ est une forme linéaire et ¢ est une constante.

a) Démontrer que l'écriture P = g + ¢ + ¢ est unique. Autrement dit P = Q & E* & R.
Dans la suite, on posera P = gp + {p + P(0).
Notons aussi P, le sous-ensemble de P formé des P € P tels que P(z) > 0 pour tout = € E.
Pour P € P, posons Ep = {x € E; q(z) < 1}.

b) Démontrer que tout ellipsoide de F est de la forme Ep avec un P € P, tel que gp € Q..

c) Soit P € P tel que gp € Q. Démontrer que P atteint son minimum m(P) = inf{ P(x); = €
E} en un unique point a € E.

~ 1
d) Soit P € P tel que gp € Q44 et m(P) € [0,1]. Et on pose P = m(P) ——F—(P — m(P)).
1— "/ 2y0l(B
Démontrer que Ep = Ep est un ellipsoide et que I'on a vol(Ep) = ( ( )" vol( )
D(gp)
e) Démontrer que l'ensemble A = {P € P,; K C Ep} est une partie convexe et compacte de

P.

f) Démontrer que I'application P +— D(qp) atteint son maximum en un point Py de A. Démon-
trer que m(Fy) = 0.

g) Soit P, € A tel que D(q(P1)) = D(q(Fp)). Démontrer que q(Fy) = q(P;) et en déduire que
Py=Ph.

h) Etablir I'existence et unicité d’un ellipsoide de volume minimal contenant K.

7.3.5 Deérivées successives, formules de Taylor
7.27 On pose f(z) = sin(2?). Caleuler f19(0).

7.28 Soient n € N et I un intervalle ouvert. Soient a € I et f : I — R une application
continue. Donner & 1’aide d’une intégrale 1’expression de I'application F' : I — R de classe C™""! telle
que F®(a) =0 pour 0 < k < net FMHY = f,

7.29 Soit I un intervalle ouvert et soit f : I — R une application de classe C'. Soit a € I.
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1. On suppose que f est deux fois dérivable en a. Calculer la limite en 0 de I'application t
flat+t)+ fla—t) —2f(a)
t2
2. On suppose que f est deux fois dérivable sur I. Soit t € R* tel que a —t € [ et a+1t € 1.
flatt)+ fla—t)—2f(a) _
t2 - f (C)

7.30 [ Exercicel Soient f : R — R une fonction de classe C™*! et @ € R. Pour h € R, on écrit la

formule de Taylor-Lagrange

Démontrer qu’il existe ¢ € |a — t,a + t] tel que

hn—l
(n—1)!

fla+h) = f(a) +hf'(a) + %Zf”(a) +o F D (a) + %f"“(a +0ph).

On suppose en outre que f ("H)(a) # 0. Démontrer que, pour h non nul et assez petit, 8 est uniquement

défini, et lim 0, = .
éfini, et que lim 6, T

7.31 Soit a € R. Démontrer que la fonction f : x — (1 + x)® est développable en série
entiére en 0. Pour cela, deux méthodes. (Voir aussi l’exerc. .
3 LI
1. Ecrivons (1 + z)* = Z fk—f):ick + Ri(z) ou Ry est un reste de Taylor. Démontrer a l'aide
k=0 ]

d’une formule de Taylo; que Ry(z) — 0 pour z € |—1,1].

< f®)(0)

o " est convergente pour z € | — 1, 1[ et que sa somme

2. Démontrer que la série entiére

satisfait (1+2)S’ = aS. Conclure.

7.32[Exercicel Inégalité de Kolmogorov. Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable. On suppose
que les fonctions f et f” sont bornées et on pose My = sup{|f(¢)|; t € R} et My = sup{|f”"(¢¥)|; t € R}.
1. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange, montrer que pour tous x et h > 0 on a
, My  hM,
|f(@)] < s + 5
2. On pose M; = sup{|f'(t)|; ¢t € R}. Démontrer que M; est fini et qu’on a l'inégalité M; <
v 2MyMs.
3. Plus généralement, on suppose que la fonction f est n fois dérivable et, pour 0 < k < n, on pose
My = sup{|f®(t)|; t € R} (ce « sup » est pris dans Ry U {+0c}). Démontrer que si My et M,
sont finis, alors pour tout k tel que 1 < k<n—1,o0n a
a) My < +00;
b) M, < 28 =R2 0=k ppkin

7.33 . Méthode de Laplace. Soit f : [a,b] — R, une fonction de classe C*. On suppose que
f admet un unique maximum en ¢ €]a, b| et que, f”(c) < 0. Soit également g : [a,b] — R’ une fonction
continue. Démontrer que pour n — oo on a I’équivalent suivant :

’ n n | 27f(c)
/a o) ()" dz ~ gfe)f ()" | 5

1
7.34 [Exercicel 1. Pour z € R, posons f(r) =exp——; siz > 0et f(z) = 0si 2z <0. Démontrer
x
que la fonction f ainsi définie est de classe C™ sur R.
2. Construire une fonction C* sur R, positive, nulle hors de [—1, 1], et valant 1 sur [—1/2,1/2].
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8 Fonctions de plusieurs variables

Pour ce chapitre, en dehors des livres « généralistes » (e.g. [L M, L=F Al, M Anal,
RDO] etc. ), on peut vraiment recommander [Rouviérel]. (voir biblio. p. [219)

Dans cette partie, nous cherchons a comprendre 'analogue en dimension supérieure de la notion de
dérivée et ses applications. La difficulté ici vient plus du fait que 'espace de départ est de dimension
> 2. En effet, une fonction d’un ensemble X (R ou R") & valeurs dans R? est juste donnée par p
fonctions de X dans R que 1'on peut analyser séparément.

La dérivée d’une fonction f : R — R est géométriquement comprise a l'aide de la tangente a la courbe
représentative de f. Le graphe d’une application « réguliére » f : R*? — R n’est pas une courbe, i.e. un
objet de dimension 1 mais une surface, 7.e. un objet de dimension 2. Son espace tangent en un point
(a,b, f(a,b)) (lorsqu’il existe) n’est donc pas une droite, mais un plan.

Une équation de ce plan est alors de la forme z — f(a,b) = L(x — a,y — b) ou L est une application
linéaire de R? dans R appelée différentielle de f en (a,b).

Les fonctions considérées dans cette section sont définies sur un ouvert de £ = R"™ & valeurs dans
F = RP. Plus généralement, on peut supposer que E et F' sont des espaces de Banach. Nous énongons
les résultats ci-dessous le plus souvent dans le cadre « Banach », parce qu’ils sont vrais, souvent plus
faciles a énoncer et pas beaucoup plus durs & démontrer dans ce cadre... Il est trés raisonnable de se
placer dans le cadre d’espaces vectoriels normés de dimension finie, en sachant que

a) la différentielle est une application linéaire continue - ce qui est automatique en dimension finie ;

b) la démonstration des « grands théorémes » : inversion locale, fonctions implicites, est basée sur
le théoréme du point fixe. Pour 'appliquer, on doit supposer que 1’on est dans un espace complet
- ce qui est automatique en dimension finie.

8.1 Fonctions différentiables

Soient E, F' des espaces de Banach, notons || ||g et || || leurs normes. Dans la pratique £ = R"
et ' = R? munis d’une norme que ’on n’a pas besoin de préciser : de toute fagon elles sont toutes
équivalentes !

Soit © un ouvert de E et f : Q) — F une application.

Dérivée selon un vecteur. Soient a € Q2 et v € E un vecteur. L’ensemble U = {t € R; a+tv € Q}
est un ouvert de R contenant 0. On dit que f est dérivable en a selon le vecteur v si 'application
t — f(a+ tv) est dérivable en 0. En particulier, lorsque v est le i-éme vecteur e; de la base canonique

de R", on dit que f admet une dérivée partielle qui se note alors
Ty

Développement limité a ’ordre 1. Comment écrire le développement limité a l'ordre 1 de f en
un point a de 27 On devra écrire f(a + h) = f(a) + L(h) + £(h) ou L(h) doit étre du premier degré

e(h
donc une application linéaire et e(h) doit étre un o de h, autrement dit }llirr(l) | ||<h||)|| =0
—

Remarquons que si f admet un tel développement limité, alors, pour tout v € F, on a f(a + tv) =
f(a) + tL(v) 4+ €(tv), d’ou 'on déduit que L(v) est alors la dérivée de f selon le vecteur v (d’ou
I'on déduit I'unicité de L). Lorsqu’on généralise la définition de différentielle & des espaces normés de
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dimension quelconque, on doit supposer dans notre développement limité que le terme d’ordre 1 est
une application linéaire continue (ce qui est automatique en dimension finie).

Définition (Différentiabilité en un point). On dit que f est différentiable en a si elle admet un
développement limité

fla+h) = f(a)+ L(h) +<(h)
le(R)]]

ou L : E — F est une application linéaire continue et }llin% W = 0. L’application linéaire L : £ —
%

F ainsi définie s’appelle la différentielle de f en a et se note df,.

Si f est différentiable et v € E on a f(a + tv) = f(a) + tdfa(v) + o(t); on en déduit que f admet la
dérivée df,(v) selon le vecteur v.

‘Proposition. Une application différentiable en a est continue en a. ‘

En effet, lorsque h — 0, L(h) — 0 puisque L est continue et £(h) — 0, donc f(a+ h) — f(a).

Interprétation géométrique (plan tangent a une surface). Soit Q2 un ouvert de R? et soit f : Q —
R une application. Notons ¥ la surface d’équation z = f(x,y), c’est a dire ¥ = {(z, vy, f(z,v)); (z,y) €
R?}. Si (a,b,c) € ¥ et f est différentiable en (a, b) de différentielle L : R* — R, le plan P = {(a+h, b+
k,c+ L(h,k)); (h,k) € R*} est tangent en (a,b,c) & la surface .

Remarquons que, lorsqu’il existe ce plan est décrit par deux droites quelconques qu’il contient : les
tangentes aux courbes d’équation z = f(z,b) et z = f(a,y) tracées dans ¥. Ces tangentes sont bien
str décrites a 'aide des dérivées partielles de f.

Matrice jacobienne, déterminant jacobien. L’application linéaire df, : R" — R? est une matrice

fi
%(CL)

Lorsque n = p, le déterminant de la matrice jacobienne s’appelle déterminant jacobien. 11 intervient
dans les intégrales multiples (calculs de volumes, changements de variables).

a p lignes et n colonnes, appelée matrice jacobienne : c’est la matrice J, = (b;;) ou b;; =

Proposition (Différentielle d’une fonction composée). Soient E = R", ' = RP et G = R? des
espaces de Banach, sotent U un ouvert de E, V un ouvert de F' et soient f : U — V etg:V — G
des applications. Si f est différentiable en un point a € U et g est différentiable en f(a), alors g o f
est différentiable en a et l'on a (d(go f))a = (dg) () © dfa.

Inégalité des accroissements finis. Soient E et F' des espaces de Banach. On note || ||g et || ||r
leurs normes respectives. Soit 0 un ouvert de E et soit f : Q0 — F une application continue. Soient
x,y € Q et M € R,. On suppose que pour tout t € |0,1[, on a z; = (1 — t)x + ty € Q, Uapplication f
est différentiable en z et que Uon a ||df., || < M. Alors ||f(y) — f(2)||lr < M|y — z||&.

Démonstration. Pour t € [0,1], on pose g(t) = f(z). La fonction g est continue sur [0, 1] et, d’aprés
le théoréme de différentielle de fonctions composées, la fonction g est dérivable sur ]0,1[ et ¢'(t) =

(df)z(y — ), done [lg'(O)|[r < [I(df)=llly — zlle < My — 2]z

Par l'inégalité des accroissements finis des fonctions vectorielles d’une variable réelle (page [74)), on a
donc |[g(1) = g(0)lr < M|ly — z||&- O
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Corollaire. a) Une application différentiable de différentielle bornée définie sur un ouvert
convexe d’un espace de Banach a valeurs dans un espace de Banach est Lipschitzienne.

b) Une application différentiable de différentielle nulle définie sur un ouvert connexe d’un espace
de Banach a valeurs dans un espace de Banach est constante.

Démonstration. Soient E et F' des espaces de Banach, soit 2 un ouvert de E et soit f : 2 — F une
application différentiable de différentielle nulle. Pour tout y € €2, il existe une boule ouverte B, de I
de centre y contenue dans . D’aprés 'inégalité des accroissements finis (avec M = 0) I'application f
est constante sur cette boule. Soit z € Q; posons U = {y € Q; f(y) = f(x)}.

e L’ensemble U, image inverse par 'application continue f de {f(z)} est fermé dans €.

e Siyc U, alors B, C U, donc U est un voisinage de y. Cela prouve que U est ouvert dans F -

donc dans €.

Comme ) est connexe et x € U, il vient 2 = U, donc f est constante. O

Une fonction f définie sur un ouvert @ C E = R™ a valeurs dans F = RP est dite de classe C!
si I'application qui a tout point a de €0 fait correspondre la différentielle df, de f en a est continue

(comme application de Q dans L(E, F') = M, ,(R) ~ R™).

Théoréme. Pour qu’une fonction soit de classe C* sur un ouvert @ C R", il faut et il suffit qu’elle
admette des dérivées partielles continues sur 2.

Démonstration. Commengons par une remarque :

Ji

Sif=1:1:Q— RPest différentiable sur €2, alors les f; admettent des dérivées partielles et, pour
o

z € Q, la matrice (jacobienne) de (df), est la matrice de coefficients ——(z). Donc df est continue si

L
et seulement si les dérivées partielles sont continues.
Cela démontre que :
a) si f est de classe C', elle admet des dérivées partielles continues

b) réciproquement, si f admet des dérivées partielles continues, il suffit de démontrer qu’elle est
différentiable : elle sera de classe C.
Par ailleurs, f est différentiable, ou de classe C', ou admet des dérivées partielles si et seulement si
c’est le cas pour chacune des applications f;.

Il reste donc a démontrer que si f : 2 — R admet de dérivées partielles continues, alors elle est
différentiable en tout point de (2.
hl n
: : n of
Soit a € Q. Pour h = | @ | € R" tel que a + h € Q, on pose g(h):f(a—l—h)—f(a)—th—(a).
hy, =1
La fonction ¢ est donc définie sur un voisinage Q' = {h € R"; a+h € Q} de 0, elle admet des dérivées
0
= —f(a +h) — —f(a) qui sont continues sur 2 et nulles en 0. On veut démontrer

8a:k 8a:k
que, sous ces hypothéses, g(h) = o(||h||) quand h — 0.

partielles g—i (h)

On procéde par récurrence sur n.

Pour n =1, il n’y a rien a démontrer, la dérivée partielle de f est sa dérivée...
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Supposons le cas de la dimension n — 1 traité.
Ecrivons R” = R"! x R et munissons R" d'une norme définie par ||(v,t)|| = N(v) + [t| ou N est une
norme sur R" ',

Comme ' est un voisinage ouvert de 0, il existe un ouvert V. R" ! contenant 0 et r € R tels que
V x]=r,r[ € Q. Pour v € V, posons g;(v) = g(v,0). Alors, pour 1 <k <n—1letv eV, ona

0 0
ﬁ(v) = —g(v, 0). D’aprés 'hypothése de récurrence, on a ¢;(v) = o(N(v)).
8.1'k al’k
Soit € > 0. Comme 3 I est continue, il existe un voisinage W de 0 contenu dans V' et un s € R avec
xn
0
0 < s < r tels que pour tout (v,t) € W x|—s, s[ on ait 5 J (v,t)‘ < e. Puisque g;(v) = o(N(v)), quitte
T
a remplacer W par un ouvert plus petit, on peut supposer que pour tout v € W, on a |g(v,0)| < eN(v).
0
Pour (v,t) € W x ]|—s, s], il existe u entre 0 et ¢ tel que g(v,t) — g(v,0) = ta—‘z(v, u), donc
l9(v,t)] < |g(v,0)[ + [g(v,t) — g(v,0)| < e(N(v) + [t]) = l|(v, D). 0

Proposition. La composée de deuz fonctions de classe C' est de classe C'.

Gradient. Soit £ un espace vectoriel euclidien, soit 2 un ouvert de F et soit f : {2 — R une application
de classe C'. Pour a € , I'application df, est une forme linéaire sur E. Il existe un vecteur (Vf),
appelé gradient de f en a tel que, pour h € E on ait df,(h) = (V[f)a|h). Si E = R" est muni du

produit scalaire canonique, (V f), est le vecteur de composantes 5 (a).
i

8.2 Différentielles d’ordre supérieur

Soit f : 2 — F une application de classe C'. La différentielle de f est une application df : a — df, de
Q dans L(E, F). Si df est de classe C', on dira que f est de classe C?. Par récurrence, on dit que f est
de classe C* si df est de classe C*~1. Cela revient a dire que toutes les dérivées partielles d’ordre < k
existent et sont continues. On dit que f est de classe C* si elle est de classe C* pour tout k € N.

Théoréme de Schwarz. Soit Q un ouvert de R" et soit f : Q — F une application de classe C*.
0? o?
Alors pouri,j € {1,...,n}, on a axiaij = axjgxi-

Soit  un ouvert de E et soit f : Q& — F une application de classe C?. Pour a € € l'application
(d®f), = (d(df)) est une application linéaire (continue) de E dans L(E, F) donc une application
bilinéaire (continue) de £ x E dans F. Le théoréme de Schwarz dit que 'application bilinéaire (d”f),
est symétrique.

Proposition. Pour k € NU {+o0}, la composée de deuz fonctions de classe C* est de classe C*.

Formule de Taylor-Young a ’ordre 2. Soit {2 un ouvert de R" et soit f : 2 — F une application
de classe C*. On a un développement limité pour f au voisinage d’un point @ = (ai,...,a,) de Q et
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h = (hi,...,h,) tel que a+ h € Q,

Flash) = J@)+ Y hig(o)+ Ejh@aéa (@) + of IH]P)

,.]7

"9 , o
=f@+2m£wwﬁgm@§@

+2:M@8<HWWW

1<i<j<n

8.3 Extremums

Soit X un espace métrique, et soient f : X — R une application et a € X. On dit que f présente un
mazimum (resp. un minimum) absolu en a ou que a est un mazimum (resp. un minimum) absolu de
f,sipour tout z € X ona f(x) < f(a) (resp. f(x) = f(a)). On dit que f présente un maximum (resp.
un minimum) strict en a si pour tout x € X, x # a on a f(x) < f(a) (resp. f(z) > f(a)). On dit que
f présente un maximum (resp. un minimum) local (absolu ou strict) en a s’il existe un voisinage B de
a dans X tel que la restriction de f & B présente un maximum (resp. un minimum) (absolu ou strict)
en a. On dit que f présente un extremum (absolu, strict, local...) en a si f présente en ¢ un maximum
ou un minimum (absolu, strict, local...).

Rappelons d’abord que si X est compact et non vide toute application continue f : X — R est bornée
et atteint ses bornes : elle présente un maximum absolu en un point de X et un minimum absolu en
un point de X.

Extremums locaux. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, soit € un ouvert de E et soient
a un point de ) et f: Q — R une application.

a) Si [ est différentiable en a et présente un extremum local en a, alors la forme linéaire df, est
nulle.

b) Si f est de classe C* et présente un minimum (resp. maximum) local en a, la forme bilinéaire
symétrique (d°f)(a) est positive (resp. négative).

c¢) Si f est de classe C?, si df, = 0 et si (d*f)q est définie positive (resp. définie négative) alors
f présente un minimum (resp. maximum) local en a.

9% f 02 f 02 f

@(a), 5= o ay(a) et t = a—yQ(a). Alors (d?f), est définie

Supposons que £ = R% Posons r =

positive (resp. négative) si et seulement si 7t — s> > 0 et v > 0 (resp. rt — s> > 0 et 7 < 0); elle est
positive (resp. négative) si et seulement si 1t — s> > 0et r+t >0 (resp. rt — s> = 0 et r +¢ < 0).

Enfin, si A C E, une fonction f : A — R est dite conveze si son épigraphe Cy = {(z,t) € AXR; t >
f(x)} est une partie convexe de E x R. Cela impose que le projeté A de Cy sur E est convexe.
Remarquons que f est convexe si pour tous a,b € A Papplication ¢t — f(ta + (1 — t)b) est convexe sur
[0,1]. On en déduit que :

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, soit 0 un ouvert convexe de E et soit
f:Q — R une application conveze. Si f est différentiable en a € Q) et df, = 0 alors a est un minimum
absolu de f. Si f est de classe C*, tout point critique de f (i.e. un point a € Q tel que df, = 0) est
un minimum absolu de f.
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8.4 Difféomorphismes

Commengons par une remarque :

Remarque. Soient E et F' des espaces de Banach. L’ensemble U = {T € L(E, F); T inversible} est
ouvert dans £(E, F) et I'application ¢ : T + T~* définie sur U est continue. On a dpr(h) = —T*hT".
En effet, pour h € L(E, F) petit (tel que ||T~*h||| < 1) on peut inverser T+ h = T'(Idg + T~ 'h) a
I'aide d’une série. On aura

(T+h) "= (=T'W*T =T =T 2T + o(||[A]]).
k=0
Il vésulte de la formule dor(h) = =T 'hT~" que ¢ est de classe C*°. En dimension finie, cela résulte

aussi de 'expression de ¢ a I’aide de la comatrice.

Définition. Soient U un ouvert de E et V un ouvert de F. Un difféomorphisme de classe C* de U
sur V est une application bijective f : U — V telle que f et f~! soient de classe C*.

Lemme. Soient U un ouvert de E, V un ouvert de F et soit f : U — V une bijection. Soit a € U.
On suppose que f est différentiable en a, que df, est inversible, et que f~' est continue en f(a). Alors
f71 est différentiable en f(a) et (df ') ) = df; !

Inversible signifie que df, est bijective et df, ' est continue. Bien siir, en dimension finie, inversible
signifie juste que df, est bijective (et alors E et F ont méme dimension) : I'application linéaire df; ' est
alors automatiquement continue.

Démonstration. Posons b = f(a) et L = df,. Puisque f est différentiable en a de différentielle L, on a
f(z) =b+ L(x —a) + ¢(x), ot e(z) = o(||z — al|g). Pour y € V, on a

y=b+L(f(y) —a)+e(f (),

soit L(f*(y) —a) =y —b—e(f (y)). En utilisant 'application linéaire continue L', on obtient donc

fHy) =a+ L7y — fa) = L7 ((f () (*)
Démontrons que le terme L *(e(f *(y))) est un o(||y — b||r). L'égalité (*) nous dira que f~' est
différentiable en b = f(a) de différentielle L'
Soit o > 0. Choisissons a; > 0 tel que 2||L 7 [lay < 1 et 204[|L7H])* < a.

a) Comme £(z) est un o(||z—al|g), il existe 8 > 0, tel que, pour tout x € U satisfaisant |z—al|g < 0,
on ait ||e(x)||r < aq|z — al|g.

b) Comme f~! est continue en b, il existe v > 0 tel que, pour y € V satisfaisant ||y — b||r <, on
ait || £~ (y) — alle < 8.
Soit y € V tel que ||y — b||p < . Posons z = f~'(y). On a ||z — a||z < B, donc ||(z)|| < a1]|z — al|g.
L’égalité (*) nous donne donc ||z — al|g < ||IL7|(ly — bl + ealjz — a|) et, puisque 2||L]|| " oq < 1,
il vient ||z — al|z < 2|||L7|||||y — b||#. Enfin

1L~ e(@))lle < enllZ7 Ml = alle < 204127 HIP(ly — bllr < ally — bl

Cela prouve que L' ((z)) est un o(||y — b||¢), donc £~ est différentiable en b de différentielle L™'. [
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Théoréme d’inversion locale. Soient E et F' des espaces de Banach, soit U un ouvert de E et soit
f:U — F de classe C*. Soit a € U. On suppose que df, est inversible. Il existe un voisinage ouvert
Uy de a tel que la restriction de f a Uy soit un difféomorphisme de classe C* de Uy sur un ouvert de

F.

Démonstration. Pour simplifier les notations, on commence par se ramener au cas d’une fonction g :
Uy CE— E,aveca=g(a) =0 et dgy = 1dg :

Posons Uy = {z € E; z+a € U}. Pour z € Uy, posons g(z) = df, " (f(z-+a)— f(a)) desorte que g est une
application de classe C' de U; dans E satisfaisant g(0) = 0 et dgy = Idg. On a f = Tt@odfeogoT_, ol
T_,: E — E est la translation de vecteur —a, Ty : F' — F est la translation de vecteur f(a). Comme
dfa, T(a) et T, sont des difféomorphismes, il suffit de démontrer que g induit un difféomorphisme d'un
voisinage ouvert de 0 sur un ouvert de F.

Comme g est de classe C*, Papplication x — dg, est continue en 0; donc il existe r € R’ tel que, pour
r € E, si|x|| <ralors ||Idg — dg.|]| < 1/2.

Notons B (resp. B ) la boule fermée (resp. ouverte) de centre 0 et de rayon r, et W la boule ouverte de
centre 0 et de rayon r/2.

Posons V = {z € B; g(x) € W}. Nous allons démontrer que 'application gy de V' dans W déduite
de g est un difféomorphisme.

a) Démontrons que gy est bijective.
Soit y € W. On doit démontrer que I'équation g(x) = y admet une et une seule solution dans
B. Cette équation s’écrit alors h(z) =z, ot h(z) =z — g(z) + y. On a dh = Idg — dg,.
Puisque B est convexe, d’apres linégalité des accroissements finis, ’application h est lipschit-
zienne de rapport 1/2.

1 1
En particulier, pour x € B, on a ||h(z) — h(0)]| < §Hx —0||. I vient [|h(z)]] < ||h(0)] + §||xH <

roor o
B + 3 soit h(B) C B C B. D’aprés le théoréme du point fixe| on a une et une seule solution de

'équation h(x) = z dans B (qui est complet). Remarquons que, puisque h(x) = z et h(B) C B,
onax€B.

On a démontré que pour tout y € W, il existe un et un seul x € B tel que g(x) = y. Comme

z € Bet g(x) € W, on a bien z € V. Cela prouve que gy est bijective.

L est continue.

b) Démontrons que g,
Pour tout z € B, on a ||Idg — dg.||| < 1/2, donc application x +— = — g(z) est lipschitzienne de

rapport 1/2. Pour 2,2’ € B, on a donc ||z —2'|| < |[(z — g(x)) — (' — g(z") || + ||g(x) — g(2")]] <
1 ) 1
Sllz =/ + llg(a) — g(a!) ] T vient, Zllz — ]| < llg(a) — (')
Soient y,y' € W; prenant = = gy (y) et @’ = gy,'(y), on trouve [lg" (y) — gy (V)| < 2lly —¥/'II;
donc g‘jl est lipschitzienne de rapport 2, donc continue : gy est un homéomorphisme.

c) Pour z € V, puisque ||dg, — Idg|| < 1, application dg, est un isomorphisme. Il résulte de la
proposition ci-dessus que gy est un difféomorphisme de classe C*. O

Remarque. On peut démontrer que, si f est un diffeomorphisme de classe C* et que 'on suppose de
plus que f est de classe C*, il en va de méme pour f~'.

C’est une démonstration par récurrence, basée sur le fait que la composée de deux fonctions de classe
C* est de classe C* (prop. p. : hypothése de récurrence nous dit que =1 est de classe C*7!, on
écrit que l'application b — df, U est la composée de f~!, de lapplication a +— df, et de I'application
L+ L7 (de classe C*°) de I'ouvert des applications linéaires continues inversibles de E dans F' dans
I'espace de Banach £(F, E). Donc b+ df; ! est de classe C* ' et f est de classe C*.
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Théoréme des fonctions implicites. Soient E, F et G des espaces de Banach, soit U un ouvert
de E x F et soit f: U — G une application de classe C*. Soit a = (b,c) un point de U. On suppose
que f(a) =0 et que la différentielle partielle (daf)a : F' — G est inversible. Alors il existe des ouverts
V,W de E et F et une application g : V — W de classe C* tels que (b,c) € V x W C U, g(b) = c et,
pour (z,y) € V x W on ait Uéquivalence f(x,y) =0 <= y = g(z). On a dg, = —(dof); "' o (di f)a.
Si f est de classe C*, il en va de méme pour g.

Démonstration. Pour (x,y) € U, posons ¢(x,y) = (z, f(z,y)). On définit ainsi une application de
classe C' de U a valeurs dans E x G. L’application ¢ est de classe C' et

dpa(h, k) = (h,df,(h, k) = (h,dy fo(h) + dafa(k)).

Résolvant 'équation dy,(h, k) = (u,v), on en déduit que dp, est bijective et sa réciproque donnée par

de,  (u,v) = (u,do fy ' (v) = dofy o di faluw))

est continue.

D’apreés le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U; C U de a tel que ¢(U;) C E X G
soit ouvert et ¢ induise par restriction un difféomorphisme de classe C* (Ck si f est supposé de classe
C*) de Uy sur p(Uy). Notons v : p(Uy;) — Uy son application réciproque. Comme ¢(z,%) = (z, f(x,y)),
il existe une application h : p(U;) — F telle que, pour (z,y) € ¢(U;) on ait ¥(z,y) = (z, h(zx,y)).
Comme (b, c) = (b,0) et dip,g = dy, ", il vient dhyo(u,v) = dof;  (v) — daof; ' o dy fulu).

Pour (z,y) € Uy, on a

flr,y) =0 <= o¢(z,y) = (2,0
= (7,0) € p(U1) et (v,y) =(,0)
<~ y=h(z,0).

1l suffit alors de poser g(z) = h(z,0). L’application g est bien de classe C' et on a dg, = —(dof), "' 0
(dlf)a-

Enfin, comme U; C E X F' est un voisinage ouvert de a = (b, ¢), il existe un voisinage ouvert V; de b et un
voisinage ouvert W de c tels que V3 x W C U;. On pose alors V = {z € Vi; (2,0) € p(U;), g(x) € W}
qui est un ouvert de F. O

Ce théoréme s’interpréte de la maniére suivante :

Donnons nous une partie X de R" (sous-variété) donnée par une équation cartésienne de la forme
f(zy,...,2,) = 0 o f est une application de classe C* d'un ouvert U de R™ dans R? (avec ¢ < n) -
autrement dit X = {M € R"; f(M) = 0}. Soit A = (a4, ..., a,) un point régulier de X, c’est a dire un
point en lequel df 4 est surjective. On écrit n = p+q et R” = RP xR?. Quitte & permuter les composantes
de R", on peut supposer que la restriction de df4 a {0} x R? est bijective. Alors on peut trouver une
équation paramétrique locale de X : il existe un voisinage ouvert V C RP de B = (ay,...,a,) et une
application g : V — R? de classe C* telle que les points de X « proches de A » sont les points de la
forme h(P) = (P,g(P)) avec P € V.

Notons aussi que le théoréme des fonctions implicites donne aussi la direction dhg(RP) du tangent a
X, puisque dhp(RP) = kerdf4. Le sous-espace affine de R™ tangent & X est donc l'espace d’équation

df1(AM) = 0.

En particulier, considérons une courbe C dans R* d’équation f(x,7) = 0 (ot f est une fonction de classe
C* définie sur un ouvert de R?). Donnons-nous un point régulier (a,b) € C. Cela signifie que f(a,b) =0
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0
et que les dérivées partielles —f( ,b) et a—f(a, b) ne sont pas toutes les deux nulles. Supposons, quitte

oz

0 . o .
a échanger les coordonnées, que —f(a,b) # 0. Le théoréme des fonctions implicites nous dit que C

dy
admet au voisinage de (a,b) une paramétrisation de la forme y = g(x) avec g de classe C* définie
au voisinage de a et telle que g(a) = b. La tangente a C en (a,b) est la droite affine d’équation

(x—a)gf(a b) + (y —b)g—g(a,b):O.

8.5 Exercices

x3+y3s,< ) # (0,0) et £(0,0) = 0. Démontre
xQ—i—yle’y : ,0) = 0. Démontrer

que f est différentiable sur R? \ {(0,0)}. Est-elle différentiable en (0, 0) ?

8.1 | Exercice. Pour (z,7) € R? posons f(z,y) =

8.2 Notons f: M,(R) — R I'application M +— det M.

1. Démontrer que f est de classe C'.

Le but de cet exercice est de donner plusieurs méthodes pour calculer la différentielle de f en
une matrice A € M, (R). On note A la comatrice de A.

2. a) En utilisant la formule det(exp M) = ¢™®™) calculer la différentielle de f en I,,.
b) En déduire que I'on a dfa(M) = Tr(M'A) si A est inversible.
¢) En déduire que I'on a df4(M) = Tr(M ‘A) pour tout A € M, (R).

3. Démontrer directement cette formule en calculant les dérivées partielles de f.

8.3 [Exercicel 1. Soient F, F' et G des espaces de Banach réels. Démontrer que toute application
bilinéaire continue ¢ : £ x F' — G est différentiable et calculer sa différentielle.

2. Soient F et F' des espaces de Banach réels. Démontrer que toute application quadratique ¢ :
E — F est différentiable et calculer sa différentielle.

8.4 Pour (z,y) € R?, on pose f(z,y) = 2° + y* — 3zy.

1. Calculer df.
2. En quels points de R? 'application df est-elle nulle ?

3. Pour chacun de ces points déterminer s’il s’agit d’'un maximum ou d’'un minimum local ou global.

8.5 [ Exercicel Soient I C R un intervalle ouvert, 2 un ouvert de R" et soit f : I x Q2 — R une
application. On suppose que pour tout ¢ € I 'application x — f(t,z) est continue sur €2, que pour

tout x € Q Papplication t — f(¢,x) est dérivable sur I et que sa dérivée (t,x) — ——(t,x) est bornée

ot

sur (tout compact de) I x €. Démontrer que f est continue.

8.6 . (Proposé par David Hermann). Soient a,b: R — R et h : R* — R des applications de
classe C'. Démontrer que la fonction f : R — R définie pour € R par :

) = / Wt ) dt

est dérivable, et calculer sa dérivée.
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8.7 (Prolongement de la différentielle - voir exerc. . Soient E, F' des espaces de Banach
(ou des espaces vectoriels normés de dimension finie). Soit U C E un ouvert et soient f : U — F une
application et a € U. On suppose que f est continue sur U et différentiable en tout point de U \ {a}.
On suppose de plus que df, a une limite L € L(FE, F') lorsque x — a. Démontrer que f est différentiable
en a et df, = L.

8.8 Soient E, F' des espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit U C E un ouvert

et soit (f;) une suite de fonctions de classe C* de U dans F. On suppose que la série de fonctions de

terme général f; converge uniformément sur les parties compactes de U vers une fonction g et que,

pour tout compact K C U, la série de terme général sup |||(dfx).||| est convergente. Démontrer que ¢
zeK

est de classe C.

8.9 (Point de Fermat) Soit E un espace affine euclidien et soit A € E. Notons f4 'appli-
cation M — AM qui & M € E associe sa distance a A.

1. Démontrer que f4 est de classe C*° dans E \ {A}. Calculer sa différentielle en un point @ # A.

Soient A, B, C' trois points non alignés de E. Posons f = f4 + fs + fc-.
2. a) Démontrer que f atteint son minimum en un point au moins.
b) Etablir que la fonction f est strictement convexe sur E.

¢) En déduire que f posséde un unique minimum situé dans le plan affine contenant le triangle
ABC.
On note F' le point en lequel f atteint son minimum.

3. Supposons que f atteigne son minimum en un point F' de FE \ {4, B,C}.
a) Etablir que ce point satisfait a I’équation suivante : FA/FA+ FB/FB + FC/FC =

b) Démontrer que les trois angles sous les quels le point F voit les cotés du triangle sont égaux
a 2m /3. (On dit pour cela que F' est le centre optique du triangle ABC).

0.

4. On suppose que I'un des angles du triangle ABC' est supérieur ou égal a 27 /3. Démontrer que
F est 'un des sommets. Lequel 7

5. On suppose qu’aucun des angles du triangle ABC n’est supérieur ou égal a 27/3. Démontrer
qu’il existe un centre optique de ABC'.

6. Compléments et construction de F.
a) Dans quels cas est-ce que F' coincide avec le centre de gravité G'?

b) Le triangle ABC' est bordé extérieurement par trois triangles équilatéraux BCA', CAB’ et
ABC'. Démontrer que F est situé sur les cercles circonscrits de ces trois triangles.

c) Calculer la mesure de l'angle A'FC et en déduire que A, F, A" sont alignés. En déduire que
les droites AA’, BB' et CC’ sont concourantes en F.

8.10 Pour (z,y) € R?, posons F(x,y) = x —y + sinzy.

1. Démontrer qu’il existe un intervalle ouvert I contenant 0 et une fonction f : I — R de classe
C" tels que f(0) = 0 et, pour tout x € I on ait F(z, f(x)) = 0.

2. Calculer f(0).

3. Démontrer que f admet en 0 un développement limité & I’ordre 2 et calculer ce développement.
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8.11 Pour (z,y,2) € R?, on pose f(z,y,2) = a® +y*+2° =3 et g(x,y,2) = 2” — 3wy +22°.
Considérons I'application F' : R®* — R? définie par

F(x,y,2) = (f(z,y,2),9(z,y, 2)).

1. Calculer dF.

2. Démontrer que la matrice

of af
8_y(1’1’1) 5(1,1,1)
dg dg
8y(17171) 82(1’1’1)

est inversible.

3. Démontrer qu’il existe un intervalle J centré en 1 et des applications ¢ : J - Ret v :J - R
de classe C" telles que (1) = 4(1) = 1 et pour tout = € J on a F(z, p(z),¢(x)) = 0.

4. Calculer les (1) et ¥'(1).

8.12 Soit U un ouvert de R? et soit f : U — R une fonction de classe C". Soit (2, o) € U
tel que (azg,yo) # 0. Posons zy = f(xo,%0)-
Y

1. Démontrer qu’il existe un voisinage ouvert V' de (zg, 29) et une application F' de classe C* tels
que, pour tout (x,z) € V on ait

(x,F(x, z)> eU et f(m,F(x, z)> = z.

Indication. On pourra considérer lapplication ¢ : (z,y) — (x, f(z,y)).

. OF oF . of
2. Soit (z,z) € V. Posons y = F(x, z). Calculer %(x,z) et g(x,z) en fonction %(x,y) et
ay 7y °

8.13 . Notons F I'espace vectoriel réel des matrices 2 x 2 (& coeflicients réels - ou complexes ;
on peut aussi prendre des matrices n x n) et f : E — E I'application A — A2

1. Démontrer que I'application f est différentiable et déterminer sa différentielle df.

2. Notons I € E la matrice identité. Démontrer qu’il existe des voisinages ouverts U et V' de [ tels
que f induise un difféeomorphisme de U sur V.
3. Démontrer qu’il existe un voisinage W de I, contenu dans V| tel que, pour A € W, la suite (M,,)

1
définie par My = I et M, 1 = M,, — §(M3 — A) converge vers 'élément B € U tel que B* = A.

8.14 [Exercicel 1. Soit E un espace vectoriel normé, soit U un ouvert de E, soit a € U et
soient f,g : U — M;(K) des applications différentiables en a. Démontrer que 'application
x+— f(z)g(z) est différentiable en a et calculer sa différentielle.

2. Démontrer que I'application A — A™ de M (K) dans lui méme est de classe C' et calculer sa
différentielle en un point A de My (K).

3. Démontrer que I'application A +— exp A de M (K) dans lui méme est de classe C.
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8.15 Soit F un espace de Banach et soit f : E — FE une application de classe C'.
On suppose qu'il existe k € R, avec k < 1 tel que pour tout x € E, on a [|df.]]| < k. On pose

F(z) =z — f(x).
1. Démontrer que 'application f est lipschitzienne.
2. a) Soit a € E. Démontrer que I'équation z = f(x) + a admet une et une seule solution dans F.
b) Démontrer que I'application F' est bijective.

3. Démontrer que F est un diffeomorphisme de classe C' de E sur E.

8.16 On note || || la norme euclidienne de R™. Soit F' : R™ — R™ de classe C'. On suppose
qu’il existe une norme N sur R" telle que pour tout z,y € R", on ait N(F(z) — F(y)) > N(z — y).

1. Démontrer que F' est injective.
2. Soit a € R"™.

1
a) Soit z € R". Démontrer que la fonction ¢t — 7 (F (a+tz)—F (a)> admet une limite lorsque
t — 0. En déduire que N<dFa(x)> > N(x).

b) Montrer que dF, est bijective.

c¢) Soient () : R" — R une application différentiable et a € R"™. On suppose que (d(Qo F)), = 0.
Démontrer que (dQ)p() = 0.

d) Démontrer qu’il existe un voisinage ouvert U de a et un voisinage ouvert V' de F(a) tels que
la restriction de F' soit un difféomorphisme de U sur V.

3. Démontrer qu'il existe k € R’ tel que, pour tout z,y € R", on ait ||F(z) — F(y)|| = kllz — y|.
4. Soit b € R™. Pour u,z € R", posons Q(u) = [lu — b[|* et p(z) = Q o F(z) = ||F(z) — bHZ.
a) Démontrer que @) est différentiable et donner une expression de d@.

b) Démontrer que pour tout € R", on a ||[F(z) — b|| + ||b — F(0)|| > k||z||. En déduire qu’il
existe R € R’ tel que 'on ait ||z]| > R = ¢(z) > ¢(0).

c) Notons B la boule fermée de R" de centre 0 et de rayon R. Démontrer que 'on a
inf{p(2); z € R"} =inf{p(z); z € B} et que cet «inf » est atteint en un point a de B.

d) Démontrer que F'(a) = b.

5. Démontrer que F' est un difféeomorphisme de R" sur R".

6. On se propose de donner une autre démonstration de la surjectivité de F.
a) Déduire de la question 2.d) que F(R") est ouvert dans R".

b) Soit (x,) une suite de points de R" tels que la suite (F(z,)) soit convergente. Démontrer
que la suite (z,,) est de Cauchy.

¢) Démontrer que F(R") est fermé dans R".

d) En déduire que F' est surjective.

8.17 Inversion globale et décomposition polaire.

1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, soit {2 un ouvert de E et soit f : 2 — F une
application de classe C'. On suppose que f est injective et que, pour tout a € €2, df, est bijective.
Démontrer que f(9) est ouvert et que f est un diffeomorphisme de classe C* de Q sur f(Q).
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2. Application : (Décomposition polaire) démontrer que l'ensemble Sy (n) des matrices carrées
d’ordre n symétriques définies positives est ouvert dans l'espace vectoriel S(n) des matrices
symétriques et que I'application T' — T? est un difféomorphisme de S, (n) sur lui-méme. En
déduire que l'application (U, T") — UT est un homéomorphisme de O(n) x S;(n) — GL(n;R).
(On peut démontrer ce méme résultat en utilisant la compacité de O(n) - ¢f. exerc. [4.16).

8.18 [ Exercicel Méthode de Newton a plusieurs variables. Soit E un espace vectoriel normé de di-
mension finie, soit U un ouvert de E et soit f : U — E une fonction de classe C?. Soit a € U tel que
f(a) = 0. On suppose que df, est bijective. On sait (remarque p. que 'ensemble V' des b € U tels
que dfy, soit bijective est ouvert. Pour z € V, on pose g(z) = x — (df,)”" f(x). Démontrer qu'’il existe
un voisinage V; de a tel que, pour x € Vj, il existe une suite (z,) dans V telle que, g = z et, pour
[Zn41 — all

— 0.
[t

tout n on ait g(x,) = z,41 et convergeant rapidement vers a, i.e. telle que

8.19 . Extremums liés. Donnons-nous une surface S C R* d’équation f(z,y,z) = 0 ol f est
une fonction de classe C* définie sur un ouvert  de R* a valeurs réelles. Soit A = (a,b,c) un point
régulier de S (i.e. df4 # 0). Soit g : @ — R une fonction de classe C*. On suppose que la restriction
de g & § présente un extrémum local en A. Démontrer que dga est proportionnel a df 4.

8.20 Théoréme du rang constant. Soit € un ouvert de R", et soient A € Q et f: Q — R?,
une application de classe C'. On suppose que rg(dfx) est constant pour X € €.

Démontrer qu’il existe
e desouverts U CR™, U' C Qet V,V' CRP tels que A e U et f(U')CV';
e des diffSomorphismes ¢ : U — U’ et ¢ : V' — V de classe C*, tels que, pour X = (11,...,2,) €
U on ait
o fop(xy,...,xn) = (T1,...,2,,0,...,0) ou 7 =rg(dfa).
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9 Equations différentielles

Ici, la référence de base (en plus des classiques...) est [Dem]. (voir biblio. p.
219D

Une équation différentielle (scalaire, d’ordre n) est une équation du type
ft,z, 2 2", ... ™) =0.

Une solution de cette équation est une fonction n fois dérivable x : I — K ou I est un intervalle de
R d’intérieur non vide et K = R ou C. Quitte a étudier les équations différentielles vectorielles i.e. x
est a valeurs dans K", on peut toujours se ramener au cas des équations d’ordre 1. On peut aussi en
général, a I'aide du théoréme des fonctions implicites, se ramener & des équations différentielles du type
X' =g(t, X).

Le probléeme de Cauchy pour une telle équation consiste a trouver « la » solution X définie sur un

intervalle J le plus grand possible satisfaisant aux données initiales X (ty) = Xo

En physique, en chimie, en économie..., plusieurs phénomeénes sont décrits a l'aide d’équations différen-
tielles. Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz qui affirme I'existence et unicité de la solution du probléme de
Cauchy, dit que ces équations différentielles déterminent bien le phénoméne : si on connait I’équation
différentielle et les données initiales on a déterminé toute I’évolution de notre systéme.

On dispose de méthodes générales pour « résoudre » plusieurs équations différentielles, i.e. pour expri-
mer les solutions & 'aide de fonctions usuelles. Une autre étude, ’étude dite qualitative, peut-étre plus
intéressante encore - que nous n’aborderons ici que dans des exemples - consiste a étudier les solutions
d’une équation différentielle, sans pour autant pouvoir les exprimer.

9.1 Equations différentielles linéaires
9.1.1 Théoréme d’existence et unicité
Un systéme d’équations différentielles linéaires est une équation de la forme
X'=A(t)X + B(t), (E)
ou A (resp. B) est une application continue d’un intervalle I dans M, (K) (resp. K" - ici K = R ou C).

Une solution de ce systéme est une fonction X : I — K" de classe C! et telle que, pour tout t € I, on
ait X'(t) = A(t) X (t) + B(t).

Une petite remarque sur les notations. La notation ici est assez impropre. Pour bien montrer que A n’est pas
supposée constante sur I'intervalle I, on fait figurer la variable I dans ’équation. Quand on parlera des des
systémes linéaires a coefficients constants, on écrira X’ = AX + B(t) pour signifier que A € M, (K) est une
matrice indépendante de la variable ¢, alors que B est une fonction de I dans K".

Théoréme de « Cauchy-Lipschitz linéaire » (Existence et unicité de la solution sur I du probléme
de Cauchy). Pour tout ty € I et Xy € C", il existe une et une seule solution X : I — C" de I’équation
(E) telle que X (ty) = Xo.

L’équation homogeéne associée a (F) est
X' = A()X. (H)



L’ensemble Sy des solutions sur I de (H) est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des fonctions
de classe C! de I dans K". D’aprés le théoréme d’existence et d’unicité, pour ¢, € I, I'application
X — X(ty) est un isomorphisme de Sy sur K", donc dim Sy = n.

L’ensemble Sk des solutions de 1'équation différentielle (F) est un espace affine de direction Sy. Pour
résoudre une équation différentielle du type (F), on doit alors résoudre (H) et trouver une solution
particuliére de (F) : la solution générale de (F) est somme de la solution générale de (H) et d’une
solution particuliere de (E).

Application. Soient a, b, c¢ des fonctions continues sur un intervalle I et & valeurs complexes. Consi-
dérons I'équation différentielle linéaire du second ordre

"+ a(t)r’ + b(t)x = c(t) (E2)

dont Iinconnue est une fonction x : I — K de classe C*. On se raméne a un systéme du premier ordre
en posant y = 2’ et en résolvant le systéme

-0 )0-(2)

On en déduit un théoréme d’existence et unicité du probléme de Cauchy correspondant :
pour tout ty € I, tout (xo,y0) € K* il existe une unique fonction x : I — K de classe C? telle que
z(ty) = o, 2'(to) = yo et, pour tout t € I, on ait 2" (t) + a(t)x'(t) + b(t)z(t) = c(t).

9.1.2 Wronskien

Soit I un intervalle non vide et soient z1, x5 : I — K deux solutions d’une équation différentielle linéaire
homogéne

(H) " +a(t)x’ + b(t)r =0

ou a,b: I — K sont des fonctions continues (K =R ou C).

zy(t) 25(t)
(1) w2(t)
C’est une fonction de classe C* sur I et, pour ¢t € I, on a :

w'(t) = 2 (t)zs(t) - () 1(t) + 21 (D)5(t) — 5(8)a) (
= Et :v’l( (t) = @5 (t)a1(1)) — b(t) (21(t)72(t) — 22(t)21 (1))
t

Posons w(t) =z} (t)xo(t) —ah(t)z1(t) =

‘. L’application w s’appelle le wronskien de (1, x2).

= —a w

En d’autres termes, le wronskien w est solution de ’équation différentielle linéaire w' + aw = 0.
Soit A : I — K une primitive de a. Il existe donc une constante £ € K telle que, pour tout ¢t € I on
ait w(t) =k e~ M Si k =0, alors w est identiquement nul; si k # 0, alors w ne s’annule pas sur I.

/
. . . . . . t
Si 1,29 sont deux solutions indépendantes de 'équation différentielle (H), les vecteurs (xl( )) et

J]l(t)

t . . .
<i2g t;) sont indépendants et ’on retrouve qu’ils restent alors indépendants sur tout 1.
2

Plus généralement, si Xi,..., X, sont des vecteurs-colonne solutions de 1'équation X' = A(t)X, ou
A: I — M,(K) est une application continue, alors 'application w : ¢ — det (X1(¢), ..., X,(t)), encore
appelée wronskien, est solution de I’équation différentielle w’ = Tr (A(t)) w (voir exerc. .
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9.1.3 Meéthode de la variation des constantes

Supposons que l'on ait résolu (H) et que 1'on cherche a résoudre (F). On dispose alors d’une base de

solutions (X7,...,X,) de H. Les solutions de (H) sont de la forme X = Zini ou les y; sont des

i=1
constantes. La méthode de variation des constantes consiste a considérer les y; comme des fonctions.

Pour tout ¢ € I, notons R(t) la matrice carrée dont les vecteurs colonnes sont les X;(¢). Remarquons
que, pour tout t € I, comme 'application X +— X (¢) est bijective de Sy sur K", (X;(t),..., X,(t)) est
une base de K", donc la matrice R(t) est inversible. La solution générale de (H) s’écrit X (t) = R(t)Y
ou Y € K" est un vecteur colonne (constant).

En termes matriciels, la méthode de variation des constantes consiste donc a chercher les solutions
de (E) sous la forme X (t) = R(t)Y (t) - ce qui est légitime puisque I'application R est de classe C e,
pour tout ¢ € I, la matrice R(t) est inversible. On a alors X'(¢t) = R'(t)Y (t) + R(t)Y'(t). Remarquons
que R'(t) = A(t)R(t) pour tout ¢, de sorte que (E) est équivalente & R(t)Y'(t) = B(t), soit Y'(t) =
R(t)'B(t).

Dans le cas de I’équation différentielle linéaire du second ordre (équation (E2)), on suppose avoir trouvé
deux solutions indépendantes z; et xo de I'équation z” + a(t)z’ + b(t)z = 0. On applique la méthode
de variation des constantes a I'équation (E') ci dessus.

On a donc 'énoncé suivant :

Proposition. Soit I un intervalle ouvert non vide et soient a,b,c : I — K des fonctions continues.
Sotent x1 : I — K et x5 : I — K deux solutions indépendantes de l’équation différentielle homogéne
(H) 2" +ax' +bx=0.
a) Soit x : I — K une fonction de classe C*. Il existe un unique couple (M1, \2) de fonctions de
classe C* de I dans K telles que, pour toutt € I, on ait

{x’(t) = M(Bzi(t) +  Aa(t)r5(?)

b) La fonction x est solution de l'équation différentielle linéaire (E) x" + ax’ + bx = ¢ si et
seulement si les fonctions A1, Ay définies en (a) vérifient, pour tout t € I :

{M(lf)x’l(t) + X(Day(t) = ot
N @®)z1(t) + My(t)xa(t) = 0.

/ /
Remarquons que 'assertion (a) résulte de ce que la matrice 7y () @5(1) est inversible.
z1(t) @2(t)

L’assertion (b) est la méthode de variation des constantes pour le systéme

G- )0-(9)

Il arrive que l'on ne dispose que d’une solution « évidente » de I'équation z” + a(t)x’ + b(t)x = 0. Si
cette solution y ne s’annule pas sur I, on va chercher une solution de (E2) sous la forme z = yz.
L’équation devient 2"(t)y(t) + 2'(t)(2y'(t) + a(t)y(t)) + 2(t)(y" (¢) + a(t)y'(t) + b(t)y(t)) = c(t), soit
Z'()y(t)+ 2" (6)(2y'(t) + a(t)y(t)) = c(t) qui est une équation différentielle linéaire du premier ordre en
2.
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9.1.4 Systémes différentiels a coefficients constants

On a vu que pour résoudre (E), « il suffit » de résoudre (H). Voici deux cas ou l'on peut « facilement »
résoudre (H) :

a) lorsque n = 1; dans ce cas, on a a résoudre 2’ = a(t)x; sachant qu’une solution non identique-
/

ment nulle ne s’annule pas sur I, on cherche une solution non nulle en écrivant - a(t), puis
x
In|z(t)| = f(t) + c ou f est une primitive de a et enfin, z(t) = kexp(f(t)).

b) Lorsque la matrice A est constante. C’est ce cas que nous étudions maintenant.

Lorsque A est diagonale, triangulaire. Lorsque A = diag(a;) est diagonale, la résolution du
systetme X' = AX + B est de la forme 2, = a;x; + b;(t) pour tout i. Il revient donc a résoudre n
équations différentielles « indépendantes ».

Lorsque la matrice A est triangulaire supérieure, on résout les équations en cascade : la derniére

équation s'écrit al, = apnT, + by(t); pour k < n, la k-iéme équation s'écrit x), = agrxy + 21(t) ou

zk(t) = b(t) + Z ar,;x;(t) a déja été décrit.
j=k+1

Changement de base. Soit P une matrice inversible telle que D = P 'AP soit diagonale - ou
triangulaire. Ecrivons X = PY. L’équation X' = AX devient Y’ = DY, que l'on sait résoudre.

Exponentielle de matrices. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie ; mu-

nissons £ d’une norme quelconque (elles sont toutes équivalentes!) et L(E) de la norme ||| ||| associée.
Comme |[[|go fl|| < [llglllIlfIll et que I'espace vectoriel normé de dimension finie L(E) est complet, pour
n 10 rp
tout f € L(F) la série de terme général f—' converge. On note exp(f) = Z ~ sa somme.
n! n!
n=0

Fixons f € L(F). En dérivant sous le signe somme, on trouve que I'application ¢ : ¢ — exp(tf) est
dérivable et que 'on a ¢'(t) = fop(t) = ¢(t) o f.
En termes de matrices, si on pose R(t) = exp(tA), lapplication ¢t — R(t) est dérivable et l'on a
R'(t) = AR(t). En particulier,
a) pour tout Y € K", lapplication ¢ — exp(tA)Y est solution de I’équation différentielle X' = AX
(sur tout R);
b) si B: I — K" est une application continue, la solution au probléme de Cauchy X' = AX + B(t)
t
et X (tp) = Xo est donnée par X(t) = exp((t — tg)A) - Xo + / exp((t — s)A) - B(s) ds.

to

Cas des équations différentielles scalaires a coefficient constants d’ordre 2. On rencontre
dans de nombreux problémes issus de sciences expérimentales (ressorts, circuits RLC...) des équations
du type az” + bx’ + cx = ¢ ot a,b,c € R sont des constantes et ¢ est une fonction continue sur un
intervalle de R. Nous disons ici deux mots sur le systéme homogeéne associé azx” + bz’ +cx =0 (H)
(voir aussi 'exercice 8.23 du livre d’algebre de la méme collection).

Soit r € C. L’application t + €™ est solution de 'équation différentielle (H) si et seulement si r est
racine du polynoéme aX? + bX + c. On distingue alors trois cas

a) Si A =b*—4ac > 0, on a 2 racines réelles distinctes r; < 7 et la solution générale de (H) s’écrit
t = Ae™ 4+ \ye™! ol A1, A2 sont deux constantes.
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b
b) Si A =0, alors r = ~5a est racine double et on obtient deux solutions de (H) indépendantes
a

t e et t — te'. La solution générale de (H) s’écrit t > (A + Aot)e™™.

c¢) Si A =0b* — 4ac < 0, les racines de ce polynome sont de la forme r + iw avec r € R et w € R ;
la solution générale complexe de (H) s’écrit t +— A et 4\ om0t oy A1, Ay sont deux
constantes ; la solution générale réelle de (H) s’écrit ¢ — (A coswt + Agsinwt)e™.

Application : circuits RLC. On peut modéliser un circuit RLC par un graphe fini d’ensemble de
sommets S et d’ensemble d’arétes A.

Pour chaque aréte a € A choisissons (arbitrairement) une orientation; on a deux applications de A
dans S : Iapplication source s : A — S et I’application but b: A — S.

Le fait que le graphe est non orienté signifie que ’on peut parcourir une aréte dans les deux sens. On
suppose que le graphe est connezre : on peut passer d’'un sommet & un autre, par un chemin qui suit
des arétes (sinon on a plusieurs circuits...).

A chaque sommet et & chaque aréte du graphe on associe

e une fonction de classe C' définie sur un intervalle J (le temps) et & valeurs réelles ;

e une équation reliant ces fonctions.
La fonction associée a un sommet s € S s’appelle le potentiel électrique et est notée U. En fait, ce sont
juste les différences de potentiel qui comptent - on peut choisir un sommet sy et décréter que U, = 0.

La fonction associée a une aréte a € A s’appelle I'intensité I,. Si on change 'orientation de a, on change
juste I, en —1I,.

Pour chaque sommet s I’équation dit : « La somme des intensités des arétes partant de s est nulle. »
Cela signifie que la somme des intensités des arétes de source s est égale a la somme des intensités des
arétes de but s. On peut remarquer qu’on peut réduire d’un ces équations - puisque en additionnant

toutes les équations on obtient I’équation Z I, = Z I,...
acA acA

Les équations des arétes relient I'intensité I, et la différence de potentiel V, = Us(,) — Up(q). Les arétes
sont de 4 types :

Générateur. Dans ce cas I'équation dit que V, est une fonction (de classe C'*) prescrite.
Résistance. L’équation s’écrit V, = R,1, ou R, est une constante : la résistance de a.
Bobine. L’équation s’écrit V, = LI ou L, est une constante : I'impédance de la bobine a.
Condensateur. L’équation s’écrit C, V) = I, ot C, est la capacité du condensateur a.

Lorsque les équations sont bien posées (du point de vue physique il n’y a pas de court circuit), on réduit
le systéme a Card(A)+ Card(S) —1 équations a Card(A)+ Card(S) — 1 inconnues a ’aide des équations
linéaires des sommets et des résistances et affines des générateurs. On se raméne alors aisément a une
équation différentielle du type X' = M X + B ou M est une matrice carrée d’ordre n = n. + ny, ou ng
est le nombre de condensateurs et n;, celui de bobines.

Traitons rapidement un exemple :
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RLC en série. Ici le graphe du circuit est un carré de sommets s, t, u, v
et d’arrétes st,tu,uv,vs, la premiére lettre étant la source. On suppose

que st est un générateur de fonction E, tu est une résistance R, uv est ETC) § L
une bobine d’'impédance L et vs un condensateur de capacité C'.
D’apres les équations aux sommets, toutes les intensités sont égales. | |

On pose I = Iy = Iy, = I, = L. s | v

Les équations aux arétes sont Vyy = F, Vi, = RI, LI' =V, et CV), = 1I.

Enfin on a Vi + Vi, + Vi + Vs = Us — Uy = 0. On choisit comme inconnues, I et W = V,,, de sorte
que les autres quantités s’expriment en fonction de ces deux quantités V,,, = RI, V,,, = —E — RI — W.
On obtient donc le systéme d’équations différentielles

1

W= 1y
T

R

(5)
E

1
r = ——w - 2y
L L L
qui se raméne aussitot a une équation du second ordreLC W + RCW'+ W + E =0 (et I = CW’).

On a vu ci-dessus la forme des solutions du systéme homogeéne associé.

Si E est un signal sinusoidal F = Ej cos(wt + @), on peut chercher une solution particuliére en écrivant
E comme partie réelle de Ege'@*%) et en cherchant W sous la forme de partie réelle de ¢ — Woe™*

. E.e'®
(avec Wy € C). On écrit alors Wy(—LCw? + iwRC + 1) + Eye'? = 0, donc Wy = 00 —OiiJRC' Tk

9.2 Notions sur les équations différentielles non linéaires
9.2.1 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soient U un ouvert de R x R" et f : U — R" une application continue. On considére 1’équation
différentielle X’ = f(¢, X). Une solution de cette équation est donc donnée par un intervalle J et une
application X : J — R" de classe C" telle que, pour t € J, on ait (t, X(t)) € U et X'(t) = f(t, X(t)).

Remarquons qu’une équation du second ordre X" = f(t, X, X') (ainsi que les équations différentielles de

. i X :
tout ordre) se rameéne a une équation du premier ordre Z' = ¢(t, Z) en posant Z = (Y) ou la fonction

/. . n n N n n X — Y
g est définie (dans un ouvert de R xR™ xR"™ et a valeurs dans R" x R") par g (t, (Y)) = (f(t, X, Y))

Théoréme de Cauchy-Lipschitz local. Soient U un ouvert de R x R" et f : U — R" une
application de classe C*. Soit (ty,x¢) € U.
Existence. Il existe un intervalle ouvert J C R contenant to et une solution X : J — R" de
Uéquation différentielle X' = f(t, X) telle que X (to) = xo.
Unicité. Soient I et J des intervalles ouverts contenant tg et X : I — R" et Y : J — R" deux

solutions de l’équation différentielle X' = f(t,X) et telles que X (tg) = Y (to). Alors X etV
coincident sur 1 N J.

105



L’hypothése faite sur f (de classe C'') est un peu trop forte. L’existence et I'unicité restent valables si on
suppose que, 'application f est continue et localement lipschitzienne en la seconde variable. Localement
lipschitzienne en la seconde variable signifie que tout point (o, ) de U il existe un voisinage U’, inclus
dans U et une constante L € Ry tels que ||f(¢,z) — f(t,y)|| < L||z — y|| pour tout t € R et z,y € R"
tels que (t,z) € U' et (t,y) € U'.

Idée sur la démonstration. Le probléme de Cauchy est équivalent au probléme suivant :

X(t) =z —|—/t fu, X(u)) du

que 'on considére comme un probléme de point fixe d’une application X +— F(X) d’un ensemble
C(J,V) de fonctions continues F' : J — V ou J est un segment contenant ¢y, dans son intérieur et V' est

t

un voisinage fermé de xy dans R" tels que J x V' C U et F(X) est la fonction ¢t — .7:0—1-/ f(u, X(u)) du.
to

Remarquons tout de suite que, si X : J — R" vérifie (¢, X (t)) € U pour tout t € J, alors F(X) : t —

t
xo +/ f(u, X(u)) du est dérivable sur J - donc continue et (F'(X))(t)" = f(t, X (¢)).
to

Nous allons démontrer que, en choisissant bien J et V', I’application F' sera une application contractante
de C(J,V) dans lui-méme - lorsque 'on munit C'(J, V') d’'une distance de convergence uniforme.

On fixe une norme || || sur R”. Considérons un intervalle fermé Jy, avec t, € Jy et un voisinage convexe
(en pratique une boule) V' de xq tels que
e JyxV CU,

e la fonction f est bornée sur Jy x V.
e la différentielle (dyf) : R™ — R™ par rapport a la variable x est bornée sur Jy x V.
On note M un majorant de {|| f(¢,z)||; (t,x) € JoxV} et L un majorant de {|||dafr |l (t,2) € JoxV}.

D’aprés I'inégalité des accroissements finis, pour (z,y) € Vet t € Jy,ona || f(t,z)— f(t,y)|| < L|jz—yl|
(puisque V' est supposé convexe).

On choisit o € R suffisamment petit pour que l'on ait :
a) J =ty —a,to+a] C Jy;
b) la boule fermée de centre xy et de rayon M soit contenue dans V.
¢) La < 1.

t
Pourt e Jet X :J —V, on aalors z —I—/ f(u, X(u))du € V d’aprés la condition (b) : autrement
to

dit F(C(J,V)) € C(J, V).

Muni de la norme convergence uniforme || X||o = sup{|| X (¢)||; ¢t € J}, I'espace C(J,R"™) des fonctions
continues de J dans R" est un espace de Banach.

Comme V est supposé fermé, le sous-ensemble C(J, V) C C(J,R") est fermé, donc complet.
Pour X,Y € C(J,V) et pour t € J, on a

FOOW - FON0) = (Yot /ttf(u,X(U))dU)—<Xo+ /ttf(u,Y(U))dU>
= [ ()~ )

to
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Donc
IFEO® = FOOL < | [ 170 X) = F Y ()l
< 1] [ IX@) = Y@l du| < aLIX - V.

En d’autres termes, F' est L contractante. Elle admet un unique point fixe dans ’espace métrique
complet C'(J, V).

Cela établit la partie existence.

L’unicité dans le théoréme du point fixe, démontre aussi une unicité locale : deux solutions qui coincident
en un point, coincident au voisinage de ce point.

9.2.2 Solutions maximales

Si (I, X) et (J,Y) sont deux solutions de I'équation X' = f(t, X), I'ensemble A ={t € INJ; X(t) =
Y (t)} est fermé (par continuité) et on vient de démontrer qu’il est ouvert. Par connexité de I'intervalle
INJ,si A# 0, autrement dit, si I N J n’est pas vide et s'il existe to € I N J tel que X (t9) = Y (to),
alors A = I'NJ. On obtient alors une solution (I UJ, Z) qui prolonge a la fois (I, X) et (J,Y) : on pose
Zit)y=X({t)sitelet Z(t)=Y(t)sit e J.

On en déduit que la réunion des graphes de toutes les solutions du probléme de Cauchy est le graphe
d’une telle solution. En d’autres termes :

Théoréme : Solutions maximales. Sous les hypothése du théoreme de Cauchy-Lipschitz local, il
existe une solution (I, X) qui prolonge toute solution du probléme de Cauchy. L’intervalle I est ouvert.

Pour étudier un peu mieux ces solutions maximales, on utilise le résultat important suivant :

Lemme de Gronwall. Soient tg,t; € R avec tg < t;.

a) « Forme différentielle ». Soient u : [to, t1] — Ry une fonction continue, dérivable sur |ty t1| et
v : [to, t1] = R une fonction continue telle que, pour tout t € |tg, t1], on ait u'(t) < u(t)v(t).
Alors, pour tout t € [to, t1] on a u(t) < u(ty) exp (/ v(s)ds).

to
b) « Forme intégrale ». Soient u,v : [to, t1] — Ry des fonctions continues et C € R,. On suppose

t
que, pour tout t € to,t1[, on a u(t) < C +/ u(s)v(s)ds. Alors, pour tout t € [to,t1] on a

to

u(t) < C'exp (/tv(s)ds>.

to

t
Démonstration. a) Posons V(t) = / v(s)ds et ¥(t) = u(t) exp(—V(t)). La fonction ¢ est continue
to

sur [to, t1], dérivable sur Jto, t;[ et ¢'(t) = (u/(t) — u(t)v(t)) exp(—V(¢)), donc 1 est décroissante.

b) On pose U(t) = C’+/tu(s)v(s) ds. On a U'(t) = u(t)v(t) < U(t)v(t). Done, puisque Ul(tg) = C,

to

t
d’apreés la forme différentielle, on a U(t) < Cexp (/ v(s)ds). O

to
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Corollaire 1. Soit  : [a,b] — R"™ une fonction de classe C* telle que ||2'(t)|| < al|z(t)|| + 3, pour
tout t € [to, t1]. Alors ||z (t)|| < (|z(to)|| + B(t1 — t0))e® ™) pour tout t € [to, t1].

Démonstration. On a

t

e < latta)l + [ [ s)lds < et + [ (allato)] +5)ds <€+ [ allato)] ds

to to

ou l'on a posé C' = ||z(ty)|| + B(t1 —to). On applique alors la forme intégrale du lemme de Gronwall. [

Corollaire 2. Soient f : R" — R"™ une fonction de classe C' et a, B € R, tels que l'on ait || f(x)| <
al|lz|| + B pour tout x € R™. Alors toute solution mazimale de l’équation différentielle (E) ' = f(x)
est définie sur R.

Démonstration. Soit z : ]a,b[ — R™ une solution de (F) et ty € |a, b[. On veut démontrer que si b # +o0o
(resp. a # —o0), la fonction x admet une limite en b (resp. en a) - et donc se prolonge en b, donc n’est

b to
pas maximale, autrement dit, que 'intégrale / Z'(t) dt (resp. / 2'(t) dt) converge.

to a
Pour tout t € [to,b], on a ||2'(t)]| = [|f(x(t))| < a||z(t)]] + 8 Donc, d’aprés le corollaire 1, on a
z(t)]| < (||z(to)]|+ B(b—to))e*~t) . En particulier ||z|| est bornée sur [to, b, donc ' = fox est bornée
sur cet intervalle. L’intégrale converge absolument.

L’assertion « resp. » s’en déduit en considérant la fonction ¢ — z(—t) solution sur | —b, —a[ de I’équation
/
v =—f) a

Le corollaire 2 s’applique bien siir aux équations de la forme z” = f(x,2') ot f : R* — R vérifie
|f(u,v)| < alu| + bJv| < c. On considére 'application F : R? — R? définie par F(u,v) = (v, f(u,v)) et
'équation différentielle du premier ordre X' = F(X).

9.2.3 Exemples de résolution « explicite » d’équations différentielles

On trouvera dans plusieurs livres de nombreux tels exemples - voir bien str [Dem]|, mais aussi |[L-F Al
L M, M Anal, M Exos, RDQO]... Citons ici quelques exemples parmi les plus classiques.

Equations a variables séparables. Ce sont les équations différentielles de la forme 2’ = f(t)g(x).

Une telle équation admet les solutions constantes x = ¢ ot ¢ est telle que g(c) = 0. Pour trouver
x/
les autres solutions, on écrit dans un intervalle ol g ne s’annule pas = f(t), puis prenant
g(x
une primitive G' de 1/g sur cet intervalle une primitive F' de f, on écrit G(z(t)) = F(t) + ¢, puis
z(t) = GTHE(t) + ).
Equations homogénes. Il s’agit d’équations différentielles qui peuvent s’écrire 2’ = g(x/t). Pour
résoudre cette équation, on pose y = xz/t (changement de fonction). On a donc x = ty et
' = ty' +y. L’équation devient ty’ = g(y) — y qui est une équation différentielle & variables
séparables.

Equations de Bernoulli. Ce sont les équations différentielles de la forme y' = a(t)y + b(t)y®, ot

a € R\ {0,1} (définie pour y > 0). Pour résoudre cette équation, on effectue le changement
/ / /

z z
de fonction z = y'~*. Remarquons que — = (1 — 04)2 de sorte que I'équation devient — =
z Y z

(1 —a)a(t) + (1 —a)y* 'b(t), soit 2’ = (1 — a)a(t)z + (1 — a)b(t), qui est une équation linéaire.
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Equation d’Euler. Il s’agit d’équations différentielles linéaires de la forme Z apt*z® = b(t).On

k=0
effectue le changement de variable t = £e". On se raméne & une équation a coefficients constants

que 'on sait résoudre.
Etudions par exemple le cas n = 3. Posons y(u) = z(e").

y(u) = (e

y(u) = e'a'(e")

y//(u> — e“x’(e“)+e2“x”(e“)

y///(u) — eux/(eu)+3€2u$”(€u)+63u:15m(6u)

de sorte que I'équation ast®z”" + ast?x” + ajtx’ + apx = b(t) devient I'équation différentielle
linéaire & coefficients constants

"

asy” + (as — 3az)y" + (a1 — ag + 2a3)y’ + agy = b(Inw).

En posant y = x(—e"), on trouve les solutions dans l'intervalle R_.

9.2.4 Un exemple « qualitatif » : Lois de Kepler

On étudie le mouvement des planétes. On assimile le soleil & un point fixe que ’on place a I'origine O de

notre espace euclidien F. Une planéte assimilée & un point de l’espace se trouve en position M (t) € E
! 1 E . 272 .
au temps t. On note M'(t), M"(t) € E sa vitesse et son accélération au temps t.

Rappelons les lois de Kepler sur le mouvement des planétes :

Lois de Kepler. a) Dans un référentiel immobile par rapport au soleil, la trajectoire d’une pla-
néte se trouve dans un plan ; elle est elliptique, un foyer étant le soleil (Kepler, 1609).

b) Loi des aires. La surface balayée par le rayon vecteur 7 durant le mouvement est proportionnelle
au temps (Kepler, 1609).
3

a
c) Le carré de la période T varie comme le cube du demi-grand aze. Autrement dit, on a T2 =

k
cte = P (Kepler, 1618 - on peut écrire k = GMg ot G est la d’attraction universelle et Mg
7

la masse du soleil).

Mouvements a accélération centrale. On suppose que la seule force qui s’exerce sur une planéte

est 'attraction solaire. La loi de Newton F = mM" implique alors que 'accélération est centrale i.e.
]\7 est colinéaire a OM.

Proposition. On suppose qu’une particule M a une accélération centrale. (On suppose aussi qu’au
H . L.
temps t =0, OMy et M ne sont pas colinéaires). Alors :
_>
a) La particule M reste dans un plan P (le plan passant par O, My et tel que ]\706 P).

b) Repérons alors M dans des coordonnées polaires p, 0 de centre O. La fonction L : t — p(t)*0'(t)
ne dépend pas de t.
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Démonstration. a) Choisissons une orientation de l’espace.

\ \ \

Posons L(t) = OM(t) N M '(t)/.\Par la régle de Leibniz appliquée a I'application bilinéaire A,
on trouve L'(t) = M'(t) A M'(t) + OM(t) A M"(t) = 0 puisque l'accélération est centrale. En

%
particulier la particule reste dans le plan P passant par 0 et orthogonal a L.

b) Cherchons une solution M en coordonnées polaires. Pour cela, fixons une base orthonormée
(@,7) de P.
Pour 0 € R, posons u(f) = cos 60U + sin 00 et v(6) = u(6 + 7/2).
On éerit OM(t) = p(t)iE(6(1)), et M'(£) = p(1)iE(6(1)) + p(£)8 (1)F(B(2)), de sorte que OM(E) A
M'(t) = p(t)*0' () (ot @ = i A T est le vecteur unité positif orthogonal & P). O

Loi des aires. Que représente la quantité p°@’ ? Elle représente I'aire du parallélogramme dont trois

sommets sont O, M, M + M’, ou le double de 'aire du triangle O, M, M + M. L’aire de ce triangle est
la dérivée de ’aire balayée par le rayon OM.

En effet, (en supposant que ' > 0) I'aire balayée par ce rayon entre un temps tg et un temps t proche de tg
est l'aire de la partie B(tg,t) = {reie(s); s € [to,t]; T € [0,p(s)]} du plan délimitée par les rayons OM (o),
OM (t) et par la portion de la courbe {M(s); s € [to,t]}. Quand ¢ tend vers tg, cette aire est proche de celle du
triangle T'(to,t) de sommets O, M (ty), M(t). En effet, la différence symétrique B(tg,t) A T (to,t) est contenue
dans un disque centré en ty et de rayon sup{M (to)M(s), s € [to,t]} et est donc O((t — to)?). Enfin, I'aire de

T(to,t) est %HOM(to) A M(to)M(@)|| = (t — to)éPQ(to)el(to) + o(t — o).

-
Remarquons aussi que la réciproque est vraie : I'accélération est centrale si et seulement si L(t) est constant,
i.e. si la trajectoire est plane et vérifie la loi des aires.

Dorénavant, on se place dans le plan P qui est un plan euclidien orienté. On fixe 'origine en O et on
choisit un repére orthonormé direct, ce qui nous donne des coordonnées polaires associées et identifie
P avec C (muni du produit scalaire (w|z) = R(wz)).

On a donc z(t) = p(t)e™®.

On suppose que I’accélération (toujours centrale) est en 1/p?.  Onadonc 2" (t) = —kp(t)2e?®.

, L , L ‘
e Posons w(t) = ie?® — Ez'(t). On trouve w'(t) = —#'(¢)e"® + Ekp(t)’2eze(t) =0.
On pose € = |w|. Quitte a changer de repére orthonormé direct, on peut supposer que w est
proportionnel au deuxiéme vecteur de base, c’est-a-dire que 'on a w = ie. Il vient

; Lp(t)0'(t L?
ecosO(t) = (wlie®®) =1 — Lo)o'(t) -1
kp(t)
p L?
d )= —" — - .
onc p(t) 1 —ecosf(t) WP =

La trajectoire est donc (contenue dans) la conique d’équation p = T ccosd de foyer O.

— €COoS

2
L S

e Enfin, en supposant € < 1, la trajectoire est une ellipse de grand axe 2a = =
l—e 14e 1—¢

b

V1—e2

et de demi petit axe b =
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mp?

(1—e2)3/2

LT
T est donc mab. La loi des aires nous dit que ’aire balayée pendant un temps 7" est - Il vient

L’aire de cette ellipse est : A = wab = - L’aire balayée par le rayon pendant la période

T:%:2W—L3:2_7Ta3/2'
I K2(1—e)32  \Jk

On suppose inversement que la trajectoire est une conique. On peut aussi remarquer que
I’'on peut, comme Newton, faire le raisonnement inverse : en partant des observations de Kepler,
e démontrer que le mouvement des planétes est a accélération centrale (réciproque de la loi des
aires),
e puis du fait que les trajectoires sont elliptiques avec comme foyer le soleil, on peut en déduire
que D'attraction solaire est en p~2. Il suffit en fait de refaire les calculs dans I'autre sjgns...
i0(t)

1—ecosf(t) On

Pour cela, on écrit, en coordonnées polaires bien choisies, z(t) = p(t)e”"" avec p(t) =

pose L = p(t)0'(t) (qui est donc indépendant de ¢ d’aprés la loi des aires).

—pesin 0(t) Le . . o , L L
= —— 6(t). En util t 'égalit e (t) = — = —
(1= ccos0(2))? ; " sin #(t). En utilisan egallfp() (t) o0
ecosf(t)), on obtient p'(t) +ip(t)d'(t) = " (z — €(sinO(t) + i cos 9(75))) = ?Z(l —ee” 00,

On a alors p'(t) = 0'(¢)

Or 2 (t) = (p'(t) +ip(t)0'(t))eV = —Z(ew(t) — ¢€), donc
p
L - ke L?
2'(t) = —=0'(t)eV) = — avec k= —-
0 =370 p(t)? p

Enfin, on déduit de la troisiéme loi de Kepler que la constante k est la méme pour toutes les planétes
et ne dépend donc pas de leur masse.
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Rappel : Equation monofocale d’une conique. Dans un plan euclidien, fixons un point F, une droite
D telle que F' ¢ D et un nombre € € R%. On appelle conique de directrice D, de foyer F et d’excentricité e
I'ensemble C des points M du plan tels que M F = ed(M, D).

Dans un repére euclidien d’origine F', on peut supposer que D est la droite d’équation x = —q. La distance
de M de coordonnées (z,y) & D est |z +q|. Posons p = ge. L’équation cartésienne de C est 2 +y? = (ex +p)?
soit (1 — 62)$2 — 2pex + y? = p?. Cest bien 'équation d’une conique : une ellipse si € < 1, une hyperbole si
€ > 1 et une parabole si e = 1.

2 2 2

Si e # 1, posons zg = T L’équation d; C S’Qécrit (1-ed(x—z)?+9v°=p>+ 1p_e€2 =7 ]’i ot Pour

: b (£ 20)% Y p p Vot TOATTE
€ < 1, c’est la courbe d’équation — -+ i 1 avec a = - et b = \/ﬁ C’est D'ellipse de
demi-grand axe a et de demi-petit axe b.

(x —w0)* y* _ _p P
POIH'€>17 OntrouveT—be—laveca—ﬂet b—\/ﬁ
En coordonnées polaires, écrivant = p cos 6, I'’équation de C est |p| = |ep cos 0+ p|. On se convainc facilement
en regardant les signes possibles que C est la courbe C’ dont ’équation en polaire est p = % :
— €cos
e Soient p, 0 € R? tels que p = 11.%9, alors p = epcos + p, donc le point M = (pcosé, psinf) est
— €cos
dans C.
e Soit M = (pcosf, psind) un point de C. Alors |p| = |epcosf + p|. On a donc,
* ou bien p = ————— donc M € ',
1—e€ecosf
% ou bien p = —————. Or M est aussi le point de coordonnées polaires (—p,d + ) et on a bien
1+ ecosf
_ p
(=p) = :

1 —ecos(6+ )

9.3 Exercices

9.1 Résoudre 1'équation différentielle y” — zy = 0. On exprimera les solutions a 'aide de

séries entiéres.

9.2 | Exercicel Le modéle monétariste canonique d’inflation-chomage s’exprime a ’aide d’un systéme

U'(t) = —aU(t) + ba(t) — u
(S) {w’(t) = —cU(t) — dn(t) + v

ou U est le taux de chomage, 7 est le taux d’inflation anticipé et a,b,c,d,u,v sont des constantes
réelles, a,b,c € R} et d € R;.

L’objectif de cet exercice est d’étudier les évolutions conjointes du taux de chomage et des anticipations
de prix.

1. Le systéme (9) s’écrit sous la forme matricielle X’ = AX + B. Démontrer que les valeurs propres
(dans C) de A ont une partie réelle < 0.

2. Que peut-on en déduire sur I’évolution de ce systéme ?

3. On suppose que d =0 et b = c =u = v = 1. En faisant varier a, illustrer les trois types possibles
de comportement des trajectoires.

9.3 Tirés de [M_Anal

1. (10.3, page 220) Résoudre sur R I'équation différentielle 3" +y = e~
2. (10.1.b, page 215) Résoudre I'équation dégénérée (t + 1)y" = ty.

ol
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1
3. (10.2, page 219) Trouver y dérivable sur R telle qu’en tout point y' —y = / y(t)dt.
0

9.4 Tirés de [Deml]

1— 2
1. P. 146-148, équation a variables séparées, par exemple : 3/ = 1 31{2 .
2. P. 153, équations de Riccati, exemple : (1 — t3)y/ + t*y + y* = 2t.

3. P. 162-164, équations de Lagrange et de Clairaut : y = a(y')t + b(y').

4. P. 187.Déterminer la trajectoire d’une particule de masse m et de charge électrique ¢ se déplacant
sous l'action d’'un champ magnétique B et d'un champ électrique E uniformes et indépendants
du temps. En d’autres termes résoudre 1’équation différentielle suivante sur la vitesse : mV' =
WV AB+ B,

9.5 Soient I C R un intervalle et ¢i,q2 : I — R des applications continues. On suppose
que, pour tout t € I on a gu(t) > qi(t). Soient u; : I — R (i = 1,2) des applications de classe C? telles
que u, + q;u; = 0. Solent a < b € I. On suppose que ui(a) = uy(b) = 0 et que u; et us ne s’annulent
pas sur |a, b[. Quitte a remplacer u; par —u; on peut supposer que u; et us sont positives sur |a, b[. On
pose w(t) = uj (t)ua(t) — uy(t)uy(t).

1. Démontrer que w est croissante sur [a, b], que w(a) = 0 et w(b) < 0.

2. En déduire que u; et up sont proportionnelles sur [a, b].

9.6 [ Exercicel Soit I un intervalle d’intérieur non vide, soit A : I — M, (K) une application continue
et soient Xi,..., X, des vecteurs-colonne solutions de I'équation X' = A(t)X. Pour t € I, posons
w(t) = det (Xi(t),...,X,(t)). Démontrer que la fonction w est solution de I'équation différentielle
w' = Tr (A(t)) w.

9.7 L’équation du pendule sans frottement s’écrit :
(E) 0" + %sin@ =0

ou g est 'attraction terrestre et £ est la longueur du fil. D’aprés le lemme de Gronwall et ses conséquences
(cf. Cor. 2, p.|108)), toute solution maximale de (F) est définie sur R.
Soit # : R — R une solution de 'équation (F).
1. a) Démontrer que 6 est de classe C*°.
b) On suppose qu'il existe tg € R et T" € R* tels que 0(tog + T) = 0(to) et 0'(to + T) = (o).
Démontrer que T est une période de 6.
¢) On suppose qu'il existe ty € R et T € R* tels que 0(tg +T) = —0(to) et 0'(to +T) = —6'(to).
Démontrer que 27" est une période de 6.
d) On suppose que #'(ty) = 0. Démontrer que 0(t + to) = 6(t — to) pour tout ¢ € R.
00'(t)?

2. Démontrer que C' = — cos f(t) est constante.

La constante C' dépend des conditions initiales 6(0) et 6'(0). Bien str, on a C' > —1 et, si
C = —1, alors 0 est constante, nulle modulo 27.

3. Discussions des solutions de (E) en fonction de la constante C'.
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a) On suppose que C' > 1. Démontrer que 6" garde un signe constant et qu'il existe ' € R tel
que O(t +T) = 0(t) + 27 pour tout ¢ € R. Donner une expression de 7.

b) Que se passe-t-il si C' =17
¢) On suppose que —1 < C' < 1. On écrit C = —cosa ou 0 < a < 7. Démontrer que 6 est

[ ¢ [¢ d
périodique de période 44/ — / Y .
29 Jo +/cosu — cosa

1
La question s’'interpréte en physique comme le « principe de conservation de I’énergie » : §m€29’2—|—m€g(1 —
cosf) = E est constante.
1
Ici, §mf29'2 = §m1)2 est 1’énergie cinétique et mlg(1 — cos @) = mgh est 'énergie potentielle.

(m =masse, v =vitesse, h =hauteur)

9.8 [Exercicel 1. Soit x une fonction continue sur un intervalle de R. Déterminer une courbe plane
de classe C* dont la courbure au point d’abscisse curviligne s soit égale a x(s). (Indication :
résoudre dans C l’équation 2z’ = ixz.) Comment sont faites toutes les courbes de courbure x 7

2. Soit. A une application continue d’'un intervalle I de R dans I’espace vectoriel des matrices 3 x 3
antisymétriques, démontrer pour tout ¢ty € I 'existence et I'unicité d’une application Y de classe
C" de I dans I’ensemble des matrices 3 x 3, telle que 1) Y (to) = Id, et 2) Y’ = AY. Démontrer
que pour tout ¢ dans I, la matrice Y (¢) est orthogonale.

3. Soit / C R un intervalle et soient x : I — R% et 7: [ — R deux fonctions continues. Appliquer
la question précédente pour établir 'existence d'une courbe gauche de classe C® : I — R? de
courbure x et de torsion 7.

4. Déterminer les courbes gauches de courbure et torsion constantes.

Courbure, torsion.

e Soit C' une courbe réguliére (la dérivée ne s’annule pas) de classe C? dans un espace euclidien E. On peut
paramétrer C' par la longueur de l'arc : X : I — E avec || X'(s)|| = 1 pour tout s € I. On écrit X'(s) = u(s).
En dérivant I'égalité (u(s)|u(s)) = 1, on trouve 2(u(s)|u'(s)) = 0, donc u'(s) est orthogonal & u(s). La courbure
de C au point s est kappa(s) = [|u'(s)].
La quantité (s) mesure & quel point la courbe C n’est pas rectiligne. A noter que le rayon de courbure 1/x(s)
est le rayon du cercle qui approche le mieux la courbe C.
Si E est un plan euclidien orienté¢, on note v(s) le vecteur de E tel que (u(s),v(s)) soit un repére orthonormé
direct. On peut alors donner un signe a la courbure en écrivant u'(s) = k(s)v(s).

e Supposons maintenant que C est biréguliére (c’est-a-dire que X'(s) et X" (s) sont indépendants) ou autrement

dit x ne s’annule pas) et de classe C® avec E de dimension > 3. Ecrivons encore v(s) = —u/(s). Clest
k(s

un vecteur orthogonal a u(s) et de norme 1. Dérivant les égalités (v(s)|v(s)) = 1 et (u(s)|v(s)) = 0, on trouve
2(v(s)[v'(s)) =0et 0= (v (s)|v(s))+ (u(s)[v'(s)) = K(s)+ (u(s)|v'(s)). On en déduit que v'(s) = —r(s)u(s)+q(s)
ou ¢(s) est orthogonal & u(s) et a v(s). La torsion de C au point s est 7(s) = ||¢(s)||- Elle mesure a quel point
la courbe C' n’est pas plane.

Si E est un espace euclidien orienté de dimension 3, on note w(s) = u(s) Aw(s) de sorte que (u(s),v(s),w(s)) est
un repére orthonormé direct. On peut alors donner un signe a la torsion en écrivant v'(s) = —k(s)u(s)+7(s)w(s).

9.9 Fonctions de Bessel. Pour tout x € R, on pose

92 /2
J(x) = —/ cos(xsint) dt.
0

™

1. Démontrer que J est analytique sur R et donner son développement en série entiére au voisinage
de 0.
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2. Démontrer que J est une fonction de classe C? sur R, qui est solution sur R de I’équation
différentielle

2y +vy +xy=0.

3. Démontrer que J est I'unique (& multiple scalaire prés) solution sur R de I’équation différentielle
2y +vy +xy=0.

4. Démontrer qu’il existe des fonctions r et 6 de classe C*° de R dans R telles que J(z) =
r(z)cosf(z) et J'(x) = —r(x)sinf(x).

5. Démontrer que la fonction x + r(z)? est décroissante sur R, et que z +— 2 7(x)? est croissante
sur Ry.

cosf(x)sinf(x)

x

6. Démontrer que 'on a #'(z) = 1 — - En déduire que J s’annule une infinité de

fois.

7. Démontrer que J est solution de I’équation différentielle 2°y” + xy’ + (2* — 1)y = 0.

8. On définit par récurrence la suite J,, de fonctions de Bessel en posant

Jo=J et Ju(z) = "J’;(x) — J(2).

Démontrer que .J, est analytique et satisfait 1'équation différentielle %y” +zy’ + (2> —n*)y = 0.

Les fonctions de Bessel interviennent dans de nombreux problémes physiques : propagation de la chaleur dans un cylindre,
ondes électromagnétiques dans un guide cylindrique, modes de vibration d’une fine membrane circulaire ou annulaire,

l’étude d’instruments optiques, la diffraction par une fente circulaire...

115



10 Solutions des exercices

10.1 Suites
[Exercicel 1.1.
1. On a pN = 10P~! — 1. Son développement décimal est donc 99...9 (p — 1 chiffres).
1 N 1 <=
On a 5 =1 _1 Or 1= Z 107%®=1)_ Donc le développement décimal du nombre

k=1

) 1
rationnel — est
p

1
5 = 0, a1ag...0p—101G2 ...0p-10102 ... Qp_1 ...

2. a) La classe de k dans le corps Z/pZ est un élément de (Z/pZ)*. Or, puisque la classe de 10 est
un générateur de ce groupe, on en déduit que (Z/pZ)* est 'ensemble des classes de 10 on
0<li<p—2.

b) Le développement décimal de 10°N est a;...a, 100...0 (avec ¢ zéros & la fin). Il vient
A=ar...apet R=ap1...a,10...0.
¢) On a k =10° [p], donc kN = 10°N [pN]. Or pN = 107" — 1, donc 10°N = 10" 'A+ R =
A+ R [pN]. Les nombres kN et A 4+ R sont tous deux compris strictement entre 0 et
pN = 10P~! — 1 et congrus modulo pN : ils sont égaux. Le développement décimal en est
Qpy1 - Qp—107 ... GQy.
3. a) Le développement décimal du nombre 1/17 admet la période 16 et n’est visiblement pas

périodique de période 8 : sa période, qui est l'ordre de (la classe de) 10 dans (Z/17Z)* est
bien 16.

b) D’aprés la discussion ci-dessus, posant n = 0588235294117647, on obtient le développement
décimal de kn pour 1 < k < 16 par permutation circulaire a partir de 0588235294117647.
En les classant par ordre croissant, on trouve

2n = 1176470588235294, 3n = 1764705882352941, 4n = 2352941176470588,
on = 2941176470588235, 6n = 3529411764705882, Tn = 4117647058823529,
8n = 4705882352941176, 9n = 5294117647058823, 10n = 5882352941176470,
11n = 6470588235294117, 12n = 7058823529411764, 13n = 7647058823529411,
14n = 8235294117647058, 15n = 8823529411764705, 16n = 9411764705882352.

[Exercicel 1.2.

1. On a vu que 1/p est périodique de période divisant 5 si et seulement si p divise 10° — 1;
la période est exactement 5 si de plus p ne divise pas 10 — 1. Si p est premier, il doit donc
diviser 11 111. Inversement, puisque 9 et 11111 sont premiers entre eux, tout diviseur premier
de 11111 convient.

2. a) D’aprés ce qui précede, ordre de 10 dans le groupe (Z/pZ)* est 5.

b) L’ordre de 10 dans le groupe (Z/pZ)* divise l'ordre de (Z/pZ)*, donc 5 divise p— 1. Comme p
est impair, il est de la forme 10k + 1.

3. On vérifie immédiatement que 11 ne divise pas 11111; le nombre 21 n’est pas premier; 31 ne

convient pas non plus... mais 41 convient. On trouve 11111 = 41 x 271.

NB Comme tout diviseur de 271 divise 11111 et est donc > 41 > V271, on en déduit que 271
est premier.
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[Exercicel 1.3.

n

1. Quitte & réordonner les s;, on peut supposer que la suite s; est croissante. On a E Ski1 — Sk =

k=0
1
Spa1 — So < 1 — 0. Il existe donc au moins un k tel que s;1 — s < 1
n
2. Pour i = 1,...,n, posons s; = t; — tg — E(t; — ty) ou E désigne la partie entiére; posons aussi

1
spt1 = 1. Par (a), il existe 4, j avec 0 <@ < j < n+1 tels que |s; — 55| < e Sij#n+1, on
n

1
trouve |(t; —t;) — p| < ol p est un entier (p = E(t; —to) — E(t; —to)). Sij=n+1, on
n

+1’

1 avec p = E(t; — tg) + 1. Remarquons que dans ce cas i # 0 puisque

trouve |to — t; — p| <
1

1> .
n—+1

3. Posons t; = iz ; il existe 4,5 avec 0 < @ < j < n tels que §(¢; — t;) < T On pose alors

k=j—i;ont d(kx) < :
j —1i; on trouve (I)\n—l—l

1 - 1
n+l g, +1
< ¢, % Enfin, puisque

4. Soit t € R. Soit n € N*. Par 1.c), il existe ¢, < n tel que 1 < ¢, < net §(g,t) <
1
(n+ 1)an

Soit p, lentier le plus proche de g,t. On a donc [t — p,/qn| <

1
[t — pn/aqn| < - on a t = limp,/qn.

+1’
[Exercicel 1.4.

1. Cette série converge extrémement vite et on peut utiliser plusieurs méthodes. Par exemple, la
régle de Cauchy : (10~ k')l/k 10-G==D! _y 0.

2. Pour n,k e N,ona (n+k+1)!—(n+1)! >k, donc

0<S—a,= Z 10~ (HRDE < 1o~ (D! Z 107F < 2.10~(+1)!
k=0 k=0

En particulier, puisque ag = 0, il vient 0 < S < 2.107! < 1.

3. a) Le nombre a, est rationnel et s’écrit sous la forme a, = Pn o ¢, = 10™. Le polynoéme P
n

s’écrit P = Z b X", donc ¢? P(a,,) Z brptqP™". C’est un entier.

b) Posons M = 2 sup{\P’( )5 t €10, 1]}. Par le théoréme des accroissements finis, On a |P(S) —
M
P(a,)| < |S — a,| < M0~ (D!

c¢) Puisque P a un nombre fini de racines, seulement un nombre fini de a,, peuvent étre racines
de P. 1l existe donc ng € N tel que pour n > ng on ait P(a,) # 0. Dans ce cas, 10°™ P(a,)
est un nombre entier non nul, donc |107™ P(a,)| > 1. Donc, pour n > ng, on a [10P" P(S)| >
110P™ P(ay,)| — M.10PM =D > 1 — pp.10~ (0 “n! . Or, lim M.10~ (n1=pint _ 0, donc, pour

n—o0

n assez grand M.10~"1=P" <1 On en déduit que P(S) # 0.
4. On a démontré que, pour tout P € Z[X| non nul, on a P(S) # 0, donc S est transcendant.
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r(2)] >+

Exercice| 1.5. Comme pour I'exercice précédent, qffP <&> est entier et non nul, donc
n

Pn

Or qﬁP(Zﬁ)‘ = |¢* [P <&> - P(:r;)” < Mgz — =2|, ot M est le maximum de |P'(¢)| pour ¢ dans
Qn Qn n
le plus petit segment contenant tous les b

an

Pour exhiber d’autres nombres transcendants, on prend S = Z 10~"a,, ot (a,) est une suite bornée de
nombres entiers non nuls. On peut aussi remplacer 10 par n’importe quel entier > 2 et n! par n’importe

b
quelle suite b, de nombres entiers croissant suffisamment vite (telle que lim ZH — 00).
n

[Exercicel 1.6.

1. On a u, = a'*".
2. Si |a] < 1, la suite (u,) converge (trés vite) vers 0. Si |a| > 1, alors la suite (|u,|) tend tres
rapidement vers +oo.
3. a) On a6, = (10"0) ou (x) = x — E(x) est la partie fractionnaire d’un nombre réel z (ici E(x)
désigne sa partie entiére).
b) La suite est constante pour § = k/9 avec k € N, k < 8.

. - ¢_10k . o .
¢) Siup = uy, avec k < £ il vient a'® 7'% = 1, donc a est une racine de I'unité ; inversement, si

a est une racine de 1 alors 6 est rationnel, donc son développement décimal est périodique
(a partir d’'un certain rang), donc la suite uy prend un nombre fini de valeurs.

d) Supposons que (u,,) tend vers ¢. Remarquons que
o (' =/ (par continuité de z — 2'%);

. 2
" avec t € Ry tel que t < T on a 11— > |1 —b|. (En effet on a

11
; 2
18] = 2sin et [L = %] = 2sin5t. Ona t < % donc 0 <

e pour b = e 1
t t

— <5t <m— =, donc
; 2 2

sin 5¢ > sin 5)

2im

On en déduit que si u, v sont des nombres complexes de module 1 tels que [u—v| < |1—e11

(=

2sin %), alors [u'® —v'% > |u —v|.
En particulier, si |u, — ¢| < 2sin %, alors |un 41 — €| = |u, — ¢|. Comme la suite u,, converge

7r
vers /£, il existe ng tel que, pour tout n > ng on a |u, — ¢| <= 2sin T La suite |u, — ¢| est

. N B . 2, . 10™0
croissante a partir de ng, et ne peut tendre vers 0 que si u,, = ¢; on en déduit que a est
une racine neuviéme de 1, donc a est une racine de 1 dont 'ordre divise 9 x 10™°.

La réciproque est claire.

NB. C’est un fait général. Si (X,d) est un espace métrique, f : X — X est une application et z( est
un point fixe répulsif de f, i.e. si d(f(x),z9) = d(x,z0) pour tout point x dans un voisinage V'
de xp, une suite (f"(x)) ne peut converger vers xg que s'il existe n tel que f"(z) = zo. En effet,
si (f™(x)) converge vers xg, alors il existe ng tel que, pour pour n > ng on a f*(z) € V. Mais
alors, pour n > ng, on a d(f"(z),z¢) > d(f™(z),z0). La suite d(f™(z),z0) - & termes positifs -
est donc croissante & partir de ng et ne peut converger vers 0 que si elle est nulle a partir de nyg.

_f( 10 _ 410 9
M =10¢° = 10 (car xig = Zxkﬁgfk), donc pour x assez prés de £, on
- _

k=0

Ici, on a lim
z—0 z—0

a|f(z) =L =[x —1].

e) Considérons le nombre

0 =0,1234567891011121314151617181920212223242526...
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On a donc une suite d’entiers (p,)nen, Strictement croissante, telle que py = 0 et, pour
tout n > 1 le développement décimal de n est lu dans 6 de la place p,,_1 +1 a p,. On a donc
® p,=p,_1+k,ouk, est le nombre de chiffres du développement décimal de n;
e n = E(10P0) — 10" E(10P-1).
En particulier, le développement décimal de (107*~1@) commence par n. Soit x € [0,1].
Pour k € N posons m(k) = E(10%z). Alors, siz > 1/10, on a z = lim(10°»®-10), donc *™* =
limuy, ;-
14+
. 10
vers > ; alors (ug()41) converge vers

Si x < 1/10, on pose y = , on a construit une suite extraite (ugsx)) qui converge

2imy\10 _ 2wz
(e¥™)" = =,

[Exercice] 1.7.

1.

Soit = € [0,1]. Ecrivons = = 0,a1as...4a, ... son développement décimal propre ot les ay,
ne sont pas tous égaux a 9 a partir d'un certain rang. Alors 10z = aj,a3...a, ... et f(z) =
0,as...a,...; ces développements décimaux sont clairement propres (puisque les a, ne sont
pas tous égaux a 9 a partir d’un certain rang). En d’autres termes, f décale le développement
décimal de z et oublie le premier terme de ce développement.

Soit z = 0,a1as .. .a, ... comme ci-dessus. Par unicité du développement décimal propre, on a
f(z) = x si et seulement si ar, = a1 pour tout k, i.e. si la suite (ay) est constante égale a
a € {0,...,8} (9 est interdit puisque le développement décimal est supposé propre). Les points
fixes de f sont donc les a/9 avec a entier entre 0 et 8.

La suite stationne si et seulement si, pour un m € N, w,, = f™(ug) est un point fixe de f; or

Um, = 10Mug — E(10™ug). On doit donc avoir 10™ug = A+ a/9 = B/9 avec A,a,B € N; on en
B

déduit immédiatement que (u,) est stationnaire si et seulement si ug =

(et B <9 x10™).

Pour = € [0, 1], posons g(z) = exp(2inz) et v, = g(u,). On a v,y = v.’. Si u, converge vers /,
alors £ € [0, 1] et, puisque g est continue, g(u,) converge vers g(¢). Or z + z'° étant continue, on
doit avoir g(£)* = g(¢), ce qui impose (puisque g(¢) # 0) que g(£) est racine 9-iéme de 1, donc

W avec B,mGN

k
(= g avec k € {0,...,9}. Remarquons que pour z € [0,1[ et k € {0,...,9}, si |z — §| < 0,01,
kE kE+1
107 10
est k. On en déduit que (u,) converge si et seulement si la suite est stationnaire.

alors x € . Donc, si pour n > ng on a |u, — ¢| < 0,01, la n + 1-iéme décimale de ug

La suite est périodique si et seulement g’il existe n tel que u,, = ug, ce qui est vrai si et seulement
si ug est rationnel et dans son écriture en fraction irréductible uy = p/q le dénominateur ¢ n’est
pas divisible par 2 ou par 5; la suite devient périodique & partir d’un certain rang si et seulement
si ug est rationnel.

. Prenons uy = 0,1234567891011121314.... 1l existe donc ¢ : N* — N strictement croissante

telle que, pour tout entier k& € N* d’écriture décimale k = by ...b,, le développement décimal
de ugky soit 0,01 ...bs... Démontrons que {u,; n € N} est dense dans [0, 1]. Soit o € [0,1]

et « = 0,a1as...a,,... un développement décimal de . Pour m € N, posons k,, = 10™ +
m

ZaklOm_k. Le développement décimal de uy,,) est 0,1aiay ... ay, ..., donc celui de ug,,)+1
k=1

est 0,a1as ... Gy, .... On en déduit que |uyp,,)+1 — | < 107™, donc la suite (ug(k,,)+1) converge
vers .
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Dans la preuve de la question [6]
m m

a) Le fait de considérer le nombre 10™ + Z ax10™* et non Z ax10™ 7" n’est vraiment utile que si a; = 0, i.e.

k=1 k=1
pour o < 0, 1.

b) On parle d’un développement décimal de « afin de pouvoir traiter en méme temps le cas a = 1.

Exercice| 1.8. Puisque I'application ¢ est injective, on a lim p(n) = +oo. En effet, soit M € N;

n—o0

puisque ¢ est injective, 'ensemble ¢~ '{0,..., M} est fini : il a au plus M + 1 éléments; posons N =
max (gp‘l{O, e ,M}) Sin > N, il vient n ¢ o '{0,..., M}, donc (k) > M.

On a donc lim g,y = lim w, d’aprés le théoréme de composition de limites.
n—oo n—oo

1.9. Supposons que ¢ € R.
pp q

Soit £ > 0. Comme (u,,) a pour limite ¢, il existe N € N, tel que pour toutn € N, n > N = |u,— /| <

[\DIF‘)

Posons S = Z(uk — 0) (v, — vg—1) — lvg. Pour n > N on a donc

k=1
S| 1§
lw, — € < ’U—n’%—a Z |ug, — €] (vg — vg—1)
k=N+1
|S] v, —un) e _|S] e
S —+|(—— )8 —+ 3
Un (%% 2 Un 2

S
Puisque — tend vers 0, il existe N’ € N, que I'on peut supposer > N tel que pour tout n > N’ on ait

Un
S
u g donc |w, — | <

Sl { = +o0, pour tout M € R, il existe N € N tel que pour n > N on ait u, > M + 1. Posons
n

S = Zuk(vk — vg_1). Alors pour n > N, on a
k=1

Zuk Vi — Uk— 1) S (M+ )( —UN):MUTL—F(UH—FS—MUN).

Pour n assez grand v, + S — Mvy > 0, donc w,, > M.

Le cas { = —o0 s’en déduit en remplagant uy par —uy,.

Exercice| 1.10. Par récurrence sur k, on démontre que, pour tout, m, k € N* on a uy, < ku,.

Posons ¢ = inf {@, n e N} (€ RU{—00}). Soit M > ¢; puisque M ne minore pas la suite <%>, il
n uy
N
Soit n > N. Effectuons la division euclidienne de n par N : on an = kN + r. On a donc u, <
kuy 4+ ru; = na + r(u; — a) < na + N|u; — a|]. Pour n assez grand, on a N|u; —a| < n(M — a), donc
(< Un —r.
n

[Exercicel 1.11.

Démontrons par récurrence sur n que, pour tout n, on a 0 < b, < a,.

existe N € N* tel que uﬁ < M. Posons a =
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e (’est vrai par hypothése pour n = 0.
e Soit n > 0, et supposons que 0 < b, < a,, on a b,11 = v/a,b, >0, et

> 0.

Qp41 — bn+1 =

an—2\/m+bn: (\/a_n_\/a>2
2 2

Qp — Op

Puisque 0 < b, < an, @y — apy1 = < 0 et bi < anb, ; prenant les racines carrées, il vient

by, < by11; donc la suite (b,) est croissante et la suite (a,) décroissante. Enfin
Ap41 — bn+1 _ \Van — \/E
b2+ Vi)

<1
9’

d’ott 'on déduit que (a,, — b,) converge au moins géométriquement vers 0.

Apt1 — b +1 1 ..
Remarquons que — o = a une limite non nulle donc la convergence de a,, — b,,
2

(o0 5+ vm)

vers 0 est quadratique.

1.12. Soient a,b € R deux valeurs d’adhérence de la suite (u,) et ¢ € R tels que a < ¢ < b.
On veut démontrer que ¢ est valeur d’adhérence de la suite (u,), en d’autres termes que, pour tout

e > 0 et tout ng € N, il existe n > ny tel que |u,, — ¢| < € (cf. exerc. |3.4)).

Fixons donc € > 0 et ng € N. Puisque u,, 1 —u,, — 0, il existe n; € N, que I'on peut supposer > ny tel
que, pour n = nq on ait |u, 1 — u,| < 2¢.
e Sic—e¢ <u, <c+e,on prendra n = n;.
o Siu, <c—e posons A={k >mny, u, >c—e}; puisque b est valeur d’adhérence de la suite
(un), il existe ny = ny tel que |u,, —b| < &, donc u,, >b—¢c > c—¢, donc A # ). Comme A
est une partie non vide de N, elle posséde un plus petit élément ; posons n = inf A. Or ny & A,
donc n — 1 > ny et puisque n — 1 ¢ A, il vient u,,_; < ¢ —e. De plus |u,_1 — u,| < 2¢. On a
doncc—e<u, <tp_1+2<c+e.
e Siu, >c+e, onposera A={k > ny, u, < c+ e} qui n’est pas vide puisque a est valeur
d’adhérence de (u,) et n = inf A.
Dans tous les cas, on a démontré qu’il existe n > ng tel que |u,, — ¢| < e. Comme cela a lieu pour tout
no € N et tout € > 0, on en déduit (grace a l'exerc. que ¢ est valeur d’adhérence de la suite (uy,).

Variante. Démontrons, en utilisant encore I'exercice [3.4] que 'ensemble des valeurs d’adhérence de la
suite (uy,,) est l'intervalle fermé d’extrémités liminf(u,) et lim sup(u,).

Lorsque ces limites sont finies, on a vu que ce sont des valeurs d’adhérence (cf. page . Démontrons
que tout ¢ € ]liminf(u,),limsup(u,)[ est une valeur d’adhérence. Pour cela définissons la fonction
f Ry — R, qui pour tout n € N est affine sur [n,n + 1] et satisfait f(n) = w,. L’application f
est continue sur chaque intervalle [n,n + 1] donc sur Ry, de sorte que, pour tout n € N, 'ensemble
f([n,+o0]) est un intervalle. Comme {ug, k > n} C f([n,4+00|), on a inf f([n, +oo[) < inf{uy, k> n}
et sup f([n, +oo]) = sup{ug, & > n} (E[) Par la définition de liminf et limsup, on a donc ¢ €
| sup f([n, +o0[),inf f([n, +oo])[ pour tout n € N.

Soient alors € > 0 et ng € N. Puisque u, 1 — u, — 0, il existe n; € N, que 'on peut supposer > ng
tel que, pour n > ny on ait |u,+1 — u,| < . Par ce qui précéde, on a ¢ € f([n1,+0o0]), donc il existe
t = ny tel que f(t) = c. Si n est la partie entiére de ¢, on a [f(t) — f(n)] < |f(n+ 1) — f(n)], soit
lc — upn| < |tupt1 — uy| <e.

9. Ces deux inégalités sont en fait des égalités puisque, pour tout ¢ > n, f(¢) est compris entre deux valeurs de (uy)
donc inf{ug, k > n} < f(t) < sup{ug, k =n}
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Ezemple. La suite z,, = n'/® cosn/? utilisée dans la solution de I'exerc. donne un exemple de suite
vérifiant x,,.1 — x, — 0 et dont 'ensemble des valeurs d’adhérences est R tout entier. Soient a,b € R
avec a < b. Posons

Yn = sup(zy,, a), 2z, = inf(x,,b) et t, =sup(z,,a).
Ces suites vérifient cette méme condition. Leur ensemble de points d’adhérence est respectivement
[a, +00[, | —00,b] ou [a,b]. On en déduit que n’importe quel intervalle fermé de R est 'ensemble des
points d’adhérence d’une telle suite.

[Exercicel 1.13.

1. W():getwlzl.

2. En effet, pour tout n € N et tout x € [0,7/2], on a 0 < sinz < 1, donc 0 < sin" 2 < sin” .
On peut aussi remarquer ici que, par convergence dominée, on a lim W, = 0 puisque sin" z — 0
pour T # mw/2).

3. On a (intégration par parties)

™

2 1 /2
sin"ttrdr = [ — sin" x cos x}
0

% co.n—1 2
+ nsin”™ " x cos® x dx
0 0

3
= 0+ n/ nsin" ! z(1 — sin® z) dx
0
- n(Wn—l - Wn+1)
4. Pour n > 1, posons v, = nW,W,,_1. On a v; = 7/2 et pour tout n > 1, on a

Up+1 = ((n -+ 1)Wn+1)Wn = (TLanl)Wn = Up.

5. On pose Wy, = %g et Wy, ) = % On a bien Wy = g et, pour tout n > 1, (en
distinguant deux cas selon la parité de n) nW/W!_| = g Une récurrence immédiate donne
W, =W,.

6. Pour n > 1, comme la suite (W,,) est décroissante, on a 1 > Wt > Wos d’ou (par

W, ZW,, n+l

W, [2n\ 2
encadrement), lim 1 — 1. Donc nW? ~ nW,W,_, = /2. En d’autres termes (Wn _n)
n T
2
tend vers 1, donc <Wn _n) — 1.
T
2p\ @ T 2p 9 1
7. O W == ~Y _ d ~ 2 p _
na W, (p)%l . done (p) -
[Exercicel 1.14.

1. e Par définition de la borne inférieure, G N]0,a[ = 0 et, pour tout = > a, GN)0,z[ # 0. En
particulier G N [a, 2a] # 0.
e Siu,v € G avecu <wv,alorsv—ue& (GNRY), donc v —u > a. En particulier, [a,2a[ NG
contient au plus un élément.
Soit donc b I'unique élément de [a,2a[ N G. Comme ]0,b[N G = 0, il vient b = inf(GNRY) = a,
donc a € G.
On en déduit que, pour tout n € N, on a na € G (par récurrence sur n) et —na € G (puisque
G est un sous-groupe), donc aZ C G.
Enfin, soit € G. Posons n = E(z/a). Alors x —na € [0,a[NG = {0}, soit © = na. Cela prouve
que G C aZ.
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2. On doit démontrer que, pour I'intersection avec G d’un intervalle ouvert non vide |u,v[ de R
n’est pas vide. Comme v — u ne minore pas G NRY, il existe a € ]0,v — u[ N G. Posons alors
n=FE(u/a). Alors (n+1)a € G et na <u < (n+1)a. On a alors (n+ 1)a < u+ a < v, donc
(n+1)a € GNlu,vl.

3. Soit H un sous-groupe de U. Posons G = {t € R; ¢’ € H}. Comme ¢ : t — € est un
homomorphisme de (R, +) dans (U, .), G = ¢ '(H) est un sous groupe de R. Remarquons que
2m € G.

e S’il existe a € RY tel que G = aZ, on a en particulier 27 € aZ, donc il existe n € N* tel que

2 ik
a = ~~. Comme ¢ est surjectif, on a H = ¢(G), donc H = {62: ; k € Z} : cest le groupe
n

des racines n-iémes de 1.

e Supposons que G soit dense dans R. Soit z € U et B une boule ouverte de C de centre z. On
doit démontrer que BN H # (). Comme ¢ est continue et B est ouvert, ¢ *(B) est ouvert
dans R ; or il existe t € R tel que z = ¢”, donc ¢~ *(B) est un ouvert non vide de R. Comme
G est dense, GN Y(B) # 0 : il existe s € G tel que ¢ € B. Alors ¢ € BN H. On en
déduit que H est dense dans U.
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10.2 Approximation

1 1 1 1
Exercice[ 2.1. On a lnu, = nln (1 + —) = n(— - —+ o(n_2)> =1——+o(n?), donc u, =

: n n  2n? 2n
e
e<1 — —) +o(n™'). En d’autres termes e — u, ~ —-
2n 2n
La suite (v,) est croissante et on vérifie que la suite (w,,) définie par w,, = v,, + ' est décroissante :
n-n!
1
ces deux suites sont donc adjacentes et l'on a v,,; < e < w,, donc — < e —v, < ——, ce qui
(n+1)! n-n!
1

rouve que € — v, ~ ————-

P q " (n+1)!

Bien siir, la suite (v,) converge bien plus vite que la suite (uy,).

Pour « accélérer » (u,), commengons par remarquer que le calcul de wug» n’utilise pas 2" opérations
mais juste n : en effet, pour élever un nombre a la puissance 2", on procéde & n élévations au carré!

([
€ Un+1

Posons donc U,, = ugn. Onae—U, ~ ——, donc
gn+1 Un

1
géométrique d’ordre 3 et on peut donc utiliser la méthode de Richardson-Romberg.

1 . .
— 5 : la vitesse de convergence est maintenant

Remarquons que, comme la convergence de (U,,) est géométrique, elle est plus lente que celle de la suite

().
s . 1 1 \2"
Remarquons que 1'on accélére aussi la convergence en remplacant U, par W,, = (1 + — + —) :

om 22n+1
on aura e — W, ~ 272"/6.
En effet, /N = 1+i+L+L+O(N_3) donc 1+l+L =e/N(1 - —
’ . {V N2N2 6N3 ) ’ N 2N21 6N3
donc In <1—|— N+W> =1—Nln(l— N +o(N3))=1- Nz + o(N72).
La convergence de la suite (W,,) est encore géométrique (de coefficient 1/4), donc elle reste plus lente

que (vy,).

+0(N~?)); il vient

p

1 \N

En continuant cette idée, on finit par mélanger les deux suites en posant (Z l{;'N’f> :
k=0

[Exercicel 2.2.
n— V2)? 2 2\ 2u, + 2 n 1
1. Ona(u \/—) _ Un V2u, + :u——\/§+—=un+1—\/§.
2u, 2u,, 2 U,

2. Par récurrence sur n, on a u,, > 0. On en déduit que pour tout n on a u,, > \/5, donc ui > 2, donc

1 U . . .
Upi1 — Up = = ?n < 0. La suite u,, est donc décroissante, minorée par V2 donc convergente.
n

¢ 1
Enfin, sa limite ¢ est positive et vérifie £ = 5~ 7 donc ¢ = V/2.
(un — \/5)2
2v/2
2n—1

;on a donc v, < v2. Il vient, v, < v}  (pour n > 1). Or v; =

Puisque u,, > \/5, il vient w, 1 — V2 <

Uy —
2v/2
< 0,031. Donc u, — v2 < 2v/2.(0,031)>" .

Posons v,, =

1,5 —+/2
2v/2

10. Et donc, pour élever un nombre & la puissance IV, il faut en gros logy, N opérations. Cette idée est trés importante
en algorithmique. Elle est par exemple & la base du code RSA.
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3.

4.

Pour avoir 100 décimales exactes, on doit avoir u, — V2 < 1071, 11 suffit donc d’avoir
—2""11og,,(0,031) > 100 + log;,(2v/2). Donc n = 8 convient (& noter que le nombre de dé-
cimales exactes double & chaque itération).

e Il s’agit bien str de la méthode de Newton appliquée & f(x) = 2% — 2.

e En appliquant la méthode de Newton & f(x) = 2° — a, on a amené a considérer la suite

(n—1ud +a
nub=1

1/b

définie par uy = 1 (par exemple) et u, 1 = qui converge rapidement vers a/°.

[Exercicel 2.3.

1.

6. On peut appliquer une accélération de Aitken, en posant v, =

La fonction continue z — x — cos x est strictement croissante sur R et lirin T — cosx = 00.
T—r-00

Elle définit une bijection de R sur R. En particulier elle s’annule en un et un seul point.
Remarquons que, pour z € [0,1] C [0,7/2], on a cosz € [0, 1]. Notons donc f : [0,1] — [0,1]
la fonction x +— cosz. On a f'(r) = —sinx et, puisque la fonction sinus est croissante sur
[0,1] il vient —sin1 < f'(z) < 0. On en déduit que f est lipschitzienne de rapport sin 1, donc
contractante, et décroissante. D’apreés le théoréme du point fixe la suite u,, converge vers I'unique
point fixe de f qui est a. Comme [ est décroissante les suites uy, est (ug,y1) sont adjacentes.

Comme f est lipschitzienne de rapport sin 1, par récurrence sur n, on a |u, —a| < (sin1)"(up—a).
Or ug —a=1—a < 1 puisque a €]0,1[.

.On awu >~ 0,54, us >~ 0,86 et ug ~ 0,65. On a sinu; ~ 0,51. D’aprés le théoréme des

accroissements finis, pour tout n € N, il existe « € [ug, ug] tel que u,11 —a = f'(x)(u, —a), donc
|Unt1 — al = sinug|u, — al. On en déduit que |u,11 —a| = (sinwug)" (@ — uy) = (sinwug)" (ug — uy)
(puisque u; < uz < a).

. Il faut donc plus de 30 termes pour obtenir 10 décimales exactes. En fait, a >~ 0,74 et sina ~ 0, 67

et on voit ci dessous qu’il faut une soixantaine de termes pour arriver a approcher a a 107°
pres...

up = 1,000000000000,
ug = 0, 793480358743,
ug = 0, 750417761764,
w12 = 0, 741425086610,
w1 = 0, 739567202212,
uso = 0, 739184399771,
Usa = 0, 739105571927,
usg = 0, 739089341403,
use = 0, 739085999648,
usg = 0, 739085311607,
uso = 0, 739085169945,
ug = 0, 739085140777,
usg = 0, 739085134772,
use = 0, 739085133536,
usg = 0, 739085133281,

uy = 0, 540302305868,
us = 0, 701368773623,
ug = 0, 731404042423,
w3 = 0, 737506890513,
uyr = 0, 738760319874,
us1 = 0, 739018262427,
uss = 0, 739071365299,
usg = 0, 739082298522,
uss = 0, 739084549575,
usr = 0, 739085013048,
ug1 = 0, 739085108474,
uss = 0, 739085128121,
ugg = 0, 739085132166,
uss = 0, 739085132099,
usr = 0, 739085133171,
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us = 0, 857553215846,
ug = 0, 763959682901,
uyo = 0, 744237354901,
ura = 0, 740147335568,
wis = 0, 739303892397,
use = 0, 739130176530,
usg = 0, 739094407379,
uso = 0, 739087042695,
uss = 0, 739085526362,
uss = 0, 739085214161,
uge = 0, 739085149881,
usg = 0, 739085136647,
uso = 0, 739085133922,
usa = 0, 739085133361,
uss = 0, 739085133245,

Up2Un —

ug = 0, 654289790498
uy = 0,722102425027
u11 = 0, 735604740436
u1s = 0, 738369204122
u1g = 0, 738937756715
uaz = 0, 739054790747
ug7 = 0, 739078885995
ug; = 0, 739083846965
uss = 0, 739084868387
ugg = 0, 739085078689
uq3 = 0, 739085121989
uq7 = 0, 739085130904
us1 = 0, 739085132739
uss = 0, 739085133117
usg = 0, 739085133195

2
un—i—l

Un+2 + U, — 2un+1

- Voici le



vo = 0, 728010361468,
vs = 0, 738636096882,
vg = 0, 739065949600,
v12 = 0,739084318104,
vi6 = 0, 739085098644,
veo = 0, 739085131750,
o = 0, 739085133154,

tableau des valeurs de v, :

v1 = 0, 733665164585,
vs = 0, 738876582817,
vg = 0, 739076383319,
v13 = 0, 739084762954,
vi7 = 0, 739085117525,
vo1 = 0, 739085132550,
ves = 0, 739085133189,

vy = 0, 736906294340,
v = 0, 738992243027,
v1o = 0, 739081177260,
v14 = 0, 739084965332,
v1s = 0, 739085126097,
ey = 0, 739085132913,
a6 = 0, 739085133203,

vg = 0, 738050421372
vy = 0,739042511328
v11 = 0, 739083333910
v15 = 0, 739085057000
v19 = 0, 739085129985
voz = 0, 739085133078
vo7 = 0, 739085133205

Cependant, la méthode de Newton permet d’aller bien plus vite...

Wy, — COS Wy,

En posant wy =1 et w,,11 = w,, — , on trouve :

1 + sinw,,

wo = 1,000000000000000, w; = 0,750363867840244, wy = 0,739112890911362
ws = 0,739085133385284, wy = 0,739085133215161, ws = 0,739085133215161

Dés wy, on a 15 décimales exactes...

[Exercicel 2.4.

1. La longueur du coté opposé d’un triangle isocéle dont les deux cotés égaux sont de longueur 1 et

sin «v nsin(2m/n)

d’angle au sommet o vaut 2sin(a/2) et son aire vaut . On en déduit que a,, = 5

et b, = nsinw/n.
Remarquons que b, = as,.

2. On a cos(2a) = 2cos®a — 1 et sin2a = 2sina cosa, donc pour a € [0,7/2[, il vient cosa =

cos 2 + 1 _ sin 2 ¢, +1 an b,
————— et sina = - On a donc ¢y, = , Qop = — €t by, = —
2 2cos o 2 C, Con
On a lim a, = lim b, = m. On définit alors des suites (u,) et (v,) vérifiant les propriétés
n—oo n—oo
. vp +1 Un,
de récurrence v, = et u,.1 = ——; on peut commencer par ug = bg = 3 et
2 Un+1
W = Cg = —- On aura u, = bg.on qui conduit aux approximations d’Archiméde; prenant

ug = by = 2 et vy = ¢ = 0, on trouve la formule de Viéte

V2 V24V2 V24 V2402
- ;

2
m

Notons que I'on a a — sina ~ o?/6, d’oil une estimation de 'erreur : on aura u, = k2" sin(2""x/k) (avec

k = 6 ou 2 selon la méthode). Ecrivant sinz = z — 23 /6 + o(2?) il vient © — u,, la convergence est

T
~ G
donc géométrique d’ordre 1/4 (et on peut accélérer la convergence en utilisant la méthode de Richardson-
Romberg).

o : . b
On peut encadrer 7 en utilisant I’encadrement sin v < @ < tan o, qui va donner b, < 7 < —-

Cn

[Exercicel 2.5.

1. a) Pour n > 1, on a b, > 1, donc, pour n > 2, on a b,.; > b, +b,1 = b, + 1. On en
déduit que b, > n — 1 donc b, — oo. En fait, on vérifie par récurrence que b, > F, ou

(=) + (5%).
V5

vite » qu’une suite géométrique de raison le nombre d’or

E, =

est la suite de Fibonacci, donc tend vers 'infini « au moins aussi

145
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b)

. a)
b)

Cela se démontre par récurrence sur n. C’est vrai pour n = 1 puisque as = 1 et by = ¢ (et

: _ . . 0 1 0 1 0 1 (a1 ay
aussi pour n = 0...). Si on sait que (1 Ch) (1 q2> (1 in) = (bnl bn) alors
0 1 0 1 0 1Y\ (ap1 ay, 0 1Y\ f(an apq
1 q1 1 q2 o\l qn bn—l bn 1 dn bn bn—l—l .
En particulier, a,,b,+1 — a,1+1b, est le déterminant d’un produit de n matrices de déterminant
—1.

1
On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, on a bien % = —-
2 q1
: . ! . 1 1
Supposons 1’écriture vérifiée pour n — 1. Notons a, “) 1e produit 0 e 0 i
. n 1 . n b 1 .
vient {7t = 0 “) dou Pon deduit que Ontl _ = —- Mais, d’apres
b1 1 ¢ ) \b bny1 @b+a @+ 7§
I’hypothese de récurrence
a 1
EZ[Q27"'7qn]: 1
42 +
' 1
qn—1 + —
d’ou le résultat.
An41 Qn, an+1bn - anbn+1 (_1>n+1 (_1>n+1
On ay, — Yn_1 = - — = = - Donc y, — ypy1 = ———-
bn-l—l bn bn+1bn bn+1bn - bn+1bn+2

Donc y, — Yn—1 €t Yn — Yn11 sont de méme signe et 0 < |y, — Ypni1| < |Yn — Yn_1|; en d’autres
termes, y,y1 est entre y, 1 et y,. Donc les suites (ya,)n>1 €t (Yoni1)nen sont strictement
monotones. Plus précisément, la suite (yo,,),>1 est strictement croissante et la suite (ya,41)nen

est strictement décroissante. Comme ¥o,11 — Yon tend vers 0, ces suites sont

' ban+1b2n+2
adjacentes.

1

La limite = est dans 'intervalle ouvert d’extrémités y,, et y,.1. Donc 0 < |z —1y,| <
bn+1 bn+2

Soit y = % € Q. Soit n tel que b,,o > b. Alors, ou bien y = ¢, # x, ou bien |y — y,| =

] —
|Gb +1 an+1b| S ’abn—i-l - an+1b|

> |z — y,|. Donc x # y. Cela prouve que = ¢ Q.

b1 - bbpt1
Sia=1onprend n=1et ¢ = b. Par définition = = % = [q1].
On a i = — et, écrivant b = qia + a; avec 0 < a; < a, et a; # 0 puisque é ¢ N, il vient
T = o —11—1'1 avec r; = % ; comme 0 < a; < a, on peut appliquer ’hypothése de récurrence :

il existe n € N* et (qg,...,¢qn+1) € (N*)" tels que 21 = [q2, . . ., Gny1], donc z = [q1, ..., Gni1]-

On démontre immédiatement par récurrence sur n que x,, € Q, donc x,, 41 et ¢, 11 sont définis.

1
e On a = Qn+1 + Tpa1 > Quyt, donc x, <

= [Qn 1]'
n gn+1 -
e Soient k € N* et n € N. On a = Gn+1 + [@ns2, - - Gnrkt1], donc
[Qn+17 cee 7Qn+k+1]
1 1
- = Tn+1 — [Qn+2a cee 7Qn+k+1]~
Tn [QHJrla s >qn+k+1]
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On en déduit que T, — [@ni1, - - - Gnikr1] €6 o1 —[@na2, - - -y Guiks1] sont de signes opposeés.

Par récurrence sur k, on a z,, < [¢ni1, - - -, qnik] Si k est pair et z, < [gni1,-- -, @uik) S1 k est
impair (pour tout n € N et k € N¥).
En particulier, [¢1,...,q%] < o = = < [q1,. .., qpy1]. Donc x est bien la limite des suites

adjacentes ([q1, ..., qx]) et ([q1,-- -, qari1])-

[Exercicel 2.6.
+0oo
1
1. Pour z € [O’ 1[7 on a 52 = §<_x2)k’ d’ou par intégration
+0oo (_l)kx2k+1
arctanr = -_—

~ 2k+1
Pour x € [0,1], cette derniére série est alternée donc convergente (critére spécial des séries
alternées). Notons f(x) sa somme. Pour x € [0, 1], on a donc f(x) = arctanx. Or, encore par le
théoréme spécial des séries alternées, on a, pour tout z € [0, 1],

n (—1)kl‘2k+1 x2n+3 1

f(z) ]; % + 1 m+3 > 2+ 3

En d’autres termes, la convergence de la série est uniforme sur [0, 1] (on vient de démontrer dans
notre cas le critére d’Abel uniforme).

On en déduit que f est limite uniforme d’une suite de fonctions continues : elle est continue sur
tout l'intervalle [0,1]. On a donc f(1) = lim f(¢) = lim arctant = arctan 1 = 7 /4.
t—1— t—1—

— (-1)F
2. Posons S,, = Z ST

k=0

<

. . ’ . ’ 7T
. La majoration de I'erreur pour une série alternée donne |— — S,
4

< 107%, on doit prendre n de l'ordre de 2.10° (deux millions de

1
-0 td
2n+3 Hvett done 2n+3

m—1

2
termes)... En regroupant les termes 2 par 2, on peut écrire So,,_1 = Z . On

£ (40+1)(40 +3)

trouve un équivalent de 'erreur m — 4.55,,_1 ~ 5 T Donc un million de termes suffisait...

m —

1 1 1 1 3

= - - — = i
I+l dn+3 8ntl) 81 San+)@En+D@n+3) ©
1 1 1 1 32n — 6

“Intl dn13 8+9 Satl Bl +9Ent )(En+3)

1 1 1
suites v,, et w,, sont adjacentes. On en déduit que |4v,, — 7| < 4(— — ) = ,
) que | TS5 T sr1) T T D
donc |[4vys0 — w| < 107% Notons qu’en fait v, est plus proche de m/4 que w, et 32 termes
suffisent...

3. On trouve v,41 — v,

Wyt — Wy ,donc les

tanu + tanv

4. Rappelons la formule tan(u + v) = - - .
— tanutanv

1 1 s
Posons a = arctan R et b = arctan — ; remarquons que 0 < b < a < arctan1 = 1

239
2tana 5)

O t 2 = ——— =
fatatsa 1 —tan’a 12
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Enfin, on a tan4a = T tan?2a — 119~ 1= 2_:1“) %—i—b) ; puisque 4a et %+b sont tous

s
deux dans l'intervalle |0, 7[ et ont méme image par « tan », ils sont égaux, donc 1= 4a — 0.

2tan2a 120 1+ 55 . <
= —== =tan

0 he q — —~_ (=DF b — (—1)F p
n approcne a = ; m et b= ; 2392]€+1<2k n 1) - Fosons
~_ (U 4
S =16 ————— — —— ~ 3,1415925847.
kZ:O 5%+1(2k +1) 239 ’
Comme les séries ci-dessus sont des séries alternées, il vient
4 16
S+——>1>85— —-
T 3x230 11 x 511
16 x 10%
Or 11 x 5 > 22 643 % 2393 > 4 x 107, donc

S—3x10 <7< S+107".

Avec six termes, on a obtenu une approximation meilleure qu’avec notre million de termes plus
haut...

Pour mémoire, les 10 premiéres décimales de 7 sont 3, 1415926535 (que j’aime & faire apprendre
ce nombre utile aux sages...).

1 1 1
5. Posons a = Arctan —, b = Arctan —, ¢ = Arctan — et d = Arctan .On vérifie que

682 12943
tan(44a + 7b — 12c¢ + d) = 1 (I'aide d’un ordinateur peut s’avérer indispensable...), et, comme ci

dessus, que 0 < 44a + 7b — 12c¢+ d < 7, donc 44a + 7b — 12c¢ + d = 7 /4.

R (—1)*
La convergence de la série entiére E o
1
— 5T2+1(2k + 1)

1 : :
vers arctan = est géométrique de raison

1
P
[Exercicel 2.7.
o 1 ! dx
1. Une primitive de = est  +— arctan(z — 1), donc —_— =
?=2x4+2 (r—-12+1 o T2 —2x+2

[arctan(z — 1)]§ = 0 — (—7/4) = 7 /4.
Comme la dérivée de x + 1° — 22 + 2 (resp. 2 +— 2° — 2) est x +> 2(x — 1) (resp. x — 2x), une

1
- 5 (sur [0, 1]) est - Infa® 2]

1
primitive de est 5 In(2*—22+2) et une primitive de

2 — 2x + 2 2

'z —1)da 1 In2 U ada 1 In2

1l vi — = = _[In(2® -2z +2)p = —— = —[In]2® — 2§ = ——=-
v1ent/0 S (e - 2o ) = - et/o S = Jnla® 2y = -

2. Onabien X®—16 = (X*+4)(X*—4). Or X*+4 = (X?+2)?—4X? = (X?—2X +2)(X?* 42X +2) et

X*—4 = (X?-2)(X?+2). Onadonc bien X*—16 = (X?—2X +2)(X?+2X +2)(X*+2)(X>*-2).

Donc
2-X X X)X 42X +2)(X —4) + X (X2 +2) (X +4)
X2—2X+2+X2—2 N X8 —16
(XX (X —4) + (X +2X)(X +4)
N X8 —16
L AXP+ X+ 2X8 —4)
B X® — 16 '
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V'(2—2)dx U zdx ! dx ' (2 —1)dx ' wdx T
3. On a —_— + = S Sl el = -
0 T2 —2x+2 0 T2 —2 0 x2—2x+2 0o T2 —2x+2 0 T2 —2 4
d /116(x5+x4+2x3—4)dx /14—2373—1:4—355
onc ™ = -
0 28 — 16 0 11—z

dz. On n’a plus qu’a écrire,

28 I 80
1-— 6= ; Ten’ dont on déduit I’égalité :

—+00
4 — 21,3 _ .2?4 _ 335 4x8n _ 2x8n+3 _ x8n+4 _ :L,8n+5

8 n
1 - 16 n=0 16

1 oo
Comme cette série est normalement convergente, on peut intervertir / et 5 , d’out la « formule
0
k=0

de Plouffe ».

La « formule de Plouffe » (ou formule de Bailey-Borwein-Plouffe) permet de calculer le N-iéme chiffre de
I’écriture en base 16 de 7 sans calculer les chiffres précédents.
Pour faire cela, on doit calculer le premier chiffre (en base 16) de la partie fractionnaire de 1
la formule de Plouffe :

1. On commence par calculer les premiers chiffres aprés la virgule de la somme des N premiers termes

6V ~1r. Grace a

N-1
4 2 1 1
A= ];) 16NV k-1 <8k+ 1 8htd 8hs5 8]{:—1—6)' Pour a = 1,4,5 ou 6, écrivons la division

euclidienne, 16V F~1 = (8k + a)q + r. Dans le calcul de la partie fractionnaire, on peut remplacer le
nombre énorme 16V %=1/8k + a (dont le calcul nous donnerait tous les chiffres de m) par sa partie
fractionnaire r/(8k + a).

La clé du raisonnement est que cette division euclidienne consiste & calculer 16" *~! dans I'anneau
7./ (8k 4+ a)Z. Ce calcul s’effectue trés vite par « exponentiation rapide ».

2. On doit ensuite vérifier si I'addition du nombre 16" 17 — A change ou non ce chiffre. Comme on

- 1 2 1 1
16N e — A=) 16Nk — — - bre est en 1/N, et
a ™ kz;v il Bhad SR g ) momline s en /N, et ce

dernier calcul est en principe trés rapide.

[Exercicel 2.8.
1. Puisque f(z) < z, la suite u,, est décroissante, minorée par 0. Elle converge. Sa limite satisfait
f(0) =+¢, donc ¢ = 0.

9. On a 2ntt f (un)

= — 1. La convergence est lente.

3. Ona f(z) P —a'P = xl‘p((l —ax? fo(a)) P - 1) = xl‘p((l —a(1—p)a* +o(zP 1)) —
1> —a(p—1).

1-p

4. On en déduit que u, 5 — ul™ — a(p — 1), donc (en utilisant Cesaro) — a(p — 1). Enfin
Uy ~ (na(p — 1)) 777
3

1
T n\~32 T
5. On asinx =x — <t o(x*), donc u,, ~ (5) * et =1z — 2° + o(2?), donc v, ~ —-
T n
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10.3 Topologie

[Exercicel 3.1.

1. Soit s > 0 tel que f(s) = 0. Par récurrence sur n € N, on a f(ns) < nf(s), donc f(ns) = 0.
Comme f est croissante, f = 0.

enfin
fld(z,2)) < fld(z,y)+d(y, 2)) puisque f est croissante

< fld(z,y)) + f(d(y, 2))

3. Ces applications sont toutes croissantes
e Supposons que f(0) =0et f(s)=1pour s >0.0Ona0=f(0+0)<f(0)+ f(0)=0.Sis
et t ne sont pas tous deux nuls, on a f(s) + f(t) > 1= f(s+1).
e Soit u € [0,1] tel que s = (s+t)u. On a alorst = (s+1t)(1 —u). Pour a € ]0,1[, on a u < u®
et (1—u) < (1—u)® donc (s+t)* = (u+(1—u))(s+1)* < (u*+ (1 —u)*)(s+1)* = s>+
e Supposons que f(s) = min(s,1). Si s,t € [0,1], on a bien min(s+¢,1) < s+t = f(s)+ f(t).
Si I'un des deux est > 1, alors min(s +¢,1) < min(s, 1) + min(¢, 1).
s 5 t s+t s t
et < , donc < + .
s+t+1 "s+1 s+t+1 " t+1 s+t+1 " s+1 t+1
4. Fixons s et posons h(t) = g(t) + g(s) — g(s + t). L’application h est continue sur R, dérivable
sur R’ et A'(t) = ¢'(t) — ¢'(t +s) = 0. Comme h(0) =0, on a h(t) > 0 pour tout t € R,.

1=
e Pours,t € R, , ona <

[Exercicel 3.2.

1. Posons b = sup F. Pour tout n € N, b — 27" ne majore pas F (puisque b est le plus petit des
majorants de F). Il existe donc x,, € F avec b — 27" < x,. Comme z, € F et b majore F il
vient b — 27" < x,, < b. On en déduit que la suite (x,) converge vers b et, puisque F' est fermé,
il vient b € F.

2. Posons a = sup F'N]—o0, x]. Puisque F'N]—00,z] est majoré (par ) et fermé, il vient a = —oo
(si FN]—o0,z] =0), oua € FN]—o0o,z] (par la question 1). En particulier, puisque = & F, il
vient a < .
De méme, posons b = inf F' N [x,4+00[. On a encore b € F ou b = 400 et b > x.
Pour y € Ja,b[, on a y ¢ F N]—o00,x], puisque y > a et a = sup F N |—o0,z]; de méme
y & F N [x,4o00] puisque y < b =inf F'N [z, +o0[. Donc y & F.

3. Si F =10, on posera g(x) = 0 pour tout z € R.

Supposons donc F' # (). Soit # € R\ F, et soient a,b définis comme dans la question 2. Si z
majore F, on a b = +00. On posera g(x) = f(a); remarquons qu’alors a = sup F'. De méme, si
x minore F', on posera g(z) = f(inf F').

Enfin, si # ne majore ni ne minore F', considérons l'application affine ¢ : R — F telle que

l(a) = f(a) et £(b) = f(b). On pose g(x) = £(x); autrement dit g(z) = Z:zf(a) + i:;f(b).

Remarquons que si I est un intervalle tel que I soit non vide et contenu dans R \ F', les éléments
a =sup F N]—oo,x] et b =inf F N [z, +00[, ne dépendent pas de = € I de sorte que la fonction
g définie ci-dessus est bien affine sur I.

4. Remarquons que toute fonction affine ¢ — t& + n est lipschitzienne (de rapport N(&) donc
continue sur R.

Siz & F, la fonction g affine au voisinage de x est continue en .
Si z € F, distinguons deux cas :
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e ou bien il existe & > 0 tel que |z — o, z[ C R\ F, dans ce cas g est affine sur [z — «, z] donc
est continue a gauche en x;

e sinon, soit € > 0; il existe a > 0 tel que pour y € F, tel que |y — x| < o on ait N(f(x)) —
f(y)) < e; dans |z — a, z[ N F il existe un élément z’. Pour tout y € [2/,x], g(y) est dans
I'enveloppe convexe de {f(2); z € [2/,2] N F'} elle-méme contenue dans la boule ouverte de
centre f(z) et de rayon €. Cela prouve que dans ce cas aussi g est continue a gauche en x.

On démontre de méme que g est continue a droite en x.

[Exercicel 3.3.

1. Soit (u,) une suite dans K. Si la suite (u,) prend une infinité de fois la méme valeur, on
peut en extraire une suite constante - donc convergente. Sinon, démontrons que la suite (u,,)
converge vers a. Soit € > 0. Il existe m € N tel que pour £ > m on ait d(z,,a) < e. La suite
(u,) prend un nombre fini (éventuellement nul) chacune des valeurs z, ..., x,,_;. L’ensemble
D={neN, u, € {xg,...,zpm_1}} est fini, donc majoré : il existe ngy tel que pour n > ng, on a
un, & D et donc d(up,a) < e.

2. Par la caractérisation séquentielle de la continuité, il suffit de démontrer que si (z,) est une
suite de points de X convergeant vers un point a de X, alors f(z,,) — f(a). Soit alors (xj) une
telle suite. L’ensemble K = {xzy; k € N} U {a} est compact. Or (x}) est une suite dans K qui
converge vers a et, puisque la restriction de f & K est supposée continue, f(zx) — f(a).

3.4. Supposons que la condition (i) soit satisfaite et donnons-nous ng € N et ¢ > 0. Puisque
(Tpm)) — a, il existe k € N tel que, pour n > k, on ait d(a, ) < €. Comme ¢ est strictement
croissante, on a ¢(m) = m pour tout m. Alors, pour m assez grand, on aura p(m) = ng et m > k.
Posons n = ¢(m) : on a bien n > ng et d(a,z,) < ¢.

Supposons (ii) vérifiée et construisons une application strictement croissante ¢ : N — N telle que, pour
tout k € N, on ait d(z,m),a) < 27"
o Il existe m avec m > 0 et d(z,,,a) < 1. On pose m = ¢(0).
e Supposons (k) construit. Posons ng = ¢(k) + 1 et ¢ = 2771 Par (ii), il existe n > (k) tel
que d(z,,a) < 27%!. Posons ¢(k + 1) = n.
On a ainsi construit par récurrence (k) pour tout k, c’est-a-dire 'application ¢. Donc (ii)=(i).

Posons A, = {xy; k> n}. Alors a € A, si et seulement si d(a, A,,) = 0 soit, pour tout ¢ > 0, il existe
xr € Ay, tel que d(z,a) < e. D’ou I'équivalence (ii) <= (iii).

Remarque sur (ii)=(i). Cette démonstration a déja été utilisée dans la preuve du théoréme de Bolzano-
Weierstrass (page ) pour démontrer que la limite supérieure et la limite inférieure d’une suite réelle
sont limites de suites extraites. En effet, la propriété (*) rencontrée dans cette preuve est notre condition
(ii) ici. On peut aussi déduire (ii)=(i) de ce fait :

On pose vy = d(xy,a). La propriété (ii) signifie que, pour tout € > 0 et tout n € N, € ne minore pas
{vr, k = n}, donc inf{vg, k& > n}. Donc (ii) est équivalent a (i)’ : liminf v, = 0. Si (ii)’ est vérifié,
il existe (cf. page [8) une application strictement croissante ¢ telle que v,y — liminf(v,) = 0, soit
Up(n) — Q.

Notons cependant que la preuve de l'existence de ¢ telle que v,y — liminf(v,) est essentiellement la
preuve de (ii)=(i) faite ici...

3.5. On peut supposer que X # U, sinon il n’y a rien a démontrer.

L’application f : 2+ d(z, X \ U) est continue (elle est lipschitzienne de rapport 1). Comme X \ U est
fermé, on a f(z) =0 <= x € X \U (en général, on a d(z, A) =0 <= x € A). La fonction f atteint
son minimum en un point a du compact K. Posons r = f(a). Comme a € U, on a donc r > 0.
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Soit x € X ;si x € X \ U alors pour tout y € K, on a d(x,y) > d(y,X \U) > f(a) = r, donc
d(x, K) > r. Par contraposée, d(z, K) <r = x € U.

[Exercicel 3.6.
1. A+ B est I'image par I'application continue (x,y) — = + y du compact A x B.

2. Soit z € A+ B. 1l existe une suite (z,) dans A + B qui converge vers z. Par définition, il
existe x,, € A et y, € B tels que z, = x, + y,. Comme A est compacte, il existe une application
strictement croissante ¢ : N — N telle que la suite (z,(,)) converge vers un point a € A. La
suite (zy(n)), extraite de la suite (z,) converge aussi vers z. Donc la suite (y,()), qui est égale
a (24(n) — Ty(n)), converge vers z—a € F. Comme B est fermé, il vient z—a € B, donc z € A+ B.
NB. Les ensembles A = {n+27"; n € N*} et Z sont fermés dans R. Pour tout n € N*, on a

27"e A+Zet 0 & A+ Z, donc A+ Z n’est pas fermé : la somme de deux parties fermées n’est
pas nécessairement fermée.

3.7. Raisonnons par contraposition. Supposons que la suite (x,) ne converge pas vers .
Alors il existe € > 0 tel que, pour tout m € N, il existe n > m avec d(z,x,) > ¢; autrement dit, le
sous-ensemble T. = {n € N; d(z,z,) > ¢} de N est infini. Notons alors ¢ la bijection croissante de N
sur 1. et posons Y, = Tym). De la suite (y,) on peut extraire une suite (yy(n)) convergeant vers un
point z € X ; la suite (yy(,)) est une suite extraite de la suite (z,,). Comme pour tout & on a d(yx, ) > ¢,
il vient d(yp(n),z) = € pour tout n, donc d(x,2) > € et z # x. La suite ainsi construite est une suite
extraite de (z,,) qui converge vers un point distinct de z.

[Exercicel 3.8.

1. Notons ¢ l'application z — d (x, f (x)) ; ¢’est une application continue de X dans R, donc elle
réalise son minimum en un point u. Pour z € X, si f(z) # z, alors ¢(f(z)) = d(f(f(2)), f(z)) <
d(f(z),z) = ¢(x), donc ¢ ne réalise pas son minimum en z, donc z # u. Il en résulte que
f(u) =u.

Enfin si u # v, on a d(u, f(v)) < d(u,v) donc f(v) # v, d’ott I'unicité du point fixe.

2. Comme K est fermé dans X, il est compact. La restriction de f a K vérifie d(f(z), f(y)) <
d(x,y), pour tous x,y € K, donc admet un point fixe d’aprés a). Ce point fixe ne peut étre que
u, par unicité.

3. Posons Y = {f*(z); n€ N} et K =Y. Ona f(Y) = {f"(z); n € N}, donc f(Y) C Y. Par
continuité de f, on a f(K) C K (en effet f~'(K) contient Y et est fermé, donc f~*(K) contient
K). D’aprés b), on a u € K, donc d(u,Y) = 0, i.e. inf{d(u, f"(z)); n € N} = 0. Or la suite
(d(u, f*(x))) est décroissante donc converge vers son inf. En d’autre termes (d(u, f"(z))) — 0,
soit (f"(x)) — w.

3.9. Notez que cela résulte de I'exercice [3.5]..

L’ensemble C' = X x X\ W est fermé dans X x X ; il est compact. S’il n’est pas vide, la fonction continue
(xz,y) — d(z,y) y atteint sa borne inférieure r. Pour tout (z,y) € C, on a x # y, donc d(z,y) # 0. 1l
vient 7 > 0. Pour (z,y) € X x X, on a (z,y) € C = d(x,y) > r; donc d(z,y) <r = (z,y) € U.

3.10. Soit (z,) une suite de points de X convergeant vers un point x € X. Nous devons
démontrer que la suite (f(z,)) converge vers f(x). Pour cela, puisque Y est compact, il suffit de
démontrer que toute suite extraite convergente de la suite (f(x,)) converge vers f(z). Soit donc ¢ :
N — N une application strictement croissante, telle que la suite (f(2,@))) converge vers un point y
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de Y. Alors la suite (zy(n), f(Tym))) converge vers (z,y). Comme G est fermé, il vient (z,y) € G donc
y=f(z).

NB. Ce résultat ne se généralise pas au cas ou Y n’est pas supposé compact. Par exemple, le graphe
de l'application f : R — R donnée par f(0) =0 et f(z) = 1/ pour x # 0 est fermé : c’est 'ensemble
{(z,y) € R% 2y =1} U{(0,0)}

3.11. Pour y € Y, posons g(y) = sup{f(z,y);x € X}.

Pour tout y € Y, 'application continue = +— f(x,y) atteint son maximum sur le compact X : il existe
un point = € X tel que f(x,y) = g(y).

Soit (y,) une suite de points de Y convergeant vers un point y € Y. Soient x € X et (x,) une suite de
points de X tels que f(z,y) = g(y) et f(xn,yn) = 9(Yn)-

Soit € > 0. Puisque f est continue, on a lim f(z,y,) = f(z,y); donc il existe ng, tel que pour n > ng,
on ait g(yn) 2 f(z,yn) > f(2,y) —e =g(y) -

Supposons que 'ensemble Z = {n € N; ¢(y,) = g(y) + €} ne soit pas majoré. De la suite (z,)nez
dans le compact X, on peut extraire une suite convergente. Il existe donc une application strictement
croissante ¢ : N — Z telle que la suite (z,(,)) soit convergente vers un point z € X. On a alors

9(y) = f(z,y) = lim f(Tym), Ypm))- Or pour tout n € N, on a f(Ze(n), Ypm)) = g(z) + €, et on arrive a
une contradiction.

L’ensemble Z étant majoré, il existe n; que 'on peut supposer > ng qui le majore. Pour n > ny, on a
9(y) +¢ > g(y,) > g(y) — €. On en déduit que g(y,) tend vers g(y), donc g est continue.

[Exercice] 3.12.
e L’application constante définie par a(t) = x pour tout ¢t € [0, 1] est continue, donc z Rz : on en
déduit que R est réflezive.
e Soit a : [0,1] — X une application continue telle que a(0) = = et (1) = y; posons S(t) =
a(l —t); c’est une application continue et 'on a 5(0) =y et §(1 ) x. On en déduit que R est
symétrique.
e Soient «, 5 : [0,1] — X des applications continues telle que a(0) = z et a(1) = y = B(0)
et 5(1) = z. Notons v : [0,1] — X D'application définie par y(t) = «(2t) si 0 < t < 1/2 et
v(t) = B(2t — 1) si 1/2 < t < 1. Cette application est continue en tout point de [0, 1/2[ et de
]1/2,1]; elle est continue a gauche et a droite en 1/2; elle est donc continue. On en déduit que
R est transitive.
Pour z € X, notons A, la classe de x pour la relation d’équivalence R (A, = {y € X; z Ry}).

Si B C X est une partie connexe par arcs contenant x, pour tout y € B, il existe une application
continue « : [0,1] — B telle que «(0) = x et (1) = y (car B est connexe par arcs). L’application «
est une application continue de [0, 1] dans X, donc y € A,. Il vient B C A,.

Il reste a démontrer que A, est connexe par arcs. Pour y,z € A,, il existe une application continue
a:[0,1] = X telle que «(0) = y et a(l) = z; remarquons que pour tout s € [0,1], on a a(s) Ry :
I'application fs : t — «(st) est continue et joint y & a(s). Par transitivité, il vient a(s) € A,. Alors «
est un chemin tracé dans A, qui joint y & z. Cela prouve que A, est connexe par arcs.

[Exercicel 3.13.
1. L’ensemble A est convexe, donc connexe.

2. D’aprés le théoréme des accroissements finis, pour tout (z,y) € A, il existe z € [ tel que
g(z,y) = f'(2). Il vient g(A) C f'(I). Enfin, pour tout z € I, on a f'(z) = 1im+g(x,y), donc
y—x

f1(I) C g(A).
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3. Puisque g est continue et A est connexe, g(A) est une partie connexe de R : c’est un intervalle.
L’ensemble f'(I) qui est coincé entre g(A) et son adhérence est un intervalle avec les mémes
extrémités.

[Exercicel 3.14.

1. Si f: B — {0, 1} est une application continue, la restriction de f & A est constante (puisque A
est connexe), donc f est constante (puisque A est dense dans B). Donc B est connexe.

2. Soit A la composante connexe de x € X. Alors A est connexe (d’aprés (a)) et contient z, donc
ACA, ie. Aestfermé.

3.15. Notons I I'ensemble des composantes connexes de U.

Soit A une composant connexe de U ; pour tout x € A, puisque U est ouvert, il contient une boule
ouverte B centrée en z. L’ensemble B est convexe donc connexe et contient x ; il est donc contenu dans
la composante connexe A de x dans U. Cela prouve que A est ouvert.

Comme Q" est dense dans R", on a Q" N A # (). Posons D = U N Q"; c’est un ensemble dénom-
brable ; application qui & x € D associe sa composante connexe est surjective de D sur I, donc [ est
dénombrable.

[Exercicel 3.16.

1. On note F' 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,). C’est une partie fermée non vide
de X.

Soient Fi, Fy deux parties fermées de F' disjointes et non vides. On doit démontrer que F #
FLUF,.

Comme F} et Fy sont compacts, la fonction distance atteint son minimum sur F; x F5 : il existe
k € R% tel que pour tout y; € Fy et tout yo € F5 on ait d(yi,y2) > k.

Posons K = {y € X; d(y, F1 U Fy) > k/3} et démontrons que 'ensemble {n € N; u, € K} est
infini - donc la suite (u,) posséde des valeurs d’adhérence dans le compact K, ce qui prouvera
que K NF # (. Or K étant disjoint de F} U Fy, il vient F} U F, # F.

Il existe ng tel que pour n > ng, on ait d(u,, u,+1) < k/3.

L’idée est la suivante : posons U; = {z € X; d(z, F;) < k/3}, de sorte que X est réunion
disjointe des parties Uy, Us et K ; remarquons que la distance de Uy a Us est > k/3 de telle sorte
que :

e Comme F; n'est pas vide et est formé de valeurs d’adhérence de la suite (u,) et U; est un
voisinage de Fj;, la suite () a une infinité de points dans U;;

e on ne peut pas passer de U; a Us avec des sauts de moins de k/3 sans passer par K.

On peut formaliser cela de la fagon suivante :
Soit m € N et démontrons qu’il existe n > m tel que u,, € K.

e Comme Fj n'est pas vide et est formé de valeurs d’adhérence de la suite (u,), il existe
ny € N tel que ny > ng et ny > m et u,, € Uy. Posons A = {n € N; n > ny, d(u,, F») <
2k/3}. Puisque F, posséde des points d’adhérence de la suite (u,), I’ensemble A n’est pas
vide. Notons n son plus petit élément. Remarquons que puisque d(Fy, Fy) = k, il vient
d(un, F1) > k/3. En particulier ny # n. Puisque n —1 ¢ A, on a d(u,_1, F») > 2k/3. Comme
d(up_1,u,) < k/3, il vient d(u,, Fy) > k/3. Cela prouve que u, € K.

2. Considérons la suite u, = (n'/?cosn'/3 sinn'/?) = (2,,9,). Démontrons que l'on a ||t 1 —
uy|| — 0 et que 'ensemble des valeurs d’adhérence est de cette suite est égal & R x {—1,1} et
n’est donc pas connexe.
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Pour t € R, posons f(t) =t/ cost¥/? et g(t) = sint'/3. Les fonctions f et g sont dérivables sur
R’ et puisque f'(t) = %(75_2/3 costt3 — 73 sint¥/3 et ¢'(t) = %t_g/g’ cost'/3 on a tlgcr}o f'(t) =
tlg& g(t) =0.

e Ona |z, 11—, =|f(nt+1)—f(n)| < sup{|f'(t)|, t € [n,n+1]} (théoréeme des accroissements
finis) donc |x,41—2,| — 0. De méme |y, 1 —y,| — 0, donc ||u,+1—u,|| — 0 (variante : utiliser
le théoréme des accroissements finis vectoriels appliqué a la fonction F': t — (f(t), g(t)).)

e Si ¢ : N — N est une suite strictement croissante telle que u,,) converge vers (z,y) € R?, on
trouve que cos p(n)"? = o(n) "3z, — 0 et enfin yz(n) = sin? p(n)"? = 1, donc y = 1.
On en déduit que ’ensemble des valeurs d’adhérence de (u,,) est inclus dans R x {—1,1}

e Fixons € R et construisons des suites extraites convergeant vers (x,£1). Cela prouvera
que I'ensemble des valeurs d’adhérence contient R x {—1,1}. Pour k € N, on a f((k7n)?) =
(—=1)*kn. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, pour tout k € N tel que |z| < k, il
existe t,x € J(k7)*, ((k + 1)m)?[ tel que f(t,x) = x. Notons (k) la partie entiére de .
Comme la dérivée de f tend vers 0, quand t — 0o, on trouve comme ci-dessus

[ = o] = [f (tes) = F(E(tzr)] < sup{lf' (O]t € [E(ter), teil},

donc la suite (z,)) tend vers x.
Comme la dérivée de g tend vers 0, il vient aussi y,x) — g(tzx) — 0. De plus cos ti/s = t;}i/gx,

donc la suite g(t,x)* = 1 — t;i/gxz converge vers 1. Or g(t,}) est du signe de (—1), donc

g(tx,zk) — 1 et g(tx,2k+1) — —1.
On en déduit que (ugpr) = (,1) et (up@rt1)) = (z,—1).

[Exercice] 3.17.
,

1. Six =y, ona B(x,r) C B(x,s), donc r < s ( Six #y, posonsz:ac—i-m
r—Yy

Ona N(z—z)=r,donc z € B(z,7); de plus z —y = (1+ﬁ)(w—y),donc N(z—y) =

(z —y).

N(z —y) + r. Puisque z € B(y, s), il vient N(y — )+ < s.

2. Ecrivons B,, = B(x,,7,). On déduit de (a), que, pour n < m, on a N(z, — Zp,) < 7 — 7' ; la
suite r,, est décroissante et minorée par 0, donc convergente, I'inégalité N(x, — z,,) < 1 — Ty
implique donc que la suite (z,) est de Cauchy. Puisque E est complet, elle est convergente ;
notons x sa limite. Pour m > n, on a z,,, € B,,, C B, ; donc la suite (zy)g>, étant dans B, qui

est fermé, sa limite x est dans B,, ; cela prouve que ﬂ B, # 0.

[Exercicel 3.18.
1. Siy € f(Ag), il existe x € Apg tel que y = f(x). On a alors d(y, f(y)) = d(f(x), f(y)) <
kd(z,y) = kd(z, f(z)) < kR, donc y € Agg.
On en déduit que si Ag # 0, alors Apg # 0. Puisque X # 0, il existe xy € X. Posons Ry =
d(zo, f(x0)); on a xg € Ag,. Donc Ag, # (); on en déduit par récurrence que, pour tout n € N,
on a Agng, # 0. Soit R € R’ ; comme k"R, — 0, il existe n € N tel que k"R < R, donc Ag
contient Agnp, et n’est pas vide.

L’application ¢ : x — d(z, f(z)) est continue de X dans R (elle est lipschitzienne de rapport
1+ k), donc A qui est égal a ¢~ ([0, R]) est fermé.

11. On doit ici supposer que E n’est pas réduit a I’élément nul.
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2. Siw,y € Ag, on a d(z,y) < d(x, f(x)) +d(f(z), f(y)) +d(f(y),y) < 2R+ d(f(x), f(y)); or
d(f(z), fy)) < kd(x,y), donc (1 — k)d(z,y) < 2R; donc majore {d(z,y); (z,y) € A%}

—k 2 Sup{d(xay); (i&y) € A%} = 5(AR)

3. Par définition,ona Ay ={r € X; v = f(z)} = {xr € X;Vn e N*, d(z, f(z)) < 1/n} = ﬂ Ain.
neN
Comme X est complet, une intersection d’une suite décroissante de parties fermées non vides

dont le diameétre tend vers 0 n’est pas vide, donc Ag # 0. En d’autres termes f posséde un point
fixe.

1—k

et on a bien 1

[Exercice] 3.19.

1. Soient (zg,y0) € X X Y et € > 0. Par la continuité de lapplication x — f(z,yo), il existe
un voisinage V' de xq tel que, pour x € V on ait d(f(x,y0), f(z,y0)) < /2. Or, pour tout
x € X, Papplication y — f(x,y) étant contractante, on a, pour = € V., d(f(zo,y0), f(x,y)) <

d(f(xo, yo), f(x,50)) + d(f(x,90), f(x,y)) < &/2+ d(yo,y). On en déduit que si d(yo,y) < /2,
et z €V, onad(f(xo,y), f(z,y)) <e.

2. L’application ¢, : y — f(z,y) posséde un unique point fixe - d’aprés le théoréme du point fixe.

3. Soient zp € X et € > 0; posons yg = g(xg). Soit V' un voisinage de xy et k < 1 tels que pour
x€e€Vety z €Y on ait d(f(a:,y),f(x, z)) < kd(y,z). On a f(zo,yo) = yo. Par continuité de
x — f(z,y0), il existe un voisinage W de ¢ tel que pour x € W on ait d(f(x, Yo), yo) <e(l—k).

Pour z € VNW, on a d(f(x,y0), f(z,9(x))) < kd(yo, g(x)). Or f(z,g(x)) = g(z). Il vient

d(yo, 9(x)) < d(yo, f(x,90)) + d(f (2, 90), 9(x)) < kd(yo,9(x)) + (1 — k),

donc d(yg,g(.:l:)) <e.
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10.4 Espaces vectoriels normés

[Exercicel 4.1.

1. Soit # € E. Pour tout ¢ > 0 € N, il vient (p(z) +¢) 'z € B,(0,1) C B,(0,1), donc g(z) <
p(z) + . Comme cela est vrai pour tout € > 0, il vient ¢(z) < p(z).

2. Résulte immeédiatement de 1.

4.2. Solent E un espace vectoriel normé et I’ un sous-espace vectoriel de E.
Puisque 0 € F, il vient 0 € F.

Soient z,y € F et A € R. 1l existe des suites (z,,) et (y,) dans F convergeant respectivement vers z et
y. Alors, par continuité des opérations, la suite (A\x,, + y,,) d’éléments de F' converge vers Ax + y, donc
M +y€eF.

4.3. Soient (£, N) un un espace vectoriel normé, z un point de E et r € R7.

Puisque I'application y + N(y — ) est continue, la boule B(z,r) est une partie fermée de E,

donc B(x,r) contient 'adhérence de B(x, 7). Soit y € B(x,r); pour n € N, posons y,, = x—i—L(y—x).

n+1
On a y,;— r = nL—i—l(y —x), donc N(y, —x) = nilN(y —1x) < nn——:1n< r, donc y, € B(x,r); de
plus 7 tend vers 1. Par la premiére proposition page , la suite <?(y — J:)) tend vers y — =z,
n n

donc (y,) tend vers y. Il en résulte que y est adhérent & B(z,r). Cela montre que B(x,r) C B(x,7).

Comme la boule B(z,7) est ouverte, elle est contenue dans l'intérieur de B(z,7). Soit y un point

— 2
intérieur & B(x,r); pour n € N, posons y, = z + nil(y — ). Comme ci-dessus, la suite (y,)
n
converge vers y. Donc, pour n assez grand, y, € B(z,r). On en déduit que y € B(z,r), puisque
n+1
Ny—x)= Ny, —x) <r.
(y—2) =~ Ny —2)

En prenant X = N muni de sa distance usuelle, la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1 est {0} ; elle
est fermée... Cependant, la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 est {0,1}!

[Exercicel 4.4.
1. Posons M = max]||f(e;)||. Comme |le;|| =1, il vient ||| f]|| > M.

Pour tout & = (t1,...,t,) € R", on a | f(2)| < Y [t5]1f(e;)| < Ml done ||| fl|] < M-
i=1

Si f est un endomorphisme de matrice A = (a;;), on a || f(e;)|1 = Z la; ;|, d’ott le résultat.
i=1
2. Pour tout x € E, on a ||f(2)|lec = sup|fi(z)], donc sup{||f(z)||e; = € E, |z|]] < 1} =
sup{[fi(z)[ee; z € B, [Jzf] <1, 1 <i <1} = max | fif]l.

1<i<n
n

Soit (by,...,b,) € R™. Notons ¢ la forme linéaire (¢y,...,t,) — thbj et calculons sa norme
j=1
(d’application linéaire de (R", || ||») dans R). Pour x = (¢1,...,t,) € R" avec ||z]l« < 1, on

a |[l(x)] < Z|tj||bj| < Z b;| (puisque |t;| < 1). Par ailleurs, prenant ¢; € {—1,1} tel que
o =1

by = [by]. o a f(x) = 37 b |- T vient [Jef] = 7 [b,|
i=1 j=1
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Si f est un endomorphisme de matrice A = (a;;), on a ||| fil|| = Z |la; ;|, d’ott le résultat.
j=1
3. a) L’endomorphisme f*of de E est symétrique. Il existe donc une base orthonormée (uy, . .., u,)

de E et des \; € R tels que f* o f(u;) = \ju;; alors )\27 = (f* o f(uy)|u;) = || f(u;)]?, donc
A; € Ry, De plus, puisque |lu;|| = 1, il vient A; < ||| f]||”.

Posons M = max \;. On a donc M < ||| f]||>.
1<j<n
Soit x € F'; écrivons x = thuj, ou t; = (x|u;). On a
j=1

@I = (o fla ZAtuglw Y e
j=1

On a done || f(x)[|* < MZt2 soit, | f(z)[|* < M]J[|*.

Cette égalité ayant lieu pour tout = € E, il vient ||| f|||”
b) résulte de (a).

[Exercicel 4.5.
1. En appliquant I'inégalité de Holder a (|z1], ..., |za]) et (Jyal, .-, |yn|) on trouve

n n n 1/p n 1/(]
> mn] < Sl < (X Jml?) (3 i)
k=1 k=1 k=1 k=1

2. a) Si x; = 0 on prend zj, = 0. Sinon, on prend x} = il

1
p—1 :p<1 - 5) = g, done |z}]7 = |xg /P

! On a alors |2,| = |zx/P'. Or

b) L’inégalité de Hélder (et la question 1) nous dit que, pour tout y = (y1,...,y,) avec ||y|l, < 1

on a ‘ Zxkyk‘ ||Ix||,, donc sup{’ Zazkyk

Six = 0, on a clairement 1’égalité.

)

Y =W, un) €KY lyllg < 13 < [1xlp.

Sinon, prenons x' = (], ..., 2} ) donné par (a). On a Zxk:ﬂ; = [Ix[[F = [X'[|Z, de sorte que
k=1

1/l = x5/ = [Ix[l5".

Posons X = (I1,...,4,) = |X[|;'x"; on a

Zazkazk = [IXll 12%% = [x'll I} = Il

11 vient

Sup{( Z ThYk|;

(Y1) €K Iyl 13 > ) wadn = x|l
k=1
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c) Il est clair que, pour A€ Ket x e K" on a ||x||, =0 <= x =0 et [|Ax]|, = |A]||x]],-
Reste I'inégalité triangulaire :

Inégalité de Minkowski:  Vx,y € K", [x+yll, < |[xll, + lyll,-
Ecrivons x = (71,...,7,) et y = (y1,...,yn). Pour tout z = (21,. .., 2,) € K" avec ||z||, < 1,
on a

\Z 7+ )] < \me] +| Zyml Il + -

D’ou l'inégalité de Minkowski en prenant le « sup » sur z.

3. Une forme linéaire est de la forme lx : (y1,...,y,) — Zxkyk oux=(zy,...,z,) € K".On a:
k=1

1</l = Sup{‘ vakyk‘ Y= (Y1, yn) €K™ lyllg < 1} =[x,

d’apres la question 2.b). (On dit que || ||, et || ||, sont duale I'une de l'autre.)

4.6. Notons p la norme de F, ¢ la norme quotient sur E/F et ¢ : E — E/F 'application
quotient. Soit (&,)nen une suite de Cauchy dans E/F.

Choisissons une suite strictement croissante (6(n)),en d’entiers naturels telle que, pour tout p,q = 0(n),
on ait d(&,,&,) < 27"

Posons 1, = ()

Choisissons zop € E tel que ¢(x) = 1y et pour tout n > 0, un z,, € E tel que p(u,) < 27" et

n—1

©(uy) = Nps1 — N, (par définition de la norme quotient). Pour n € N*, posons z,, = x¢ + Zuk. Pour

tout n € N, on a x,,1 — x, = u,, donc p(x,,1 —x,) < 27"; la série de terme général (p(xn+1 — xn)) est
donc convergente ; la suite (x,) est de Cauchy ; elle est convergente, puisque E est supposé complet.
Comme 7, = p(z,) et @ est continue, la suite (7,) est convergente. Notons ¢ sa limite.

Pour tout n € N et tout k > 0(n), ¢(& — ) = lim q(§ — Mm). Or, pour m > n on a q(&§ — nm) < 277,
m—00

donc ¢(& — ¢) < 27™. Cela prouve que la suite (&) converge vers 7.

4.7. Si f est continue, alors ker f = f~'({0}) est ferme.

Supposons inversement que ker f fermé.
Pour y € im f, posons N(y) = inf{p(z); x € E, f(x) =y}.
Vérifions que N est une norme.

e Soit y € im f tel que N(y) = 0. Soit z € E tel que f(z) = y. Remarquons que {z € E; f(z) =
y} ={x — h; h € ker f}. On en déduit que N(y) = inf{p(x — h); h € ker f} est la distance de
x a ker f. Comme N(y) =0 et ker f est fermé, on a x € ker f et y = f(z) = 0.

e Soient y € im f et A € R. Pour tout € f~*({y}), on a f(A\x) = Ay, donc N(\y) < p(\z)) =
|A|p(z). Prenant I« inf » sur # € f~*({y}), on obtient N(Az) < |A|N(x). Si A # 0, appliquant
cela & A7, on en déduit I'égalité.

e Soient ¥,y € im f. Pour tout z,2’ € E tels que f(x) =y et f(2') =19, ona

Ny +y) <plz+2') <plz) +pa’).

Prenant I'« inf » sur z et ', on obtient N(y +¢') < N(y) + N(v/').
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Il s’ensuit que N est une norme sur im f.
L’application y — ¢(y) est aussi une norme sur im f

Or im f est de dimension finie. On en déduit que N est équivalente & la restriction de g o f, donc il
existe k € RY tel que, pour tout y € im f on ait q(y) < kN(y).

Soit x € E. On a p(z) > inf{p(z); z € E, f(z) = f(x)}, soit N(f(x)) < p(x). Il vient ¢(f(z)) <
EN(f(z)) < kp(x). Cela montre que f est continue et que l'on a ||| f]|| < k.

[Exercicel 4.8.

1. L’implication (1.ii)=-(1.i) est claire!

Soient (z,y) € E X F et e > 0. Pour (2/,4') € EX F, on a

p(@ ) —lr,y) = o(a’ —z,9) + oz, ¢y —y) + (@’ =,y —y).
Supposons que, pour tout (u,v) € E x F, on ait |[p(u,v)|| < k|lul|||v||. Alors, si ||2' — 2| < «
et ||y —yl| < «, il vient [|p(2',y") — o(x,y)|| < ka(||lz]] + ||yl + @) < € dés que V'on choisit «
satisfaisant ka(||z| + [Jy|| + @) <e.
Cela prouve que (1.iii)=(1.ii).

Si ¢ est continue en 0, alors il existe a > 0 tel que 'on ait [|¢(u,v)|| < 1 pour (u,v) € B x F
a

vérifiant ||u|| < a et ||v]] < a. Soit (z,y) € E x F non nuls. Posons u = ﬂm et v = Hv.
T v

Alors ||ul]| = « et ||v]] = a. Alors

oz, y)|| =

[yl
OZQ

|

Il
22 (a0 <

d’ott (1.i)=>(1.ii).
q(x +y) —q(x) —q(y)

2. Pour (z,y) € E*, posons p(x,y) = . Lapplication ¢ : E x E — F est

bilinéaire (et symétrique) et, pour z € E, on a ¢(x) = ¢(x,z). On vérifie immédiatement les
équivalences :

o (Li) < (2i);

o (Li)) <= (2.ii);

o (Lii) <= (2.ii).

[Exercicel 4.9.
1. Notons g, 'application z — y+ f(z). L’application g, : E — E est contractante : pour z,2’ € E,
on a |[g,(x) =gy («)| = [If (=) = f(z))[| < [ fll[llx—=2"[|. On remarque que, pour y € E, I'¢quation

(Idg — f)(z) = y est équivalente & g,(z) = .
Comme E est supposé complet, g, admet un unique point fixe (d’out 1.b) x et la suite z,, définie
par o =y et T,41 = gy(x,) converge vers = (théoréme du point fixe - p. [25- d’oir a)). On peut

n
reMarquer que, Par récurrence, on @ T, = E fk(y).
k=0

2. Soent y € Eetx = (Idp—f)'(y). Onaz = y+ f(x), donc [z < |yl [/ (@) < [lyll-+ I Il

1
I vient [lzf] < m”y”, donc P'application linéaire (Idgz — f)~* est continue et I’on a
1ds = )7 € T

L=l
Remarquons enfin que (Idg — f) " = Idg = (Idg — (Idg — f)) o (Idg — f) ' = fo (Idg — f)
. B - f
b viat (1 — 1) = 1agl] < 1501 iz — 1)) < L
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3. On démontre par récurrence que, pour tout n € Non a .S,, = Z fFet (Idg—f)oS, = Idg— .

Il vient (Idg — f)™' = S, = (Idg — f) ' o (Idg — (Idg — f)kzosn) = (Idg — f)" ' o f'. Donc

- |HfH|nJrl
lIIdp — f)~" = Salll <
L=l
4. Soient T'€ U et h € £( ) «petit». Ona T +h =T o (Idg — f) avec f = —T' o h. Donc si

IR < 17717, il vient ||| f]|| < 1, donc Idg — f € U et enfin, T+ h € U ; en particulier, U est
ouvert. De plus

(T+h)™ = (Idg—f) ol

(dp+ [+ f* 0 (ldp = f) 1) o T"!

T 1 T lohoT™ —i—TﬁlohoTﬁloho(T—i—h)*1
= T ' =T ohoT " +o(|h|l)-

Cela prouve que ¢ est différentiable (donc continue) en T et que dop(h) = =T ' oho T .

Remarquons, que si E est de dimension finie, le fait que GL(E) est ouvert résulte immédiatement de la
continuité du déterminant. Il résulte aussi du calcul de 'inverse a ’aide de la transposée de la comatrice
que ¢ est de classe C*°. La méthode proposée ici a I'avantage de marcher encore en dimension infinie et de
donner le calcul de la différentielle.

[Exercice] 4.10.
1. Soient f,g € C*([0,1]; K). Il est clair que pour A € K, on a p(Af) = |[A|p(f) et ¢q(Af) = [Ma(f);

on a [|f +glleo < [ flloc + lglloc, [[f" 4+ 9'lloc <1l + 119l €t |£/(0) +g'(0)] < [£/(0)] +[g'(0)]

d’ou les inégalités triangulaires pour p et ¢. Enfin ¢ < p et si ¢(f) = 0, alors f' = 0 donc [ est

constante et comme f(0) = 0, f est nulle, donc p et ¢ sont des normes. Enfin, pour ¢ € [0, 1], on
t

a f(t) = f(0) +/ f'(s)ds, donc [ f(t)] < q(f)- I vient || fllee < q(f), done p(f) < 2¢(f), ce qui

0
prouve que p et g sont équivalentes.

2. Pour f, = sinnz, on a |[fulle < 1 et ||f |l = n, donc p(f) = n. On en déduit que p et
f = ||fllc ne sont pas équivalentes.

3. Si (f,) est de Cauchy pour la norme ¢, alors, comme p et ¢ sont équivalentes, (f,) est de
Cauchy pour la norme p. On en déduit que (f,,) et (f)) sont de Cauchy pour la norme || ||«. Elle
convergent uniformément vers des fonctions g et h respectivement. Par le théoréme de dérivation
d’une limite (p. [62)), il vient ¢’ = h.

Cependant, prenez votre fonction continue sur [0,1] non de classe C' préférée (par exemple
f(x) =22 —1|, ou f(x) = V&, ou encore f(z) = xsini voire f(r) = sini -cette derniére est

dérivable, mais non de classe C'!). On peut P’écrire comme limite uniforme de fonctions £, de
classe C' - méme polynomiales d’aprés le théoréme de Weierstrass. Puisque f, est convergente
dans C(][0,1]) elle est de Cauchy pour || ||, mais d’aprés l'unicité de la limite dans C([0,1]),
cette suite ne peut converger dans C*([0, 1]).

1
Pour donner un exemple plus explicite, on peut prendre f(x) = Vx et f,(z) = \/T+ —. Par
n

uniforme continuité de x — +/z sur [0, 2], on déduit immédiatement que ||f — f,]lec — 0.

4. Bien str [f(0)] < ||f'le < ¢(f) < p(f). Donc la norme de ¢ pour p et g est < 1.

Pour f(t) =t,ona ||f||, =1 et £(f) = 1. On en déduit que, pour la norme g, la norme de ¢ est
1.
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Pour n > 1, posons f,(t) = sinnt. Alors {(f,) = n. Par ailleurs || f,]lc < 1€t ||f.]|oc =n. On

en déduit que pour la norme p, la norme de £ est > Py Cela ayant lieu pour tout n, on en
n

déduit qu’elle est encore égale a 1.

Pour ces mémes fonctions f,, puisque ||fu|leo < 1 et £(f,) = n, on en déduit que ¢ n’est pas
continue de E muni de la norme || ||s-

[Exercicel 4.11.

1. Posons B = {z € F; ||z — z|| < ||z||}. C’est une partie fermée de F', non vide puisque 0 € B
pour z € B, on a ||z|| < ||z — z|| + ||z|| < 2||z]|, donc B est bornée. Puisque F' est de dimension
finie, on en déduit que B est compact. L’application continue z — ||z — z|| y atteint son minimum
en un point y € B. Pour z € F, on a alors ||z —y|| < ||z — 2| si 2 € B par définition du minimum
et ||z —y|| < ||z]] < ||lx — z|| si z € B (par définition de B). Donc d(z, F) = ||l — y||.

Soient alors y € F' et g € E\ F. 1l existe yo € F tel que ||xg — yo|| = d(zo, F'). On pose alors
A
a = m et z =y + afro— ). On a ||z —y|| = aflro — wl| = A; pour z € F, posant
Lo — Yo
u=yo+a(z—y) € Fonax—z=a(xy —u), dnc ||z — 2| = aljzg — ul| = A. On a bien
d(w, F) = & — yl] = A

2. a) On construit la suite xz, par récurrence. Posons xy = 0 et, supposant z, construit dans
F,, puisque F,, C F,, .1 et F,, # F,,1, il existe d’aprés la question 1, x,.1 € F,;1 tel que
A(Tny1, ) = |20 — 2| =377

q—1 31_
b) Pour pg e N,p< g, onaz,—z,= anH Ty, donc ||z, — x| < 23 "< ——.Ilen
n=p
résulte que la suite (z,,) est de Cauchy. Elle converge ; notons x sa hmlte
) 37" o
Pour ¢ > n, on a, par le calcul ci-dessus, ||z, — zp41]] < 5 donc, a la limite, || — 2,41 <
—-n —-n

- Pour z € F,, on a 37" < ||zpt1 — 2|| < ||Xns1 — || + ||z — 2|, donc ||z — z|| > -
—n

Prenant la borne inférieure sur z € F,,, il vient d(z, F,) > R

¢) On en déduit que, pour tout n € N, x & F,,, soit © & U F,.
neN
3. Un espace vectoriel ayant une base dénombrable (ey)xen est réunion des sous-espaces de dimen-
sion finie F,, engendrés par (ej)g<n-

4. On construit grace au lemme page une suite (x,) avec x,, € F, pour tout n et telle que

|Zni1 — 2| = 47" et d(zpyr, F,) = 272771 Cette suite est de Cauchy comme ci-dessus et sa
limite x satisfait pour tout n € N, || — x, 1] < Z 47 = Z— < d(xpy1, Fp), donc z & F),.
k=n+1

4.12. Si A € {(B), il existe © € B tel que {(z) = \. Alors pz € B, donc \u € ¢(B).
Si ¢ n’est pas continue, alors ¢(B) n’est pas bornée; donc pour tout z € K il existe A € ((B) tel
que |z| < A; posant pu = z/A, il vient z € (B), soit £(B) = C. Il existe x € U et r € R tel que
r+1rB=B(z,r) CU;il vient {(U) D {l(x) +rz; z€ ¢(B)} =C.

[Exercicel 4.13.
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n-l n—1
L B effet, on a w” — v = 3 uf(u =)o ¥, done JJu — o [| < flu— ol 3 )"
k=0 k=0

(On peut aussi, bien sir, raisonner par récurrence).

Fixons u € L(E). Ona[[[v]| < [[ulll-+[lo=w]]. On a done [[[u” —v"|[| < nfl|u—=vll| ([l +[[lv=ul])",
et puisque t — nt(|||ul|| + )" tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, on en déduit que |||u™ —v"||| = 0
lorsque |||u — v||| = 0.

2. a) Ona |77 < |[|T]|" et, puisque ||T||| < R, la série Z la,T"|| est convergente. En d’autres

termes la série E a,T" est « absolument » convergente, donc convergente, puisque ’espace
vectoriel normé L£(FE) est complet.

b) Pour tour r € R tel que 0 < r < R et tout T € B(0,7), on a [[|a,T™|| < |an|r". Comme
+oo
Z |a,|r™" < 400, la série de fonctions continues 7"+ a, 7" est normalement convergente sur
n=0
Pouvert B(0,7). Sa somme est continue sur B(0,r). Comme cela est vrai pour tout r < R,
on en déduit que cette somme est continue sur B(0, R).

P
3. Pour n € N, posons d, = Z lag||by—x|. Comme les séries & termes positifs Z la,|[[|T]]]" et
k=0
Z b ||| converge, leur produit de Cauchy Zdn\HT]H" converge et 'on a

+oo +o00o +o00o
O ARSI ED S
n=0 n=0 n=0
En particulier (Z x| Hmu’f) (Z Iby| |HTW) . (Z dmemp) tend vers 0.
(=0

k=0 p=0
Pour n € N, notons A, = {(k,¢) € N%: k+¢<n}, B, = {(k,0) € [0,n]*; k+ ¢ > n}. Remar-

quons que A, et B, sont disjoints et que A,UB, = [0,n]°. On a Z e, TP = Z (arT*)(b,TY).

p=0 (k)eAn
Donc . . .
(Zaﬂ’f)(Zbng)—(Zcpr) = 3 (@TH 0T
k=0 £=0 p=0 (k£)€B,,
Donc . N N
(X ar) (or) = (Xar)|| < X Gad Iz ).
k=0 £=0 p=0 (k,)EB,,
Or
> Uarl T TN = (3 lard ITUF) (S 10 WTU) = (D i)
(k,0)€By, k=0 £=0 p=0

qui tend vers 0.

s" t"
4. On applique la question précédente aux séries Z —'z" et Z —'z" dont le produit de Cauchy
n n!

n>0 n=0

tn
estz(s+ ) 2",

n!
n>=0
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[Exercicel 4.14.

1.

3.

4.

La suite (nl|/|v, — Idg|||), est aussi bornée (on écrit v, — Idg = (v, — u,) + (u, — Idg)). 1l

A
existe A € R} tel que, pour tout n € N* on ait |||u, — Idg||| < — et [|v, — Idg|[| < —, donc
n n

A A\ n—1
max{||[w|[, |lvall|} < 14 = et max{|||un||, [[|va]l|}" " < <1 + —) < e, L'inégalité résulte
n

n
donc de l'exercice question [l]a)
_ _ a2k _ _ ey .
Onaexp(n 'z)—Idg—n "tz =n"? Z T:Uk donc ||| exp(n~'2)~Idg—n"tz|| < n? Z EH\:UH\
k=2 k=2

et, puisque la série Z |HI|H converge, on en déduit que exp(n~'z) — Idg —n 'z = o(1/n).

D’aprés la question I 11 vient |||(exp(n~'2))" — ((Idg +n"'2)")|]| — 0.

a) Posons u, = exp(n~'z)exp(n~'y) et v, = Idg + n '(z + y). D’aprés le calcul fait & la
question, on écrit exp(n~'z) = Idg+n"tz+n"'h, avec h, — 0 et exp(n'y) = ldp+n"ty+
n 'k, avec k, — 0, donc u,, = Idg+n"'(z+y)+n"4,, ot l, = (Idg+n~'z)k,+h, exp(n~'y)
donc ¢, — 0. D’aprés la question il vient [|lup — vl — 0, or, d’aprés la question [2]
v — exp(z +y).

Remarque. Si xy = yz, alors ((exp(n_lm))(exp(n_ly)))n = (exp(n~'z))"(exp(n~'y))" = (expx)(expy);

donc, par la formule de Lie-Trotter, on a exp(z +y) = (exp x) o (exp y). Remarquons cependant que l'on s’est
basé sur 1’égalité (exp(x/n))n = exp x qui utilise déja cette formule de produit...

Voir exerc. [5.13] pour une autre démonstration.

b) Pour n € N*, posons

up = (exp(n” @) (exp(n”"/?y)) (exp(—n""?x))(exp(—n~"?y))

et v, = Idg +n'(zy — yx).
Pour ¢t € R, posons Uy(x,y) = exp(tx) exp(ty). On obtient un développement limité a 'ordre
2 en t au voisinage de 0 :

t2 2 t2 2
Uz,y) = <IdE +tx + — 7 o(t )) <IdE +ty + Ty + o(t2)>

2+y2

= Idg+t(z+y)+t (93— + xy) + o(t?).

2, 2
1l vient Uy(y,z) = Idg + t(z + y) + (u + y:n) + o(t?). On obtient donc une égalité

Ui(z,y) = Uy, x) + t*(zy — yx) + o(t*) d’ott I'on déduit

U(z,y) (Ut(y, x))_l =Idg + t*(zy — yx) + o(t?)

1/2

Remarquons que u, = Ut(a:,y)(Ut(y,x))_l pour t = n~ /. On en déduit que u, — v, =

o(1/n), d’ou le résultat.

On munit Pespace vectoriel (réel) K" d’une norme et on identifie M, (K) a £(K") (une sous-
algebre de L(K") pour K = C).

D’aprés la formule de Lie-Trotter, on a exp(A + B) = klim (exp(A/k) exp(B/k))k. On en dé-
—00
duit 'égalité det(exp(A + B)) = klim det (exp(A/k) exp(B/k))k (puisque D'application det :
—00
M,(K) — K est continue). Or pour tout k, par la multiplicativité du déterminant, on a

det (exp(A/k) exp(B/k))k = (det(exp(A/k)) det(exp(B/k)))lC = det(exp A) det(exp B).
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Si A est triangulaire inférieure (resp. supérieure) de diagonale ();), la matrice exp A est triangu-
laire inférieure (resp. supérieure) de diagonale (¢*). On a donc det(exp A) = H et = exp Tr A.

Ecrivant A = B + C avec B triangulaire inférieure et C' triangulaire supérieure, on trouve
det(exp A) = det(exp B) det(exp C) = exp(Tr B) exp(Tr C') = exp(Tr A).

Remarque. On peut aussi démontrer directement cette formule en trigonalisant A - si K = C, et en plongeant
M, (R) dans M,,(C) si K=R.

[Exercicel 4.15.

1.

n
Pour tout & € N, on a T% € S(E). Comme les a;, sont réels, pour n € N on a Z ayT* € S(E);

enfin S(F) étant un sous-espace vectoriel de dimension finie, il est fermé dans L£(FE). On en
+o0

déduit que la limite Z a,T" de cette suite est dans S(F).

n=0
D’aprés le théoréme spectral, il existe une base orthonormée (e, ..., e,) de E dans laquelle la
matrice de T" est diag(\y, ..., \,). Posons r = max |)]|.

On a [|T[] = sup{||T(2)[|; © € E, [l«]| <1} > max HT(ej)H =

Pour x € E, il existe (t1,...,t,) € K" tels que x = Zt e;. On a donc T'(z Zt Aje; et
7j=1
IT@)1* =D [t;A° < 7*||z]*. On en déduit que [|T|| = sup{|T(2)[|; = € E, ||z < 1} <,
j=1

d’ou I'égalité.

a) On a |||(a —b)Idg||| = b—a. Soit S € U,. Comme |||S —bldgl| < |||S —aldgl| + |[[(a — b)Idg]l]
il vient [||S — bldgl]| < a+ (b —a).

b) Comme |||S—aldgl|| = max{|A—al; a € SpS},ona S € U, si et seulement si on a VA € Sp 5,
ona |A\—a| < a, ce qui a lieu si et seulement si Sp .S C ]O 2a[. On en déduit que U, C S, (E)

et que, si S € S;.(F), alors S € U, pour tout a > ——

c) U, est la boule ouverte de S(E) de centre aldg et de rayon a; il est ouvert dans S(E).

D’aprés a), Sy (FE U U,, donc est ouvert.
a€R?
Il existe une base orthonormée (ey, . . ., e,) de E dans laquelle la matrice de S est diag(Ay, ..., \,).

Remarquons que pour tout j, on a a '(\; — 1) < 1.
Pour tout polynéme P, on a P(S)(e;) = P(\;)e;. On en déduit, par passage a la limite, puisque

—+o00 (_1)k+1
que Ly (5)(e;) = <lna + Z (a™'\; — 1)k>ej = (Ina+In(a'))))e;
k=1
En d’autres termes, la matrice de L,(S) dans la base (ey,...,e,) est diag(In Ay, ..., In\,).
Les assertions (a) et (b) en résultent.
Il existe une base orthonormée (ey, . .., e,) de E dans laquelle la matrice de T" est diag(Aq, ..., A,).
Celle de exp(T) est diag(exp A1,...,expA,). Ona 0 < exp \; < exp ||, donc expT € S;4(F)
exp ||| 7]

,on a Sp(expT) C ]0,2a[, et

donc expT' € U, (voir question . D’aprés la question précédente, on trouve que la matrice de
L,(expT) dans la base (eq,...,e,) est diag(lnexp Ay, ..., lnexp\,), donc Ly,(expT) =T.

et [[[expT||| < exp|||T]]. On en déduit que, pour a >
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6. Pour S € S, (F) posons L(S) = L|||S|||(S) On a bien L(S) = L,(S) pour tout a € R, tel que
S € U,. 1l résulte de 'exerc. que les applications exp : S(E) — Sy (E) et L, : U, — S(E)

sont continues. Alors L est continue sur chaque ouvert U, et est donc continue. Enfin L = exp_1
d’aprés les deux questions précédentes donc exp est un homéomorphisme.

[Exercicel 4.16.

1. Pour A = (a;;) € M,(R), on a A € O(n) si et seulement si ‘"AA = I,,. Comme l'application
A — "AA est continue et {I,,} est fermé dans M, (R) on en déduit que O(n) est fermé dans

M,(R). Si A € O(n), on a Zaij = 1 pour tout j, donc |a; ;| < 1, donc O(n) est borné. C’est
i=1
une partie compacte de M, (R).

2. Soit (A) € GL(n;R) convergeant vers A € GL(n;R). Ecrivons Ay, = UpTy et A = UT. Nous
devons démontrer que U, — U et T}, — T. Remarquons qu’il suffit de démontrer que U, — U,
car alors 1), = Uk’lAk —U1A=T.

Soit (Ugyky) une suite extraite de Uj, convergeant vers V. € O(n); alors T,u) = U;(}C)Aso(k)

converge vers VA et puisque T,k est triangulaire a coefficients positifs sur la diagonale, on en
déduit que VA aussi. Comme A est inversible, il en va de méme pour V"'A, donc V1A € T.
On a alors A = UT = V(V'A) et d’aprés I'unicité dans la décomposition d’Iwasawa, V = U.
D’aprés 'exercice |3.7, on en déduit que Uy — U.

[Exercice] 4.17.
1. Prenant y = 0, on trouve f(z +0) + f(z — 0) = 2f(z) + 2f(0), donc f(0) = 0; prenant x = 0,
on a alors f(0+y) + f(0 —y) = 2f(0) + 2/ (y), dou f(-y) = f(y).
2. Pour n € N, on a f(nz + ) + f(nx — ) = 2f(nz) + 2f(x). Démontrons alors par récurrence
sur n la propriété : P(n) : on a f(nx) = n*f(z).
e P(1) est claire et P(0) résulte de la question [I
e Soit alors n > 1 et supposons que P(k) soit vraie pour tout k£ < n. On a alors

f(n+Dz) = 2f(nx) +2f(x) = f((n = 1)z)
= (2n*+2—(n—1)Hf(z) d’aprés P(n) et P(n — 1)
= (n+1)*f(2).
Pour n négatif, on a alors f(nz) = f((—n)zx) = n*f(z).
B 1
Enfin, soit k£ € Q. Ecrivons k = p/q avec p, q entiers (¢ # 0), et posons y = —z, donc z = qy et
q
kr =py. Ona f(z) = ¢*f(y) et f(kz) =p*f(y), donc f(kz) = k*f(x).

3. Pour tout z,y,z € E, posons ®(z,y,2) = f(r+y+2) — f(r+2)— f(y+2) + f(z). Appliquant
I'identité (*) successivement aux couples (z +y + z,2) et (x + 2,y + 2) on trouve les égalités
2f(z+y+2)+2f(2) = flz+y+22)+ fx+y) et 2f (x+2)+2f(y+2) = f(e+y+22)+ f(x—y),
de sorte que 2®(z,y, 2) = f(z +y) — f(z —y) ne dépend pas de 2.

Ecrivant ®(z,v, z) — ®(z,y,0) = 0, on obtient la deuxiéme égalité.

4. Posons ¢(z,y) = f(x+y) — f(x) — f(y). On a clairement ¢(x,y) = ¢(y, z). Fixons z € E. Pour
r,y € E,on a

plxt+y,2)=flaty+z)—flzt+y) —fz) = fla+t2)+fly+z)—flz)— fly) —2f(2)
= o(z,2) + ¢y, 2).
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On en déduit, que p(z, z) + p(—z,z) = 0 et, par récurrence sur n € N que p(nz, z) = np(x, z).
Il vient p(nz, z) = np(x, z) pour n € Z.

. 1
Enfin, soit & € Q. Ecrivons k = p/q avec p, q entiers (¢ # 0), et posons y = —z, donc = = qy et

kx = py. On a p(z,2) = qp(y, 2) et p(kz, 2) = pp(y, 2), done p(kz, z) = ko(z, 2).
5. Pour y € E, lapplication x — ||z + y||* — ||z]|* — |Jy||* est Q-linéaire par ce qui précéde et

continue (car z — [|z]| est continue) donc R-linéaire. Donc, 'application ¢ : (z,y) — §(||x +

y|I? — ||z[|* — ||y||*) est bilinéaire, symétrique et, pour x € E, on a p(x,x) = ||lz||* : donc ¢ est
définie positive et la norme issue de ce produit scalaire est bien || ||.

[Exercice] 4.18.
1. a) Pour z € C, on a alors
Iz =2l = lI(z = y) + (y = )I* = [l =yl + 2R ((z — yly — 2)) + [ly — 2|* > [ly — 2|*.
1
b) Notons d = inf{||z—y||;y € C} la distance de x & C. Soient y, z € C. Posons b = x—E(y+z)
1 1
etc:ﬁ(y—z); alors on a ||b|| > d car §(y+z) eC,commer—y=b—cetz—z=>b+c,

on a, par l'identité de la médiane :
1
lz = ylI” + llw = 21" = 2([bI* + llell*) > 2d° + Slly — [

On en déduit
ly — 21> < 2(|lz — yl* = &%) + 2(]Jx — 2]* — d?).

Pour n € N*, posons C,, = {y € C; ||z —y||* < d*+1/n}. C’est une partie fermée non vide de
C. D’aprés l'inégalité précédente, le diamétre de C,, est inférieur ou égal a 2/v/n, donc tend
vers 0. Comme C' est complet, U'intersection des C,, qui est égale a {y € C; ||z — y|| = d},
contient un et un seul point pe(z).

Posons pc(x) = yo. Soit y € C. Pour t € [0,1], on a yo+t(y —yo) € C, done ||yo+t(y —yo) —
2]l > d. Posons () = Ilyo +1(y — o) — =II* = llyo — 21>+ 26R((yo — Iy — o)) + 1y — 90|l
Puisqu’on a d* = ¢(0) < o(t) pour tout ¢ € [0, 1], la dérivée de ¢ en 0 est positive ou nulle,
autrement dit R((yo — x|y — yo)) = 0.

Il résulte de (a) et (¢) que, pour u € C, on a

2. a)

u=pc(z) <= VzeC, R((z—ulz—u)) <0.

n n n
Soient u,z € C'; écrivons u = E s;e; et z = E t;e;, avec s;,t; € Ry tels que E S; =

=1 =1 =1
1—a

n
Z t; = 1. Remarquons que, pour tout i, on a (z — yle;) = : 1l vient

=1

n

(x—y|u—z>:1_a2(3i—ti):0.

n
i=1

Il vient (x — u|u — z) = (y — u|u — z). Par la caractérisation donnée en 1, on a

u=pc(r) <= u=pc(y).

148



b)

Exercice

d(x, F)

Pour ¢ € Ry, posons ¢(t) = Zsup{bj —t,0}. Notons b le plus grand parmi les b;. On a

0) > Z bj =1, ¢(b) = 0 et ¢ est continue (affine par morceaux - elle est affine entre deux

valeurs consécutives des b;), décroissante sur R et strictement décroissante sur |—oo, b]. Elle
prend donc la valeur 1 en un seul point ¢ € [0, b].

Posons u = Z sup{b; —c,0}e;. Par définition deconau € C.Onay—u = Z inf{b;, c}e;.
j=1 J=1

Il vient .

(y —ulu) = Z sup{b; — ¢, 0} inf{b;, c}.

Or, si sup{b; — ¢,0} # 0, alors inf{b;, ¢} = ¢; donc

—ulu) = Z sup{b; —¢,0}c =c.

n
Soit z = Ztiei un élément de C' (avec t; € R, de somme 1), on a
i=1

Yy —u|z

Zt inf{b;, c} < zn:ti =c,
i=1

donc (y — uju — z) > 0.

4.19. Notons F), le sous-espace engendré par (ej)g<n. On a F' = U F,,, d’ou 'on déduit
neN

= inf{d(x, F,,); n € N}.

n—1

Or le projeté de x sur F, est y, = Z<€i|$>€i donc d(x, F,,)? = ||z —yall* = ||2]|* = ||y.||* puisque z — y,

k=0
est orthogonal a F}, donc a y,,.
[Exercicel 4.20.
1. a) On a C; = OC! et, puisque O est une matrice orthogonale, on a ||OC||y = ||C||2 pour toute

b)

matrice colonne C.

J
Notons (b; ;) les coefficients de T. Pour tout j, on a ||C}||5 = Zb? > b

; j» avec égalité si

i=1
et seulement si b;; = 0 pour 7 # j. On a donc detT = Hbﬂ?i < H |C}ll2. Or, comme
j=1 j=1
det O = £1, il vient |det A| = det T, et H IC;ll2 = H 5|2, d’ott I'inégalité voulue.
i=1 j=1
On a égalité si et seulement si T est diagonale. Dans ce cas, les colonnes Cj'» sont orthogonales

deux a deux. Comme la multiplication par O préserve I'orthogonalité, cela implique que les
C; sont orthogonales.

Réciproquement, si les colonnes C; sont orthogonales deux & deux, "AA est la matrice dia-

gonale diag(|C,||2, donc det(A)? = det(! H 1C; 13
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2. Si A¢ GL, on adet A = 0. L’inégalité n’en est que plus claire! (On peut évidemment aussi
invoquer la densité de GL,, dans M,,).
Donc on a égalité si les colonnes de A sont orthogonales, ou si une colonne de A est nulle.

Interprétation géométrique : la valeur absolue du déterminant de A est le volume du parallélépipéde de cotés
C;. Ce volume est maximal, égal au produit des ||C;||, lorsque les C; sont orthogonaux.

[Exercicel 4.21.
1. La fonction f est périodique de période 27 et continue par morceaux. L’identité de Parseval

1 27 +0o R
donne —/ |f(t)|?dt = Z |f(E)|?, d’ot le résultat puisque |f(t)]| = €.
2 Jo

k=—o00

2 0na ) = / 7 e gt done J(k) = 1sia — ik ot J(k) = Gl =L T
. Ona ; e onc =l1lsta=1ke¢e - 27 (a — ik) _27r(a—’i/€)

27
sinon.

3. Pour a réel non nul, il vient

+00 (627ra o 1)2 B 647ra -1

< 4m?(a® +n?)  4ma

n—=—

Ecrivant ™ — 1 = (e*™ — 1)(e*™ + 1) et simplifiant on trouve le résultat escompté.

; . . 2
-~ e"“sinme sin” e 1
4. Posant a = ic, il vient f(n) = ——— , donc 1 =
J(n) (c—n) 2 ;Z (c—n)?
[Exercicel 4.22.
2w
1. Remarquons d’abord que la relation Py, = Py et / Py11(t) dt = 0 déterminent entiérement
0
Py

Si P, vérifie Py, (27 —t) = (—1)"Py(t), alors le polynome Q défini par Q(t) = (—1)*"1 Py, (27 — 1)
27

vérifie Q' = P, et Q(t)dt =0, donc Q = Pyy;.
0

2 4 —int 4 21 2m —int
2. Par intégration par parties on trouve / Py(t)e ™ dt = [Pk(t)e , } —/ P,;(t)e — dt. 11
0 —in o 0 —in

2w 2m
vient (2#)1/ Py (t)e ™ dt = (in) "', puis, par récurrence, (277)1/ Pi(t)e ™ dt = (in)~F.
0 0
3. D’aprés 1., il vient (—1)?**™ Py 1 (1) = Pogy1(n), donc Popyy(7) = 0.

1 21 +OO o o~ —
D’aprés l'identité de Parseval, on a By / Pu(t)*dt = Z |Pi(n)|?. Or Py(0) = 0 et | Py(n)|* =
™ Jo n=-—o0o

n~2F pour n # 0.
+00
D’aprés le théoréme de Dirichlet Py (0) = Z Py(n) = Z(m)_% = (-1)k2 Z n=2".
n=1

3

. 2 27 _ 2 _ 2
On a Py(t) = —u+c; or / (—u+0)dt = 2mc — [%} = 2mc — % Il vient
0

2 2
2 (t—m)?
Pl =5~ "5
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P (0 2
22():%et

+o0
4. On en déduit Zn_Q = —

n=1

+oo 27 27 4 2 2 4
_ 1 1 ™ i (t—) (t—m)
Y L o Ja
;” 47r/0 2(1) i Jy \36 6 4

4 _ \3q92r — =)o 2rm
- %_ E(t 187T) E [i(t 207r) ]z

e S S

7236 40 90

[Exercice] 4.23.
1. Pour ¢ € Dy et t €]0,27[, on a 2|p(t)] < 1+ |o(t)]?, donc ¢ € Dy.

2
2. Pour ¢,9 € Dyett €]0,27, on a 2|p(t)(t)| < |ot)]*+|v(t)[?, donc I'intégrale / e(t)(t) dt
0

est (absolument) convergente.

1 2
Muni du produit scalaire (¢, 1)) — By / ()1 (t) dt espace Dy est un espace préhilbertien.
T Jo

La famille (ey)gez définie par egx(x) = e *** est orthonormée. Notons F' l’adhérence dans Ds

(pour la norme || || associée a ce produit scalaire) du sous-espace vectoriel engendré par les ey.
+o0o

Pour ¢ € Dy, on a p(k) = (ex|p). D’apres le théoréme de Parseval Bessel, on a Z (k)| <

k=—o00

ikx

1 2w
Py / p(t)|? dt avec égalité si et seulement si ¢ € F. On doit donc démontrer que F = Ds.
0

Soit f S DQ.

e Si f est continue sur [0,27] et f(0) = f(27), on peut la prolonger en une fonction continue
périodique de période 2m. Comme || || < || ||, o0 déduit du théoréme de Stone Weierstrass
que f € F.

e Supposons que f est continue par morceaux sur [0,27]. Soient 0 = ¢y < ¢; < ... < ¢, =27

et supposons que f est continue sur chacun des intervalles |¢;, ¢;41[. Pour k € N, notons g :
+0o0

2
R — R la fonction définie par gx(t) = max(0, 1 — k|t|). Remarquons que / qr(t)* dt = R

Posons ¥ (t) = 1 — max(gx(t — ¢x)). La fonction 1, est continue sur [0, 2}}, nulle dans tous

_ 2(n+1)
1 t 1 —i(t) < t—cy), 1—- S —
es o et puisaue 1= 4(6) < 30t — ). on a 1=l < 227

Pour £ € N, la fonction ¢y f est continue sur [0, 27| et (¢ f)(0) = (Y f)(27).

2(n+1 0o
On a [|f — Urflla < ||flloolll — ¥r]l2 < w, donc 9, f converge vers f dans Dy

quand k — oco. Or ¢ f € F, donc f € F.
2m T
e Soit maintenant f € Dy quelconque. Puisque / |f(t)|* dt converge, lim / |f()2dt +
0 z—0 0

2
/ |f(#)]*dt = 0. Notons f), € D, la fonction telle que f.(t) = f(t) si 1/k <t < 2w — x et
2m—2x

fx(t) = 0 sinon. La suite (fy) converge vers f dans D,. Donc f € F.

2m a 2m
3. Soit € > 0. Puisque / |o(t)| dt converge, il existe « tel que </ +/ )\tp(t)] dt < me. La
0 0 2T—a

fonction 1) = 1j49-—q)p étant continue par morceaux sur [0, 27], il existe N € N tel que, pour
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|k| = N on ait |¢( )| < e/2 (ne serait-ce que d’aprés la question 2). Or, pour k € N, on a

« 2 )
/n+:/ )@Ukﬂ“dt
0 2mr—a

Donc, pour |k| > N, on a |p(k)| < e.

Exercice| 4.24. Pour n € N, posons «a,(f) = D,(f)(a) —

. Comme la fonction D,, est

paire, il vient

DN = 5 [ Dala)(fla=a)+ fla+2) .

1 ™
Comme de plus By / D, (z)dzx =1, il vient
T J) =

200,(f) = 2D, (f)(a) — f(a*) — fla™) = / Toin G2

flata) + fla—=) = fla®) = fla”) z

ou p(z) = — = (z) —-

Sin 5 Sin 5
1. Notons E l'espace vectoriel des fonctions h : |0, 7] — C, continues par morceaux (sur chaque
s

intervalle [a, 7] avec a > 0) et telles que l'intégrale / |h(t)|? dt converge. Pour (h,k) € E, on

0
pose (h, k) = % / kar(t) dt.
Notre hypothése gst Ve .
sizﬁ admet la limite 2 en 0; elle est donc continue et bornée sur |0, 7]. On en
déduit que ¢ € E. ’

La fonction z —

(2n+ 1)t
2 s
a 25,(t)s,(t) = cos(m — n)t — cos(m + n)t, et puisque, pour k € Z \ {0}, on a / cosktdt =0,
0

on a

On a 2a,(f) = (sp, ), ott 'on a posé s,(t) = sin . Remarquons que, pour n,m € N, on

0 sin#m
<Sn78m>: 1 .

— sin=m

2

La famille (\/§sn) est donc orthonormée. D’apres I'inégalité de Bessel, on a

22|sn,w < (0, ).

Comme (sy, ) = 2a,,(f), la série de terme général (Jag(f)|?) converge, donc ay,(f) tend vers 0.
fla®) + fa7)
5 :

Autrement dit D, (f)(a) tend vers

/ |(t)| dt < +o0, alors / lo(t)| dt < +o0o et il existe 8 tel que/ lo(t)| dt < me. La
fonction 3 = 13 5 étant dans [, il existe d’aprés la question 1, N € N tel que, pour |k| >
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1)t
on ait —)/ sm (2k + dt‘ e. On a alors

1 i o (2k+ 1)t
Nl = 5] [ etsin
1 [P 1 [" (2k +1)
< — t)| dt —‘ t dt
s el o | [ o
< €

fla™) + fla”)
; .

Donc, pour |k| > N, on a |ag(f)| < €. Cela prouve que D, (f)(a) tend vers

4.25. D’aprés le changement de variable ¢ — —t, on en déduit que le polynéme h,(—X)
est orthogonal aux polynomes de degré < n, donc est proportionnel a h,,. On en déduit que h,(—X) =
(=1)"h,. La deuxiéme assertion s’en déduit immédiatement !

4.26. Toutes les racines de Ph,, dans I sont d’ordre pair, donc Ph,, garde un signe constant

b
dans cet intervalle. Donc / P(t)h,(t) p(t)dt # 0. Or, pour tout polynoéme @) de degré < n, on a

b
Q(t)h,(t) p(t)dt = 0. On en déduit que k > n, donc h,, a au moins n racines distinctes contenues

a
dans I. Comme h,, est de degré n, toutes ses racines sont simples et contenues dans I.

4.27. On a h, + ayhy, + Buhp_1 = Xh,,. Comme h,_1, h,, hy41 sont deux a deux ortho-

gonaux il vient :

1. Bulhnslhnr) = (Xhy|h_y) = / bthn(t)hn_l(t)dt = (h| X Ty_1).

Or h, — Xh,_; est de degré < n donc est orthogonal & h,,, donc (h,|Xh,_1) = || |-
2. ap(hplhn) = (Xhnlhn).

On a aussi /(t — an)h2(t)p(t) dt = (X — ay)hn|hn) = 0, donc la fonction continue non nulle
I

t = (t—a)h2(t)p(t) ne garde pas un signe constant dans I. Comme h2(¢)p(t) > 0 on en déduit
que t — t — a, change de signe, donc «,, € I.

[Exercice] 4.28.

1. Cela résulte d’une récurrence sur k :
e pour k=0, il n’y a rien & démontrer.

b
e Soit £ > 1 et supposons que 1’on sache déja que / tk_1+£f(k_1)(t) dt converge et que 1'on

b _ y |

; (k—1)+¢ p(k—1) ke (B =14 0!
alona/at f (t)dt = (—1) T
b

b
gration par parties, on a / tht p k) (t)dt = —(k+1?) / tk_Héf(k_l)(t) dt puisque tjf(k—l)(t)

b
/ =1 =D (1) dt. Alors, par inté-

a

tend vers 0 quand ¢ tend vers a ou b, d’ou le résultaf.

2. Rappelons que, comme hy — X* est de degré < k, on a ||hg|]* = (he| X*).
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k!
a) Posons ¢, = (X2 — 1)*. D’aprés I'exemple @) page on a hF = Wq,(f). D’aprés la

question |1] (avec £ = 0), on a

Il = x4 = s [ e =g [ a-erar

-1 -1

Rappelons enfin que, pour k£, € N, k£ > 1, a 'aide d’une intégration par partie, on trouve
/1 (1 . t)k (1 4 t)e g /1 (1 _ t)k_l (1 + t)[—i—l
K 0! ) k=D (0+1)!

dt, donc par récurrence sur k, il vient

1 1_ k 1 Y/ 1 1 k+¢ 2/€+€+1
[asmrase, o

LK 17 R N T

22k)+1 <k|)4

Il vient [|hg]|* =
vient |1ell” = rrar 1

. D’aprés l'exercice [4.27| question , il vient

lhell> 4k k?

Br= 2k — 1)(2k)(2k)(2k + 1)  4k2—1

Rl

Il résulte de l'exercice que ay, = 0.

b) On applique ici la questiona la fonction gy : ¢ > t*e™ sachant que q,gk) (t) = (—1)*he(t)e ™.
Comme ci-dessus, on trouve

Iill? = (i X%y = (-1)k/+°°t’f o (8 dt = k! /Om ae(t) dt = (k)2

0
: |72 || >
Il vient = — =k"°.
= TP
400 +o0
On a aussi (hg| X5+1) — (—1)k/ £+ ) (1) g — (k;+1)!/ bt dt = ((k+1)1)2.
0 0

Ecrivons by = X" —uX*"' 4+ S ot S est un polynéme de degré < n — 1. On a (hy|hy_1) = 0,
donc (X*|hy_1) = ul|hp_1||?, soit (k1)? = u((k — 1)1)2, donc u = k%. 11 vient

(Xhilhy) = (X ) =l hel® = ((k +1)* = k) (R1)* = (2& + 1) n|

Donc oy, = 2k + 1 d’aprés 'exercice question
¢) On applique ici la question |1 a la fonction f : ¢ +— e /2 ot £ = 0. On trouve

+oo +o00
1hi))? = (hi| XF) = (—1)’“/ th fP(t) dt = k! f(t)dt = (k)2
: e ]I -
Il vient Sy = -———— = k et, par parité, a, = 0.
11|
Plus direct : On a f'(t) = —te~*'/2. Par la formule de Leibniz sur les dérivées successives

d'un produit, on a f*(t) = (~£) fP(t) + @ (=1 SED(0), soit (~1)F g (t)e 2 =

(=) (=1)%hy(£)e 7% + k(=1)*hy_1 ()e™"*/? ou encore Ay (t) = thi(t) — khip_1(t).

4.29. On se base sur la formule de récurrence h, 11 = (X — a,)h, — Buh,_1. 1l résulte de
'exercice question [I] que 3, > 0.
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1. Démontrons, par récurrence sur n, que h, et h,_; n’ont pas de racines communes.
e Cela est vrai pour n = 1, puisque hg = 1 n’a pas de racines!
e Une racine commune de h, 1 et h, est racine de h,_; d’aprés 'égalité h, 1 = (X — a,)h, —
Bnhn_1 puisque 3, # 0. On en déduit que, si h,_; et h, n’ont pas de racines communes, il
en va de méme pour h,.1 et h,.
2. Si A est racine de h,,, on a h, 1(A\) = —B,h,_1(A), donc h,1(A) et h,_1(\) sont de signes
OpPPOsEs.
3. Ecrivons hy = X — \. D’aprés la question a), appliquée a n = 1, hy(A\) < 0. Donc le polynéme
ho, unitaire de degré 2 est scindé et \ est entre ses racines.
4. a) Pour j € [1,n — 1], notons p; la racine de f,,_ telle que \; < p; < Aji1.

n—1 n—1
Onah,_ 1 = H(X — ;) de sorte que hy,_1(A;) = H()\k — ;). Dans ce produit, il y a k — 1
i=1 =1
termes positifs (pour i < k) et n — k termes négatifs (pour £k < ¢ < n — 1). En d’autres
termes (—1)" *h,_1(\x) > 0, donc (—1)""*h, 11 (M) < 0.
b) Pour 2 < k < n, le polynéme h,,; change de signe entre \;_; et Ay - donc posséde
(au moins) une racine t; dans cet intervalle. On a h,1(A,) < 0 et tliin hpi1(t) = +o0
—+oo
(puisque hy,41 est unitaire) donc h,yq posséde une racine t,.; dans Uintervalle |\, +ool.
Enfin (—=1)"*h, 1 (M) < 0 et lim (=1)""h,11(t) = 400, d’oit l'on trouve une racine t,
——0c0
dans | — oo, \q].
On a donc trouvé n + 1 racines réelles de h,, 1 qui est donc scindé & racines simples et on a
bien, t; < Aj < tj41 pour 1 < j < n.
5. L’assertion (P;) est clairement vraie... On a établi I'assertion (P>) (question [3) et on a démontré
que, pour tout n > 2, on a (P,) = (Pnt1) (question ). La propriété (P,) est donc établie par
récurrence.

xercice| 4.30. Démontrons cette formule par récurrence sur n.

e Pour n = 0, comme hy = 1 et hy = X — oy, le terme de gauche est égal au membre de

(t—a)~(y—a)
(z— o)1l

e Soit n > 1 et supposons cette formule établie pour n — 1.
Ecrivons A1 = (X — an)hn — Buhn-1.
On a 1 (2)hn(y) = 2ha(2)ha(y) — anhin(2)hn(y) — Buhn-1(2)ha(y), donc
P 1 (2)ha(y) = ha(@) hni1 (y) = (2 = Y)hn(@) h(Y) + Bu(bn(2)h1(Y) — b1 (2) hn(y)).-

D’aprés Uexercice [4.27 question 1, on a [|2,[|*> = B[ hn_1||*-

D’aprés I'hypothése de récurrence, on a

1
17202

droite

(- 1(0) = s (@) = 2= )l 1||Zh’“ ol

I1 vient

= hu(2)hn(y) + Bullhn- 1|| thHh—Hz()

hy(x
I Z ||h ||2
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Nous présentons une autre démonstration de la formule de Darbouz-Christoffel qui donne un autre éclairage
sur sa signification.
Pour T,y € R, On pose L(ac,y) = thrl(x)hn(y) - hn+1(y)hn($) -

Remarquons que L(z,y) est une combinaison linéaire de termes a;kyj — a7y avec 0 < j <k < n + 1 (cette

expression est nulle si k = j et change de signe si on échange j et k). Or gF Tyl — gkt = (x—y Z iy ti—e,

On en déduit que L(z,y) est de la forme (z — y)O(x,y) ou © est une combinaison hnealre de termes
(x,y) — zPy? avec p,q < n. Notons aussi que le coefficient en z"y" de O(x,y) est 1 : il provient des termes
de plus haut degré de h,+1 et hy,.

En écrivant les 2P comme combinaison linéaire des h;(x) (i < p) et les y? comme combinaison linéaires des
hj(y) (7 < q), on peut aussi écrire O(x,y) = Z a; jhi(z)h;(y). En regardant le coefficient en 2"y", on

(4,5)€[0,n]?
trouve ap , = 1.

Définissons I'application linéaire 6 : E,; — R[X] en posant, 0(Q / O(z,y)Q(y)p(y) dy pour Q €
Epy1.
On a 6(h;) = Z Oéij,khz'(l‘)/hk(y)hj(y)@(y) dy = Z ai jllh || *hi ().

(i,k)e[o,n]]? I 0<i<n

En d’autres termes, @ est un endomorphisme de E,,. dont la matrice dans la base (h;) est (i ;/||h;]?)-
Calculons d’une autre maniére ’application 6.

Pour tout polynéme @ € E,, de degré < n, on a /@(m, Y) (Q(az) — Q(y))cp(y) dy = 0.

Q(JU) —Qy)

En effet, est combinaison linéaire de termes z/y* avec j,k <n — 1 et, comme pour k < n on a

-y
/hn+1 dy—/h Y)yFo(y) dy = 0, il vient

/ hnt1 (2)hn (y) 27y o(y) dy = /I ha (@) st () 27y o (y) dy = 0.

I

On en déduit que 6(Q)(z) = Q(z) /I@(:c, y) ¢(y) dy, donc 6(Q) = QO(1).

Prenant @ = X", on en déduit que le degré de X™0(1) est inférieur ou égal & n donc (1) est une constante
et 0 est ’homothétie de rapport 6(1).

0(1)
[[hi]?

_ lal?
[l

On a donc «a; ; = 0 pour @ # j et a;; = et puisque o, , = 1, on trouve 6(1) = th||2 et o

m Exercice] 4.31. On démontre par récurrence sur n que la dérivée n-iéme de ¢ — (1 — #*)*™™ est de la
forme (1 —*)*Q,, ot Q, est un polynéome de degré n. D’aprés le lemme p. m on a donc

/1 (1 —12)Qn(t) t*dt = 0

1

pour tout k < n.

4.32. La base (hg,...,h, 1) est orthogonale; la matrice du produit scalaire dans cette
base est donc diagonale D = diag(||hol%, ..., [|An_1]]*). On a (X7|XF*) = /tj+kg0(t) dt = ajx, donc la
I
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matrice du produit scalaire dans la base (1, X,..., X" ') est

Qo ap Q2 Ap—1
ay a9 as Qp,
A= az a3 Q4 An1
Qp—1 Gp Qp4l A2n—2
Comme les polynémes hy sont unitaires de degré k, la matrice de passage P de la base (1, X,..., X" 1)

a la base (hg,...,h,_1) est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. Donc son déterminant
vaut 1. On a D = *PAP, donc det A = det D.

[Exercicel 4.33.
1. Par la diagonalisation de 7,, (voir page , ce polynéme caractéristique est (—1)"h,,.

2.0naT,X*=X""pourk<n—1et T, X" ! =X"—h, (puisque le projeté orthogonal de
h,, dans E,, est nulle). En d’autres termes, la matrice de T, dans la base (1, X,..., X" !) est la
matrice compagnon du polynéme h,,. On a Xhy = hyi1 + arhy + Brhi_1, donc la matrice de T,

dans la base (hg,...,h,_1) est
(%)) 51 0 ce 0 0
1 aq 62 N 0 0
0 1 Qg ... 0 0
0 0 0 . Op_9 Bﬂ*l
0 0 0 ... 1 au

3. est maintenant clair!!
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10.5 Séries

[Exercicel 5.1.
1. Onabn® —6n*>+n+4=>5n(n—1)(n—2)+9n(n — 1)+ 4, donc
5n3_6n2—|—n—|—4:5n(n—1)(n—2)+9n(n—1)+i.
n! n! n! n!
Il vient
5n3 —6n +n+4 1 1 1
=5 9 —— 44 — =bB+9+4)e = 18e.
Z n! (n—3)!+ Z(n—?)!+ Zn! (5+9+4)e ‘
n=0 n=3 n=2 n=0
2. 0 ! n © . Tl vient P
. Onav, = = = vy Il vient v, —vp41 = Uy =
T+ (n+p) nn+1)...(n+p n+p g
p
nn+1)...(n+p)
N
1 U1 — UN41 .
Donc = et, puisque (v,,) — 0, on trouve
;n(n+1)...(n+p) p (vn)
“~nmn+1)...(n+p) p  p®)
. tanxr — tany .. .
3. D’aprés la formule tan(z —y) = , il vient
1 +tanztany
(n+1)—n 1

tan(arctan(n + 1) — arctan(n)) = 1+t )n T2 tn+l

Or, pour tout n € N, on a 0 < arctan(n) < arctan(n + 1) < 7/2, et donc 0 < arctan(n + 1) —
arctan(n) < m/2. Il vient

arctan(n + 1) — arctan(n) = arctan

n24n+1
ol 1 s
On obtient donc nZ:O arctan e arctan(N+1) et finalement nzm arctan antl 2
[Exercicel 5.2. X X S
oP011r04<1etpour04:1etﬁ<0,ona¥:O(W)donc/e 25Q(IT)IB:—i-ooet
SR,
ne(lnn)f '
n=2
Si 1 1 L =0 L O déduit C_dt t
e Sia > 1, pour v €] ,a[,onam— (5) n en déduit que e W<+ooe
= 1
— = < .
Zna(lnn)ﬁ oo

||
N

n
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. ' T dt lnT‘du
e Pour a = 1 et f§ > 0, posant u = Int; il vient / ﬁ = / el donc pour 8 <
e 1

t(Int)?

/+oo dt + t 6>1/+OO dt < + Or la fonction t +—» L t
= o0 € our s 0. I la Ionction —F €8S
. t(Int)? P . t(Int)? t1n 19

+oo +oo
1 1
décroissante, donc pour 3 < 1, E W = +o0 et pour 8 > 1, E W < +o00.
n(lnn n(lnn

nn . 1 n+3/2 1 I 14+1 n+1/2
Exercice| 5.3. Posons u, = \/_ Untl _ (n+1) R = (1+1/n) , donc
emn! Up nnt1/2 e (n+1)! e
In = = (n+1/2)(In(1 + 1/n)) —

u

n

1 1

OrlIn <1+%> = 5_2_712+O($>’ donc (n+1/2)In(1+1/n) = (1—|—21n> (1—%%—0( >> =140 (%)

La série de terme général In(u, 1) — In(u,) est donc absolument convergente donc convergente, donc la
K n
suite In(u,) converge. Notons —In K sa limite (ot K € RY), de sorte que Ku, — 1 et n! ~ M
en
2 2 2n 2 n 2 22n 2
On a donc " NK(n) n< ¢ ) :_\/_
n Kn™/n Kv/n

2 /1
( n) ~ 22" [ — donc K = V2.
n nmw

5.4. Soit € > 0. Il existe ng tel que, pour n > ng on ait (1 — &)u, < v, < (1 +¢)u,

- Or, il résulte de 'exercice [1.13| que l'on a

eQn

1. On suppose que les séries sont convergentes; notons R, = E uy, et R, = E Ui les restes

k=n+1 k=n+1
des séries. Pour n > ng,ona (1 —¢)R, < R, < (14 ¢)R,.

n n
2. On suppose que les séries sont divergentes. Notons S5, = Zuk et S = ka les sommes

partielles des séries. Pour n > ng, on a

S —(1-26)S, =S, — (1 —¢€)Sn, + Z vp — (1 —e)up +5, =2 S, — (1 —¢€)Sp, +5n

k=no+1

qui tend vers +o00. De méme (1 + 2¢)S,, — S, — +o00. On en déduit qu'il existe n; tel que, pour
n = ny on ait (1 —2¢)S, < S, < (14 2¢)S,.

3. Soit u,, une suite convergente de nombres réels. Quitte a lui ajouter une suite constante, on peut
supposer que u, > 0 pour tout n et que sa hmlte E est aussi strictement positive. Posons v, = /.

Zuk—>€

Par la question 2, Z up ~ (n+1)¢, 501t
k=0

[Exercicel 5.5.

Upt1 —
1. Si ¢ # 1, posons v, = =

qg—1
D’aprés Pexercice [5.4], on a :

~. Alors u, ~ v, (en particulier, v, > 0 pour n assez grand).

a) Si g < 1, alors (u,) — 0, les séries de terme général (u,,) et (v,) convergent et leurs restes

o0
E U et g Vg =
k=n k=n

sont équivalents.
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b) Sig>1, alors (un) — 00, les séries de terme général (u,) et (v,) divergent et leurs sommes

Up+1 — Ug
partielles E uy et E v = n+—1 sont équivalents. Or, comme (u,) — oo, il vient
k=0 k=0 q
Up+1 — U Up+1 qUnp
~Y ~Y .

qg—1 g—1 qg—1

kD) RO ) )y,
2. ) Onaln=ros _/n Fip) 6 done In =75 tend t( o) )% .

b) Donc si @ < 0 la série de terme général (f(n)) converge et si @ > 0 la série de terme

+oo
général (f(n)) diverge. D’aprés la question 1, si a < 0 alors Zf(k:) ~ 1f(n)
— ea

k=n
alors Z f(k ~ T e) -

c) Pour n € N, posons 3, = Sup{‘%

et sia>0

; t € [n,n + 1]}. Par hypotheése, la suite (5,) tend

vers 0. Pour z € [n,n + 1], on a

dt‘g ‘dtéﬁnx—n.
L Fo S 1S e
Autrement dit, on a e Anlz—n) < M < =) On en déduit I'inégalité ‘M - 1‘ <
fn) (n)
f(t
ePn@=m) 1 L efr — 1, et, en intégrant cette inégalité, on obtient ‘ / ((—)) — )dt‘
n

n+1
e’ — 1. On en déduit que / f(t)dt ~ f(n), d’ou le résultat d’aprés la question 1.

[Exercicel 5.6.
Un+1 o / NI
1. On aln =In(l — —) +In(1 + ) on w), =

Uy, n 1—a/n
série de terme général In(1 + w),) est absolument convergente.

Wnp

. On a w, ~w,, ~1In(1+w)) donc la

1
+ In(1 —--—) +In(1 +w),) = 225
non
O(1/n*)+In(1 +w),). La série de terme général v, 1 — v, est donc absolument convergente donc

convergente, donc la suite (v,) converge dans R et (n%u,) converge dans R, .
b—a

n
Posons v, = In(n®u,). On a v,41 — v, = aln

u

2. Ona 22 =1+
Up

u, est convergente si et seulement si a — b > 1.

+ O( ) Donc u,, ~ kn®~® pour un k # 0 et la série de terme général

Supposons que a — b > 1 et posons v, = (n — a)u, = (n — b)uyy;. Comme u, ~ kn’~® on
en déduit que v, - 0.Onawv, 1 —v, = ((n—1-0) —(n—a))u, = (a —b— 1)u,. Donc

n = 1o b—l a—b—1  a—b—1

n+1
Exercice| 5.7. Puisque f est décroissante, on a f(n + 1) < / ft)dt < f(n), soit 0 < f(n) —

n+1 400
/ f(t)dt < f(n) — f(n+1). Or, puisque f(n) — 0, on a Zf(n) — f(n+1) = f(0).

n=0

160



[Exercicel 5.8.

n—1
1 n
1. Posons f(t) = Frs D’aprés l’exercice la suite E f(k) — / f(t) dt a une limite.
0

k=0
n

1 1 Pt
2. Posons S,, = Z T Inn. On cherche un équivalent de R, = v — S,,. Posons u;, = — — / —.
k

k 1t
k=1
+0o0
Onas,=1+ Z ug. Comme cette suite tend vers v on trouve donc v =1+ Z Ug-
k=2 k=2

La différence R, = v — S,, est donc le reste de cette série R,, = Z uy. Or
k=n+1

kodt k 1 1 1
/k_lt npmg =1 g) =5t g ol
1 1

22 " T 2k(k— 1)
En remarquant que ug < 0, on en déduit (a I'aide de I'exercice [5.4) que

donc uy ~ —

+oo +oo 1 1
Zu’“N_sz(k—1):_%'
k=n+1 k=n+1
"1 11 1 1 1
ona 3 L3S e o)) 0
SOnaZ% 5 ? 2(nn—|—7—|—2n+on onc
k=1 k=1
n 2n+1

(]
=
+ —
—_

Il

Z__Z%

= (ln(2n+1)+7+4n1+2 +0<%>> —%(1Dn+’7+%+0(%>)

1\ 1 ~ 1
— In(2 1(1 —)——1 i (-)
n(2n) + In + 3 5nn+ o +ol~
1 1
= In2+ - lnn—i—v—k——i—o()
2 2n n

n

Z ! 1n2+i+0<1>
2k 4n n

k=0 k=1

4. 11 vient Z k+ 1

En particulier Z ( ) =1In2.

k +
k=0

1 1 11 1 _1< 1 1 >
2k +1 4k+2 4k+4 4k+2 4k+4 2\2k+1 2k+2/°

X (=1 In2
Ilv1ent2vk— Zk—i—l -

6. Notons (wk) la suite ainsi obtenue. Dans les n(p + ¢) premiers termes de cette suite, on aura np
termes positifs et ng termes négatifs. Autrement dit, on a

5. On a v3y, + U3pp1 +Vspyo =

n(p+q)— np

2 55 -3 (e o 3 oth) - (S )
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Ilv1ent2wk ln2+ lng-

q

7. Soit y € ]O, 1[. Pour n € N| posons p(n) = E(ny) et ¢(n) = n — p(n). Pour tout n € N, comme
ny < (n+ 1)y < ny+ 1, il vient p(n) < p(n+1) < p(n) + 1. Ainsi les suites p(n) et g(n) sont
croissantes et comme p(n) = ny — 1 et g(n) > n(1 —y), elles tendent vers 'infini. Remarquons

: ny p(n) ny — 1 p(n) y
aussi que, pour n # 0, on a > de sorte que —= — ——-
n(T—5) ~ qln) ~ n(l—g) + 1 g(n) 1-y

Construisons l'application o : N* — N* telle que {o(k); 1 < k < n} = {2k —1; 1 < k <
p(n)}U{2k; 1 <k <q(n)}.
Avant de vérifier qu'un tel o existe (en donnant sa formule) on remarque :

e Comme {o(k); 0 <k <n} an=pn)+qn) éléments, o est injective sur {1,...,n}. Cela
étant vrai pour tout n € N*| o est injective.

e Comme, les suites (p(n))nen et (¢(n))nen, tendent vers Uinfini, pour tout k& € N, il existe
n € N avec k < p(n) donc 2k — 1 est dans l'image de o, et il existe m € N avec k < p(n)
donc 2k est dans I'image de o. On en déduit que o est surjective.

Définissons o : pour n € N*, posons

o(n) = {Qp(n) —1 si pn)=pnh-1)+1
2q(n) sinon

Comme y < 1, on a p(1) = E(y) =0 et ¢(1) = 1, donc a( )=

Soit n >2.Si{o(k); 1<k<n—-1}={2k—-1; 1< p(n 1)}U{2k 1<k<qgn—-1)},
alorson a p(n) =p(n—1)+1oup(n)=pn—1) - donc q(n) = q¢(n —1) + 1. Dans les deux cas,
ona{o(k); 1<k<n}={2k—1;, 1<k<pn)}U{2k; 1 <k<qn)}U{o(n)}

I1 vient
n (_1)J(k)+1 p(n) 1 q(n) 1
olk) Z% _Z%
k=1 k=1 k=1
1 1
= <1n2 + =Inp(n) + 1 +o(1 )) — (— Ing(n) + Ty o(l))
2 2 2 2
L e
In(2) + —In ——= +o(1).
400
—1)o®) 1
Or p(n)/q(n) tend vers y/(1 — y). Il vient ; % =In2+ Eln : z "
1
Or, pour x € R, il existe un et un seul y € ]0,1[ tel que x = In2 + §1n 7 (on trouve
- Y
— 1 )
Yo 11 de =)
[Exercicel 5.9.

1
1. Comme v — S, ~ 5 (cf. exerc. , si on veut approcher v a 107'® par S,, il faut donc
n

prendre 2n ~ 10%. Cela fait beaucoup de calculs... Si on calcule 1/k en un milliéme de seconde
(méme Euler ne calculait pas aussi vite...), il faudrait plus de 100 000 ans.
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1 1

1
2. Onat(t_i_l):;—t_f_—ldesorteque
1 1 1 \3 1 3 3 1
BE+1)P <Z_t+—1> B PGt iis1? Grip
1 (t+1)—t 1
T8 Tet+1)? (t+1)3
I S S TN
B <¥_t+1) St 1)
I . B 3 1
B eT (¥_t+1>_(t+1)2_(t+1)3
Une primitive est donnée par F'(x) = —2—;—1— ; +6lnxj_1 + x—?—l + 2(90_1'_1)2.
3. On remarque que, pour k € N, k > 1 onaF(k:)zﬁ— 5 + L —L+6uk+1 de
’ ’ ’ Eook+1 2(k+1)2 2k2 ’
sorte que
= 31 1
;F(k)zﬁ—ﬁqLG(v—Sn) et =8~ o+ ZF

e dt
OrF(k:):—/k TP VER donc ka—% et ZF’“ 20“4
1 1 1
on 1202 120m*
une erreur de 'ordre de

1
- En approchant v par S,, — — + on commet donc

on ' 12n2
Donc on veut trouver n tel que 120n* ~ 10'® ce qui donne n un

Il vient v — S, +

120n4"

peu plus grand que 3 000.
O t lus loin 1 éthod 1 t S, L + ! !

n peut pousser plus loin la méthode, en remplacant v par 5, on T TonZ 1204
R 1 1 5 (t+1)° —t° =582t +1)> 52 +5t+1 o sort

cInarquons que — — = = , de sorte

PO S " a1y B+ 1) £5(t + 1)° 50t + 1)°
1 1 T 52 4 5t + 1

que 5F(z) + 4zt A(z+1)2 /x ot +1)5

1 [T°5t2 +5¢+1
Posons G(z) = 3/ % dt. On a G(zx) ~ - donc ZG

1 1
2011 20(k 4+ 1)*

42n6

On a F(k) = —

+ G(k), de sorte que ZF(I{:) = —m + ZG(k‘)
k=n

k=n

Or G(x) ~ ﬂ, donc Z G(k 42n6

1 1 1 1
) ce qui fait que n = 200 suffit pour avoir

madoney = \on T on T o2 T Toont) ™ 25200
une approximation de v a 16 chiffres...

Remarque. On connait maintenant plusieurs milliards de chiffres de . Par contre, on ne sait pas
encore si 7y est rationnel !!

Les 24 premiers chiffres sont v ~ 0,577 215664 901 532 860 606 512...
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[Exercicel 5.10.

1. Supposons que la série de terme général (uy) converge. Soit n € N. Posons N = sup{c(k); 0 <

E < n}. Ona Zug Zuk Zuk On en déduit que la série de terme général (uqp))

k=0

—+00

converge et E Ug(k) S g U
k=0 k=0

Appliquant cela a la suite (v,,) définie par v,, = uq(,) et a la permutation o

00 +oo
si Z Ug(n) converge, il en va de méme pour Z Uy, €t Z Uy, = Z Vg=1(k) < Z v, d’ou I'égalité.
— — k=0
2. On peut écrire u,, = v, — w, ou (v,) et (w,) sont des séries convergentes a termes positifs (par
exemple v, = max(uy,0) et w, = max(—u,,0); on peut aussi prendre v, = |u,|). Les séries
(Vo(n)) €t (Wo(n)) sont convergentes, donc il en va de méme pour leur différence, et on a

~1 on en déduit que,

+oo +oo +00 +oo +0oo
D o) = D oty = D Wo(n) = Z Un = Z Wn =D tn.
n=0 n=0 n=0 n=0

[Exercicel 5.11.

1. Ecrivons uj, = max(uy, 0) — max(—u, O) et |ug| = max(ug, 0) + max(—ug, 0). Remarquons que

+oo
Z U = Z max(ug, 0) et Z (—ug) = Z max(—ug, 0). Comme Z |ug| diverge, on en déduit

kel k=0 kel
que I'une au moins des séries Z max(ug, 0) ou Z max(—ug, 0) diverge. Comme Z U converge,
on en déduit que 'autre aussi diverge.
2. On va procéder en plusieurs étapes
(E1) Remarquons d’abord que, par définition, o(n) n’est pas dans {o(k); k < n}. On en déduit
que o est injective.
(E2) Il s’ensuit que, pour tout N € N}, I'ensemble Ay = {k € N; o(k) < N} est fini (il a au plus
N éléments par injectivité); pour n > max Ay, on an € Ay, donc o(n) > N. On a prouvé
que kli}lzrnooa(k) = +o0.

Convenons de dire que les nombres réels a et b sont de méme signe si a > 0 et b > 0 ou si

a < 0et b<0;on dira sinon qu’ils sont de signe contraire.
n—1

Posons R,, = x — Z Uq (k). Par définition de o, R, et u,(,) ont méme signe.

k=0
Notons B I'ensemble des entiers n € N tels que () et us(n41) sont de signe contraire.

Par définition de B,
(E3) sin € B, comme R, = Ry41+ Uo(n) €t Rpy1 et Uy(n) ont méme signe, il vient | Ry, 41| < [Ry|;
(E4) sin € B, R,41 et R, n'ont pas le méme signe et comme Ugny = R, — Ry41, il vient
|Rnia| < |ua(n)|'
Soit n € N.
e Supposons que R, > 0. Comme Z ur = +00, il existe my € I, tel que my >
kely; kzo(n)

o(n) et tel que Z up < R, et Z up > R,. Notons j le nombre
k€ely; o(n)<k<mo kely; o(n)<k<mog

d’éléments de {k € I; o(n) < k <mp};pourp € Ntelquen <p<n+jonaoc(p) € I,

et n+j € B.
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e Si R, <0, on démontre de maniére analogue qu’il existe j > 0 tel que n+ j € B.

(E5) Cela prouve que B n’est pas majoré - donc est infini.
La suite R, change donc une infinité de fois de signe; comme o est injective, o(N) N I, et
o(N)N7_ sont infinis donc non bornés. Or, par définition de o, pour tout n € N, si o(n) € I+
alors, pour tout ¢ € I avec ¢ < o(n), il existe k < n ave o(k) = /.

(E6) Il s’ensuit que o est surjective - donc bijective d’aprés (E1).

(E7) Soit € > 0. Comme la série Z u, est convergente, on a limwu, = 0; il existe donc mg tel que
|um| < e pour tout m > mg. Comme o(n) — 400 (d’aprés (E2)), il existe ng € N tel que,
pour n = ng on ait o(n) = mg, donc |uym)| < €. Comme B est infini, il existe NV € B tel que
N > ny.

Soit n > N. Posons ¢ = max(B N [N,n — 1]). Comme ¢ € B, il vient |Rp1| < |u| < €
(d’apres (E3)) et, pour £ < k < n — 1, comme k ¢ B, il vient |Ry41| < |Rg| (d’aprés (E4)).
On en déduit que |R,| < e.

“+oo
(E8) Cela prouve que R, tend vers 0, autrement dit que 1'on a Zu”(k) =z
k=0
[Exercice] 5.12.
1. Ona Y wupty_p = (—1)" .Orpour0<k<n,ona(k+1)(n—k+1) <
kzzo kzo VEF)(n—k+1)

(n 4 1)?, donc ’ Z Uply_r| > 1. Le terme général Zukun_k ne tend pas vers 0, donc la série
k=0

de terme général Z upU,_p diverge.
k=0
2. Ce produit de Cauchy est la série (w,,) définie par :

n

n . 1
w,, = kzzovkvnk = (-1) Z (k+1)(n—k+1)

k=0

Remarquons que le k-iéme terme dans Cette somme est égal au (n—k)-iéme. On a donc |wo, 11| =

1 1
2;:0(/6—1—1)(271—}—1—/’{:—1—1 n—l—QZk tenddoncversOpulsqueZ—Nlnn

1 1
De pl 2 - - |
e plus, wa, + Wap41 = Z( (k+1)2n—k+1) (k+1)(2n—/€+2)> (n+1)2

11 vient

——< + <2Z ! < Z
(12 =T S TG @n — kt D@n—k12) (1) & (k1)

2Inn
On en deduit o+ W] < .0 ~ » d
wen decuit que g+ vl S G 0 Gy O Gy i & e T e

la série de terme général (ws, + wa,11) est absolument convergente.
m

Posons S, = Z wg. La suite (Sa,11), somme partielle de la série de terme général (waq,, +wap11)

k=0
converge. Comme Sy, = S9,11 — Wa,1 converge vers la méme limite, la suite .S,, converge. En

d’autres termes, la série de terme général (w,,) converge.
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[Exercicel 5.13. Voir aussi exerc. [4.13]

P

1. Pour n € N, posons d, = Z ISkl || Rp—kl]]. Comme les séries a termes positifs Z 1Sl et
k=0

Z || R ||| convergent, leur produit de Cauchy Zd” converge et, puisque ||T,]|| < d,, on en

déduit que Z T,, converge absolument. On a de plus

(S Us) (Sl = 3
donc (21: |||Sk|||> <XZ: |||Rk|||> — (id,,) tend vers 0.

Pour n € N, posons A, = {(k,0) € N>, k+ (¢ < n}, B, = {(k,0) € [0,n]* k+¢ > n}.

n

Remarquons que A, et B, sont disjoints et que A, U B,, = [0, n]]Q. On a Z T, = Z S o Ry.
p=0

b (kL)EAR
onc

(Xs)o (X r) = (XBm)= > Siohe

k=0 k=0 p=0 (k,£)€Bp
Donc . . .
(s o (k)= (X n)|[ < X nadinsa.

k=0 k=0 p=0 (k,£)€Bn

Or

S Wil = (3 sn) (32 el - (34,

(k,0)€Br, p=0

qui tend vers 0.

1 1
2. On applique la question précédente aux séries —'S” et Z —|T" dont le produit de Cauchy
n! n

n=0 n=0

1 n
est Z —2"(5+T)" (puisque S et commutent, on a bien (S +T)" = Z (n) SF o Tk,
n

! k
nz=0 k=0
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10.6 Suites et séries de fonctions

[Exercicel 6.1.

1. Fixons z,y € [a,b]. Pour tout n € N, on a |f,(z) — fu(y)| < k|z — y|. Passant a la limite quand
n — 00, on en déduit que f est lipschitzienne.

Soit € > 0. Fixons p € N tel que pe > 2k(b —a). Pour j =0,...,p, posons z; = a + j—)(b —a).
Il existe ng tel que, pour n > ng et tout j € {0,...,p}, on ait |f(x;) — fu(z;)] < €/2. Soient
alors n > ng et « € [a,b]; il existe j € {0,...,p} tel que |z — z;| < 2;a. Comme f et f, sont
k-lipschitziennes, f — f,, est 2k-lipschitzienne; il vient |(f — fu)(z) — (f — fu)(x;)| < 2k|z — ;| <
M=) < 2 done [£(w) — £ule)| <1F — £)(&) — (F — F) ()| +1F(ay) — fuley)] <.

2. Fixons x,y €]a, bl et A € [0, 1]. Pour tout n € N, on a f,(Az+ (1= N)y) < Afu(z)+(1—XN)fu(y).
Passant a la limite quand n — oo, on en déduit que f est convexe.

Soient ¢,d € R tels que a < ¢ < d < b; choisissons ¢,d € Rtels quea < <cetd<d <b.
Pour tout n € N et tous z,y € [¢,d] avec z < y, puisque f,, est convexe, il vient

fn(c) - f,n(C’) < 1) - In(z) fn(d;i)/ - i;n(d)_ (1)
c—c y—

Les suites <_f”<ci : f/n(c/)) . et (—fn(d;l)/ : Z;n(d)

donc k € R, tel que l'on ait, pour tout n € N

fn<c) - fn(cl) < fn(d/> - fn(d)
c—c = d—d

) sont convergentes donc bornées. Il existe
neN

k< < k-

D’apreés les inégalités , on en déduit que les restrictions de toutes les f,, a [c,d] sont k-
lipschitziennes, donc la convergence est uniforme sur [c, d] d’aprés la question précédente.
Considérons la suite (f,) de fonctions de |0, 1] dans R données par f,(z) = 2™ ; elles sont toutes
convexes et la suite (f,,) converge simplement vers 0 ; la convergence n’est pas uniforme puisque,
pour tout n € N, on a sup{f,(t); t €]0,1[} = 1.

6.2. Remarquons que, pour tout z € X et tout n € N, f(x) — f.(z) = 0 et la suite
(f(x) — fu(x)) est décroissante, donc la suite n — || f — f, || est décroissante ; on veut démontrer que
sa limite est nulle.

On suppose le contraire. Notons ¢ > 0 cette limite. Alors, pour tout n € N, [|f — fullee = €; il existe
donc z,, € X tel que f(z,) — fn(z,) = €. Par compacité, la suite (z,,) admet un point d’accumulation
x. Comme f,(x) — f(x), il existe k € N tel que 0 < f(x) — fi(x) < /2. Comme f — fj, est continue, il
existe un voisinage V' de z tel que f(y) — fr(y) < & pour y € V. Comme z est un point d’accumulation
de la suite (z,), il existe n > k tel que x,, € V. On a alors € < f(z,) — fu(xn) < f(xn) — fe(zn) <&,
ce qui est absurde.

6.3. Soit € > 0. Soit p € N tel que pe > 2(f(1) — f(0)). Puisque f est continue, il existe ;
J

pour 1 < j < p—1tel que f(t;) = f(0)+=(f(1)— f(0)) (théoréme des valeurs intermédiaires). Posons
p
aussi top = 0 et t, = 1.
1) — f(0
£~ 1(0) _

5 f(t;) +e/2.

Remarquons que pour tout j € {0,...,p— 1}, on a f(tj41) = f(t;) +
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Pour 0 < j < p, puisque f,(t;) = f(¢;), il existe n; tel que pour n > n; on ait |f,(t;) —
Posons N max(nj)

Solent n > N et t € [0,1]; il existe j tel que t; <t < t)41.
Remarquons que f(tj11) —e/2 < f(t;) < f(t) < f(tjm) < f(t;) +¢/2
On a donc f(t) —e < f(t;) —e/2 < fu(t;) < fult) < fultjsr) < f(tj41) +e/2 < f(t) +e.
I vient ||f — fullo < &
[Exercicel 6.4.
a) Si f(z) =1, il vient (B,(f))(z) = (Z) *1l—2)" =@+ 1 -2)" =1

b) Si f(z) = =z, il vient

B = ()t =3 (1) o

1
2. Comme ar®+br+c = —azx(l—x)+(a+b)x+c, ona B,(f)(z) = —a x(1—x)+

az(l —z)

n

On a donc (B,(f) — f)(x) =

3. Par le théoréme de Heine il existe « tel que, si |z — y| < a, alors |f(z) — f(y)] <
poser K = 2| f|lca™ 2. En effet,
® si |z —y| <a,alors [f(z) - f(y)| <e €+K($— y)*.
o silz -yl > a, alors | f(z) — F(y)] <

4. D’apreés la question 3, on a g, < f < hy. Or B, est linéaire et si ¢ est une fonction
en va de méme pour B, (). On a donc B, (g,) < B,(f) < By(hy).

K
D’aprés la question 2, on a (B,(gy) — ¢y)(2) = ——=2(1 — 2) et (B, (hy) — hy)(2) =
n

Tl vient Bu(g,)(4) = f(3) = — ~y(1 — ) et Bu(hy)(y) = f(y) + =+ (1 ).

On a done f(y) £~ ~y(1 ) < Bul/)(y) < ) +< + —y(1 ~).

ft;)| < e/2.

(a+b)x+ec.

e. Il suffit de

2HfHOO—Ka < K(x — ) §€+K(x—y)2.

positive, il

52(1 —z).

5. Comme pour tout y € [0,1], on a y(1 —y) < 1/4, d’aprés les questions précédentes, pour tout

K
e > 0, il existe K tel que, pour tout n € N* on ait ||f — B, (f)||cc < e+ 1, ) Pour n assez grand,
n

on a donc || f — Bu(f)|leo < 2e.

[Exercicel 6.5.
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1. Supposons que f soit périodique de période T'. D’apreés le théoréme de Heine, la restriction de f
a l'intervalle [0, T 4 1] est uniformément continue. Soit alors e > 0; il existe & > 0 que 'on peut
supposer < 1 tel que, pour tout s,¢ € [0,T + 1] satisfaisant |s — t| < a, on ait |f(s) — f(t)| < e.
Soient alors x,y € R tels que |z — y| < a. Quitte & échanger leurs roles, on peut supposer que
x < y. Notons alors n la partie entiére de x/T et posons s = x — nT et t =y — nT. On a alors
0<s<T,ets<t<s+a<T+1. Ilvient donc |f(x) — f(y)| = |f(s) — f(t)| <e.

n 2n
2. On écrit D,, = Z ey oil e (t) = e 11 vient D? = Z Crir = Z cpep, ol 'on a noté ¢,
k=—n —n<k,l,<n p=—2n
le nombre de couples (k, () € [[—n,n]] tels que k + ¢ = p, c’est & dire le nombre de k € [[—n, n|]
tels que p — k € [[-n,n]], autrement dit le cardinal de [[max(—n,p — n), min(n,p + n)]]. On a
donc ¢, =2n+ 1 — [p|.

™

3. Utiliser 'égalité / cosktdt = 0 pour k # 0.

—Tr

4. Puisque F,,(t) et 1 — cost sont positifs, on a

L 1 —costydt < - [ Fat)(1— cost) dt = —
— " — cos . — COS =
2w o

Y

2n+1
or sur l'intervalle [a,, 27 — ], on a 1 — cost > (2n + 1)~ Y2,

1 s
5. On a cos k(t—s) = cos kt cos ks+sin kt sin ks, donc — / cosk(t—s)f(s)ds = ay cos kt+by, sin kt,
7r

1 (" 1 (" N
ou ay = —/ cosks f(s)ds et by = —/ sin ks f(s) ds. Par linéarité, f, est un polynome
T J_x T™J_n

trigonométrique.

1 a+2m
6. Par un changement de variable, on a f,(t) = 2—/ F,.(s)f(t — s)ds (pour un a € R quel-
™ a

conque - par périodicité), donc

r0=10 =5 [ REOUO - 0=
Or i/_a” Fu()(F(1) = (1 = 5)) ds| < 5% /_an Fu(t— s)ds < e et
5[ ROUO- -] <l [T R <2y

7. Puisque f est uniformément continue, pour tout ¢ > 0, il existe « tel que pour tout s,¢ € R tels
que [s —t| < o, on a |f(t) — f(s)] < e. Remarquons que, par continuité de la fonction arccos, la
suite o, = arccos(1 — (2n + 1)7'/2) converge vers arccos 1 = 0.

Pour n assez grand, on aura donc a,, < a et 2||f|lo(2n + 1)"%2 < &, donc, pour tout t € R,
|f(t) = fu(t)] < 2¢, soit encore ||f — fulleo < 2e.
[Exercicel 6.6.
1. L’application C[X] — C(D;C) qui & un polynéme P = ZakX associe P(z Zakz est

un morphisme d’algébres. Son image est une sous algébre.

2. Pour f € C(D;C), on a ‘(1/27r) /O%f(e”) dt‘ < (1/2m) /OQTr]f(eit)\dt < || flloo, donc ¢ est

continue de norme < 1.

169



3. est clair!

4. Considérons ¢ : f +— f(0); c’est une forme linéaire continue sur C(D;C). On a A C ker(¢ — )
qui est un sous-espace fermé, donc A C kEr(gp — 1/1_) Notons g I'application A — |[A>. On a
©(g) =1 et 1(g) = 0. Cela prouve que g ¢ A, donc A # C(D;C).

[Exercicel 6.7.

1. a) Si f est en escalier, il existe m € N* et a = ag < a1 < ... < a,, = b tels que f soit constante
égale a ¢; sur lintervalle ]aj,aj41]. Alors f est continue en tout point distinct des a; et
admet la limite & droite ¢; en a; (pour j = 0,...m —1) et la limite & gauche ¢;_; en a; (pour
j=1,...m).

b) Si f, converge uniformément vers f et, pour tout n, f, admet une limite a droite b, en un

point ¢ € [a,b], alors |b, — b,,| qui est la limite & droite en ¢ de |f,, — f,| est majoré par
| fo — finlloo- On en déduit que la suite b, est de Cauchy dans R, donc convergente. Notons
¢ sa limite.
Soit alors € > 0. Il existe n € N tel que || f — fo.||co < €/3 et [ —b,| < /3. Par définition de la
limite a droite, il existe a > 0, a < b—¢, tel que, pour x €]c, c+ [ on ait | f,(x) —b,| < £/3.
Alors, pour x €]e,c+ af, on a |f(z) — €| < |f(x) — fu(@)| + | fu(z) — bu| + |bn — €] < . Donc
f admet en c la limite /.

La méme démonstration vaut pour les limites a gauche; donc (b) résulte de (a).

2. Si f est continue, elle est uniformément continue, donc, pour tout n € N*, il existe «,, tel que
lz —y| < a, = |f(x) — f(y)] < 1/n. Soit alors k,, € N tel que k,a,, > b — a. Notons f, la
=), , Do)

ko, kn,
(b
‘% (pour j € {0,...,k,}). On a

lf = fulloo < 1/n, donc la suite f, converge uniformément vers f.

fonction en escalier qui est constante sur chaque intervalle [a +

(pour j € {0,...,k, — 1}) et coincide avec f en a +

3. Si f est monotone, pour tout intervalle .J, 'ensemble f~'(J) est un intervalle. Comme f est
comprise entre f(a) et f(b) elle est bornée. Soit n € N*. Les ensembles f~*([j/n, (j + 1)/n])
(pour j € Z) forment une partition de [a,b] en intervalles, et comme f est bornée, seuls un
nombre fini d’entre eux sont non vides. La fonction f,, qui vaut j/n sur f~*([j/n, (j +1)/n]) est
en escalier, et on a || f — fulleo < 1/n, donc la suite f,, converge uniformément vers f.

4. a) résulte immédiatement des définitions des limites a gauche et a droite.

b) Supposons le contraire. Pour tout n, il existe un intervalle I,, de longueur (b — a)/n tel que
la restriction de f a I,, ne soit pas approchable par une fonction en escalier a € prés. Soit x,
le milieu de I,,. Par compacité de [a, ] il existe une application strictement croissante ¢ telle
que (x,(n)) converge vers un point x € [a,b]. Comme J, est ouvert dans [a, b], il existe o > 0
tel que [v —a, z+a|N[a,b] C J,. Pour n assez grand, on a 1/¢(n) < /2 et |z —x,0)| < a/2,
de sorte que I,, C J,. Or sur J,, la fonction 6 définie par 6(y) = h(z) pour y < z, 0(x) = f(z)
et O(y) = g(x) pour y > x est en escalier et, pour tout y € J, on a |#(y) — f(y)| < e. On
arrive ainsi a une contradiction.

c¢) Soit n donné par (b). Pour j = {0,...,n — 1}, il existe une fonction en escalier §; sur
la+j(b—a)/n,a+ (j+1)(b—a)/n] telle que 'on ait |f(t) — 0;(¢)| < € sur cet intervalle. La
fonction 6 qui coincide avec 6, sur [a+j(b—a)/n,a+(j+1)(b—a)/n[ et telle que f(b) = O(b)
est en escalier et on a ||f — 0| < e.

Cela étant vrai pour tout ¢, la fonction f est réglée.

[Exercicel 6.8.
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1. Soit a > 1. Si Re(s) > a, on a [n~*| = n~) < n~ donc la série de terme général n~* converge
absolument

—S

2. On a en fait vu dans 1 que la suite de fonctions continues s — n™® converge normalement

sur V, = {s € C; Re(s) > a}. Sa somme est donc continue sur V,, et puisque U V,={se

a>1
C; Re(s) > 1}, la fonction ¢ est continue sur {s € C; Re(s) > 1}.

—S

3. Onal®=1et,pourn>2,ona lim n °=0,donc, parle théoréme d’'interversion de limites

Re(s)—o0
(la convergence étant normale), il vient

o

lim s) = lim n°=1.
Re(s)—o0 << ) ; Re(s)—o0

4. Posons u,(s) = n~*. La fonction u, est de classe C™ (sur R) et on a u®(s) = (= Inn)*u,(s).
Soit a € |1,+0c[. Pour s € [a,+o0[, on a [u®(s)| < (Inn)*n~® qui est une série convergente.
Donc la série de fonctions de terme général (u,(f)) est normalement convergente sur [a, +ool;
d’aprés le théoréeme de dérivation, on en déduit par récurrence sur k£ que la fonction ( est de
classe C* sur Ja, +oo[. Comme cela est vrai pour tout & € N et tout a € |1, 4o0[, la fonction ¢
est de classe C* sur |1, +00.

Posons aussi v,(s,t) = n*"" pour (s,t) € R?. La fonction v, est de classe C*° et I'on a

ak-ﬁ-é ket
B Uy = (—1In n)k(—z In n)fvn. La série de fonctions Py

[a, +0o[ xR pour tout a > 1, on en déduit que la fonction ¢ est de classe C* sur {s € C; Re(s) >

1.

n+1
5. Pour s € R, posons w,(s) =n"° — / t™%dt. Pour s > 0ett € [n,n+1],ona(n+1)"° <

v, est normalement convergente sur

t7° < n° desorte que 'ona 0 < w,(s) <n *—(n+1)"° On en déduit que, pour s > 0, la
+00

série de terme général w,(s) converge. De plus, Z Z k= (k+1)7°=(n+1)""°
k=n+1 k=n+1
de sorte que cette série converge uniformément sur [a, +oo[ pour tout a > 0.
+o00
Donc s — Z wy,(s) est continue sur |0, 400].
n=1
Po >1,0na n(s) = — t~5dt = — .
s> 1 ona 3 un(s) = 6(5) / () — —
+oo n
De plus an(l) = lim Z 1/k—In(n+1) =1.
n—oo
n=1 k=1

Par continuité & droite en 1 de Z wy, il vient donc ((s) =1/(s — 1) + v + o(1).

Exercice| 6.9. Donnons-nous une série entiére f(z Zanz de rayon de convergence R. Pour
z,y € Ctels que |z|+|y| < R,ona f(z+y) = Za Z y" . Posons byy = ajis bt k)t
n . s _l’_ kl, .

Enoncons un résultat sur les suites doubles (déja utilisée pour le produit de Cauchy).
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Lemme. a) Soit () kpnenz une famille de nombres réels positifs. On a

—+00

z(zw) zg(gak,g) zi(za)

avec le sens que si ['une de ses sommes est finie, il en va de méme pour les autres et leurs
sommes sont égales.

St ces sommes sont finies, on dit que la série double g Q¢ converge.

b) Soit (uke)keyenz une famille de nombres complexes. Si la série double Z |uk.e| converge, on a
[’égalité
+oo 400

5 (32 u) = 32 () =25 (3 )

avec le sens que toutes les séries impliquées sont (absolument) convergentes et les sommes sont

égales.
+o0o n
Pour appliquer ce lemme, on remarque que Z Z bk k| = Z lan|(|z] + |y|)™ qui est fini par hypo-
n=0 k=0 n=0

thése; en d’autres termes la série double g |bg¢| converge. On a donc, d’apres le lemme,

+oo +oo
=3 (me D=2 (wa) = oo’
n=0 k= (=0 k=0 =0
- , S k+0\ 4 T
ou l'on a posé g,(x) = Z i, ) x". On peut remarquer que g, est la série dérivée f-iéme de f.
k=0

Donc, dans le cas réel, go(x) = f9(z).

En particulier, f est développable en série entiére en x sur B(x, R — |z|) et ce pour tout = € C avec

|z| < R.

Démontrons a présent le lemme :

a) Pour m,n € N, posons 4,,,, = Z (Z aW).

Pour m € N posons B,, = f: (i: ak,n—k) et Ao = Z (Z oy e)

n=0 k=0 k=0
On a Z (ZO"”‘ k) = sup{B,,;m € N}.
n=0 =

+a3 +oo

Par ailleurs Z <ZO‘W> = sup{An.oo;m € N}. Or A, o0 = sup{A,n; n € N} Il vient
k=0 =0

—+o00 +oo

Z (Z@k,g> = sup{Am.n; (m,n) € N°}.

k=0 (=0

Or pour tout m on a B, < A, , et pour tout (m,n) € N?, on a A, < Buin.

+oo +00
On en déduit I'égalité Z (Z on) = Z <Z Ol n— k)

k=0 /=0 n=0
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L’égalité Z (Z o, g) = Z <Z ak,n_k> s’en déduit en posant By = .
k=0

n=
b) Siles uy, sont reels on pose oy, = max(ugye, 0) et By = max(—uge, 0). Puisque oy p < |ug| et
Bre < |ugl, les séries doubles Z o et ZBH convergent. Puisque agy — B = Up e, il vient

> (Su) = 3 (L) -3 (L)

= Z(Z@kn k) é(;ﬂk,n—k)

n=0

S ()

n=

Si ug,e € C on raisonne de méme avec la partie réelle et la partie imaginaire.

[Exercicel 6.10.
1. Pour (z,y,h) € R,ona (x+h+iy)" = (Z) RF(x+iy)"F = (x+iy)" +nh(z+iy)" " +o(h),
k=0

et (z+i(y+h)" = (z+iy)" —l—mh( )" +0(h). En d’autres termes, ’application f,, admet
des dérivées partielles et 'on a — = nf, 1 et =— =nif,_;. Ces fonctions sont continues sur

8:5 ay
R?, donc f, est de classe C*.
On démontre alors par une récurrence immédiate (sur n) que f, est de classe C™ et que, pour
k+/¢<nona

ak—i-ff n! y
k Z - |Z fnfkffa
ozk oyt (n—k—10)!
ak—Mf
et que pour k+ ¢ >n on a =0.
quep oxk Oyt
2. La série entiére dérivée k-iéme Z Gtk I Z" de Z a,z" a méme rayon de convergence.
n=0 n=0
“+oo
n+k)!
Pour (z,y) € Dg, posons g : (z, ZCLH;{#(&: + iy)*. Comme la série de terme
n!
n=0
général ana—" converge uniformément sur les parties compactes de D,., on déduit du théoréeme
x .
de dérivation sous le signe somme que, pour tout y, la fonction x — Z a,(x+iy)" est dérivable
o n=0
i - Anel , Oy
de dérivée x — Z an(z +1y)" " = @i(x,y). En d’autres termes, on a %(:c,y) = ¢1(x,y). De

n=1
. Op .
méme a—y(w, y) = ipi(z,y).
D’aprés le théoréme de continuité des sommes de séries de fonctions, ces dérivées partielles sont

continues, donc ¢ est de classe C".

Appliquant cela a o1 (et i), on en déduit que ¢ est de classe C? et donc, par récurrence de
ak—M

classe C* pour tout k, i.e. C™, et que l'on a W = ‘Ot
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k=0
f(z) — T,,(z). On raisonne par récurrence sur k.

. F®0) 5 A
A1. n = E — - y n
Exercice| 6.11. Notons 7, I X" le n-itme polynéme de Taylor de f et posons R, ()

e Si f" est développable en série entiere en 0 sur |—a, al, alors R], converge vers 0 uniformément
sur les compacts de |—a, a[. Soit alors « € |—a,al. Pour n € N, comme R, (0) = 0, il existe y,
dans [—|z|, |z]] tel que R,(z) = R, (z) — R,(0) = 2R/, (y,). Comme R/, tend vers 0 uniformément

S~ 00

sur [—|z]|,|z|], on a lim xR/ (y,) = 0. Donc f(z) = limT,(z) = u
n—oo .

k=0

e Supposons que l'on sache que si f* est développable en série entiere 0 sur |—a,a[, alors f est
développable en série entiére 0 sur |—a, af. Si f*™V) est développable en série entiére 0 sur |—a, af,
alors par le cas k = 1, f® est développable en série entiére 0 sur |—a, a[; d’aprés 'hypothése de

récurrence f est développable en série entiére 0 sur |—a, al.

[Exercicel 6.12.
2%k
1. a) Pour tout k, on a (;k) F@R(0) > 0, donc Rypii(x) < F(x). D’aprés la formule de Taylor avec
reste intégrale (a4 'ordre 2n 4 1) on a Rg,.1(x / (:(EZn 1 F(Q”+2 (t)dt. En particulier
0
Ropi1(x) 2 0.
-t
b) Onax(y —t) —y(z —t) =t(y — x) > 0, donc z—t g
c) Onaz—t< E(y —t). Il vient
)
“ o — t)QnH (2n+2)
Ry, = —————FT(t)dt
wale) = [ P
Yy o (2n+1)!
T\ 2n+1l Y (y—t)Z”“ T\ 2n+1
< (= L RO (g = (—) Ry,
) [ e o= (5) Raat)

2n+1
On en déduit l'inégalité 0 < Ropq1(z) < (E) F(y), et on a donc lim Ra,y1(x) = 0. En

y n—oo
d’autres termes,

n 2k +oo ok

F(z) = nILnQOZ (;k)!F(zk)(o) — Z (gk)!F(%)(O)'

Donc F est développable en série entiére sur |—a, a.

2. a) L’inégalité ro, 1(x) > 0 résulte de la formule de Taylor Lagrange ou avec reste intégral ; la

deuxiéme égalité est immeédiate.

2n

b) On a F®M(0) = 2f@(0) et la série de terme général v

2n) F(0) converge.

c¢) Puisque 0 < ropy1(2) < Ropyr(x), il vient limrg, q(x) = 0. De plus r9,_1(x) — ron(z) =

xQn

(2n)!

= Z o f®(0). Donc f est développable en série entiére (en 0) sur |—a, al.
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3. a) Remarquons que f¥(z) = a(a —1)...(a — k + 1)(1 + 2)*7*. Quitte a dériver k fois en
utilisant [6 - on peut supposer que a < 0. Remarquons alors que
e si k est impair, alors f )(z) < 0 pour tout = € |—1,1;
e si k est pair, alors f*)(z) > 0 pour tout z € |—1, 1[.
On conclut immédiatement a ’aide du théoréme de Bernstein.

b) Remarquons que f'(x) = 1+tan®z. On démontre alors, & 'aide d’une récurrence sur k, qu’il
existe un polynome Py, de degré k41, tel que Py(—xz) = (—1)*" P,(x) et a coefficients entiers
positifs tel que f*)(z) = P,(tan(x)). En effet, on a P,y = (X2 + 1)P;.

On a alors, pour tout y € R, et tout k, Pi(y) = 0. Alors, si k est impair, pour tout y € R,
on a Py(y) = Pi(ly|) > 0. Donc V() = Py (tanz) > 0 sur |—n/2,7/2[. D’aprés le
théoréme de Bernstein, f est développable en série entiére (en 0) sur |—7/2,7/2[. Donc f
est développable en série entiére (en 0) sur |—m/2,7/2[.

[Exercicel 6.13.

1. La derniére opération que l'on effectue est un produit des k& premiers termes par un produit des
n — k derniers, d’ou la formule.

+oo n—1
2. Ona S(z ana: ou b, —Zakan k= a,. Donc S(x) = a1z + S(x)*. Or a; = 1.
n=2 k=1

3. Résolvons I'équation y* —y+ 2 = 0 les solutions sont y =

1.

on est amené a poser T'(z) =

N k=
(1+1t) E cpt",oucg=1,c1=qa,...c, =

1+£+V1—-4x

5 - Comme on a S(0) =0,

1—(1—4x)'/?
2

- Rappelons que pour [t| < 1 et @ € R, on a

n—1
HCK—]{ +oo
. 0

-1l vient T'(z) = Z d,z", ol

n!
n=1
1(=4)"1 1 3 1
PR 1S YO B

2 n! 2 2 2 2

4 Ix3x..x(2n-3) 21 (-2  (2n-2)

- ool n! ol 2x4x...2n—-2) nl(n-1)

n—1

Comme T(z) = T(z)* + z, on a d, de n—k pour tout n > 2. Enfin, puisque a; = d; = 1,

k=1

on obtient par récurrence a, = d,, pour tout n € N.

[Exercicel 6.14.

Cette série s’écrit E a,z" ou a, = 0 si n n’est pas une puissance de 2 et a,, = 1 si n est une

puissance de 2. La suite (a,z") est bornée si et seulement si |z] < 1

Soit N € N. Il existe ¢, € [0, 1] tel que l'on ait t2 = 1/2. Pour to <t < 1 on a f(t) Zt2n >

N

5

—_

3

Pour n > m, on a (ut)* =t*"; donc f(t)— f(ut) = <t2n — (ut)2n>. En particulier f(¢)— f(ut)

I
=)

n
m—1

tend vers m — Z u*" quand ¢ tend vers 1. Comme f(t) — +o00 quand ¢t — 1, on en déduit que

n=0

|f(ut)| = 400 quand t — 1.
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4. Si f admettait une limite ¢ en wu, il existerait un voisinage V' de u tel que | f(z) —¢| < 1 pour tout
z € V avec |z| < 1, en particulier f serait bornée sur {z € V; |z| < 1}. Or tout voisinage ouvert
V' de u contient une racine 2™-iéme v de 1 pour m assez grand donc un ensemble {tv; to <t < 1}
pour un tog < 1. Or on a vu en 3 que f n’est pas bornée sur un tel ensemble.

[Exercicel 6.15.
1. Soit z € R tel que |z| < 1.
La suite (5,,) étant convergente, elle est bornée. La série de terme général (S,z") est donc (ab-
solument) convergente, car sa valeur absolue est majorée par une série géométrique convergente.

+o00 400 +00 +o00 +00
Ona (1—ux) Z S,a" = Z Sp(z™ — 2"t = Z Sy’ — Z Sp_1x" = Sy + Z(S" — Sp_1)x™.
n=0 n=0 n=0 n=1 n=1

Or Sy = ag et, pour n > 1, a, = S, — S,,_1, donc (1 — x) ZSna:” = f(x).

n=0
400 o8]
Enfin, (1 — ) Z:c" =1, donc f(z) — S =(1—x) Z(Sn — S)z".
n=0 n=0
2. Soit £ > 0. Comme S,, — S, il existe Ny, tel que pour n > Ny on ait |S,, — S| < e. Il vient, pour
0<z <1,
+oo +o00
’(1 — ) Z (S, — S)z"| <e(l —x) Z g = egNort
n=No+1 n=Np+1
No
I vient | f(z) — S| < (1= ) |D (S, — 8)a"| + ex™t.
0 N
3. Pour z €0, 1] assez proche de 1, on a (1 — z) Z(Sn — S)z"| < e, donc |f(z) — S| < 2¢. Cela
n=0

prouve que f(x) — S

1—z|

est bornée. En effet

4. Sur I'ensemble T, la fonction

1 — ||
e les points de T sont situés dans un secteur de centre 1 et d’équations k(1—z) <y < k'(1—2)
1 — —
et 1 —x > 0, donc la fonction & est bornée sur 7' : on a & < V1472 ou
Re(1 — z) Re(1 — 2)

¢ = max(k', —k).

e Soit D un disque fermé de rayon r < 1 et de centre (1 — r,0) (son

bord passe par (1,0)). Si r est assez grand, les sommets a,b,1 de T

seront dans D et, comme D est convexe, T' C D. Or D a pour équation

(z—(1—7)*+5y* <r?soit 2(1 —7r)(1 —2) < (1 — 2% —y?). On en
Re(1 —2)

I—1]z2 T 2(1—7)

1— 2
e Enfin (Sl i) =1+ |z| < 2 est borné sur 7.

déduit que est borné sur 7.

11z
Soit M {|1_z| eT}
oi =sup{——; = :
Pour z € C avec |z| < 1, on a encore f(z) — S = (1 — 2) Z(Sn —S)z".
n=0

Soit € > 0. Choisissons Ny tel que pour n > Ny on ait M|S,, — S| < e pour z € T, on a

-9 3 S-9|<n-sg B = oA e
— 2z n—95)Z" < |1 — z|— z|" = <glz < e
n=No+1 M n=No+1 M<1 - |Z|)
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No
Pour z € T assez proche de 1, on a |(1 — 2) Z(Sn —8)z"| < e, donc |f(z) — S| < 2e.
n=0
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10.7 Fonctions d’une variable réelle

[Exercicel 7.1.

1. On va démontrer que l'application g : t — f(t) — t s’annule. Pour cela, il suffit de démon-
trer qu’elle prend des valeurs positives et négatives, puis d’appliquer le théoréme des valeurs
intermédiaires.

a) Puisque f(a) € [a,b], on a g(a) > 0 et de méme g(b) < 0.

b) Il existe ¢, s € [a, b] tel que f(c) =a et f(d) =b,donc g(c) =a—c<0et g(d) =b—d<0.
Remarquons qu’il suffisait de supposer que {a,b} C f([a,b]), mais, d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires on a alors [a,b] C f([a,b])...

t —
2. Sion pose f(t) =a+ Ta (resp. f(t) = 2t — a), alors f(]a,b]) C |a,b[ (resp. f(]a,b]) D ]a,b])

mais f n’a pas de points fixes dans ]a, b].

Exercice| 7.2. Posons a = limf et b= lim f. Soit ¢ € R Il existe A, B € R tels que pour tout z € R

onait t < A= |f(x )—a]<5/2etx B:>\f( ) — b|] < /2. On peut de plus supposer que A < B.

En particulier (prenant par exemple € = 1) la fonction f est bornée sur | — oo, A] U [B, +o0[; elle est
aussi bornée sur le segment [A, B]; elle est donc bornée sur R.

La fonction continue f est uniformément continue sur le segment [A — 1, B+ 1]; il existe donc o € RY,
que l'on peut supposer < 1 tel que pour z,y € [A—1,B+ 1] onait |z —y| < a = |f(z) — f(y)] <e.
Soient z,y € R tels que |z — y| < . Alors on a

e oubienx < Aety < A:danscecas |f(x)— fy)] < |f(z) —al+|f(y) —a| <e;

e oubien x > B ety > B : dans ce cas |f(z) — f(y)| < |f(x) =0+ |f(y) —b| <¢;

e oubienz,y € [A—1,B+1]et |f(z)— f(y)] <e.
Cela prouve que f est uniformément continue.

7.3. Soient z,y € [0,1] avec x < y. Comme [0,z] C [0,y], on a sup{f(t); t € [0,2]} <
sup{f(t); t € [0,y]}, donc ¢ est croissante.

En plus détaillé... Pour tout ¢t € [0,x], on a t € [0,y], donc f(t) < ¢(y) = sup{f(t);
prouve que ¢(y) est un majorant de {f(¢); t € [0, 2]} donc p(y) = sup{f(t); t € [0,x]

— ~

Soient x € [0,1] et € > 0. Soit ¢ € [0,z] en lequel f atteint son maximum, i.e. f(t) = ¢(z). Par la
continuité de f en x et en t, il existe a > 0 tel que

e pour tout s € [0, 1] avec |s — z| < o on ait f(s) < f(x) + <<p(:z;)+€;

e pour tout s € [0, 1] tel que |s —t| < o on ait f(s) > f(t) —
Soit alors y € [0, 1] tel que |z — y| < a.

* Pour tout s € [0,y], on a, ou bien s < z, donc f(s) < p(z), ou bien 2 < s < x + « et

f(s) < f(z) + e < p(x) +e. On en déduit que ¢(y) < p(x) + &
* Posons s = inf(y,t). Comme t < z < y+ «, il vient t — o < y, donc t — o < s < ¢t donc

o(y) = f(s) = f(t) —e =p(z) —c.

7.4. Six est rationnel, il existe une suite d’irrationnels (y,,) tels que y,, — z. Alors f(y,) =0
ne converge pas vers f(z), donc f n’est pas continue en x.

Six & Q,soit e >0etne N tel que 1/n < e. Notons p la partie entiére de nlz. L’intervalle ouvert
] p pt+1

n!” nl
donc f est continue en x.

[ contient z (car x étant irrationnel on a x # ) et pour y dans cet intervalle 0 < f(y) < 1/n,
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[Exercicel 7.5.

1. Soit x € R. On a f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) donc f(0) = 0. Par récurrence sur n € N, on
établit I'égalité f(nx) = nf(x). Remarquons aussi que l'on a 0 = f(—z + z) = f(—x) + f(x),
donc f(—x) = —f(x). Il vient f(nx) = nf(z) pour tout n € Z.

Soit 7 = p/q un nombre rationnel. Appliquant ce qui précéde a y = x/q, il vient f(x) = qf(y)
et f(py) = pf(y), soit f(re) =rf(z).
Posons f(1) = A. Pour z € Q, on a f(z) = Az.

e Si f est continue, 'application z +— f(z) — Az est nulle sur Q et continue donc nulle.

e Supposons que f est monotone. Soit z € R; construisons des suites (y,,) et (z,) de nombres
rationnels convergeant vers x telles que pour tout n € N on ait y, < z < z,. Alors f(z) et
xf(1) sont compris entre f(y,) = Ayn et f(z,) = Az, donc |f(z) — zf(1)| < [MN(zn — yn).
Comme cela a lieu pour tout n, il vient f(x) = Az.

2. L’application f ainsi définie est la projection sur QQ parallélement a E : elle est Q-linéaire donc
satisfait 1’égalité du 1 (E[)

2 0
3. Posons g(z) = f(x) — f(0). On a encore g(x —21- y) _ g(x) ;g(y)' En particulier, g( 22‘1‘ > -
2 0
922+ 90) i 9(22) = 29(2). Enfin, prenant = = “¥_ on trouve g(x +y) = g(x) + 9(y).

2
Par la question 1, g est linéaire, donc f est affine.

4. Soient z,y € R. Démontrons par récurrence sur n € N que pour tout p € N tel que 0 < p < 2",
ona f(p27"w + (1 —p27")y) < p27"f(x) + (L = p27") f(y).
C’est clair pour n = 0 et vrai par hypothése pour n = 1. Supposons l'inégalité établie pour n et
soit p € N tel que 0 < p < 2"
o Sip =2k est pair, 27" 'p = 27"k et 'inégalité est vraie d’aprés 'hypothése de récurrence.
e Supposons que p = 2k+1 est impair. Posons u = +27"k(y—x) et v = x+27"(k+1)(y — z).

On a donc 27" 'pr + (1 = 27" 'p)y = “ ;_ v

D’apreés Phypothése de récurrence, on a f(u) < f(z) + 27"k (f(y) — f(z)) et f(v) < f(z) +
27"k +1)(f(y) — f(x)).Il vient

f<u;rv> < f(u) -QF f(v)

< flx)+27™"

EEEED (1) - sa)

Par densité de 'ensemble {p2™"; (p,n) € N?, 0 < p < 2"} dans [0,1] on en déduit que f est

convexe.
[Exercicel 7.6.
1. Comme x majore {y € F; y < x}, on a a(zr) < x. Remarquons que si {y € F; y < z} =0,
alors a(z) = —oo et que si {y € F; y < x} # 0, cet ensemble est fermé et contient donc sa

borne supérieure. En particulier, si x € F, on a a(z) < z. De méme = < b(x) avec égalité si et
seulement si x € F.

2. Pour z € U, posons I, =|a(z),b(z)[. On a x € I, C U et puisque a(z) € F U {—o0} et
b(z) € FU{+o0}, tout intervalle contenant x et inclus dans U est contenu dans . En particulier,
siy € I, puisque y € I, C U, et I, est le plus grand intervalle avec cette propriété, il vient
I, C I,,; mais alors x € I, et par ce qui précéde I, C I, donc I, = I,,.

12. On peut construire un tel sous-espace E du Q espace vectoriel R & l'aide de l'axiome du choix. Par contre la
construction d’un tel exemple ne sera jamais explicite.
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Posons S = {I,; x € U}. Comme les intervalles de la forme I, sont tous contenus dans U, leur
réunion est contenue dans U ; pour z € U, on a x € I,, donc U est réunion de ces intervalles.
Soient x,y € U;si I, NI, # 0, il existe z € I, N I, ; alors, par ce qui précede I, = I, = I,,. Donc
deux éléments distincts de S sont des intervalles disjoints. Enfin, comme Q est dense dans R,
pour tout x € U, I'ensemble I, NQ n’est pas vide, donc il existe y € UNQ tel que I, = I,,. Donc
S ={1l,; y € UNQ} est dénombrable.

3. Il s’agit de définir g sur chacun des intervalles I € S. Pour I =|a,b[€ S, si a,b € R, alors
a,b € F et la restriction de g a [a,b] est 'unique application affine sur [a, b] coincidant avec f

en les points a et b; si a = —oco et b € R, on prend g constante égale & f(b) sur Ja,b[; si a € R
et b = 400, on prend g constante égale & f(a) sur |a,b[; enfin a = —o0 et b = 400 est exclu car
F # 0.

Démontrons que la fonction ¢ ainsi définie est continue.

Soit x € R. Si x € U, la fonction g est affine donc continue au voisinage de x.

Supposons que x € F et soit € > 0. Comme f est continue, il existe ay > 0 tel que pour tout
y € F tel que |y — x| < ap[ on ait |f(z) — f(y)| <e.

e Si FN[z,z+ ap[= 0, la fonction g est affine sur cet intervalle, donc elle est continue a droite
et il existe oy > 0 avec a1 < ayp, tel que pour y € [z, 2 + aq| on ait |g(y) — g(z)| < €;

e il existe z € F' N [z, 2z + o], alors pour tout u € [z, z]/capU on a a(u),b(u) € [z, z], donc
fla(u)) €]f(x) —e, f(z) + e[ et f(b(w)) €]f(x) —¢, f(x)+¢€[. Or g est affine sur [a(u), b(u)],
donc g(u) est compris entre f(a(u)) et f(b(u)), donc |g(u) — g(x)| < €. Posons dans ce cas
oy =2z — .

En distinguant de méme deux cas selon que F'N |z — «ap, 2] est vide ot non, on trouve ay > 0
tel que pour tout y € |x — ag, z] on ait |g(y) — g(z)| < e.
Prenant o = min(ay, an) on a |g(y) — g(x)| < € pour tout y € |x — o, x + af.

7.7. Si f:[0,1[— R est continue et injective, elle est (strictement) monotone, donc f(0)
minore (si f est croissante) ou majore (si f est décroissante) f([0,1[). Alors f([0,1]) est minoré ou
majoré, donc est distinct de R. Donc f n’est pas surjective.

7.8. Quitte & permuter les x;, on peut supposer que la suite (z;) est croissante. Posons
6

t; = Arctanx;. On a Ztiﬂ —t; =t; —t; < /2 — (—m/2). 1l existe donc i € {1,...,6} tel que
i=1
Tit1 — T4 1
tiv1 —t; <7w/6.Onaalors 0 <tan(tjn; — ;) = ——m—m——— < —-
! / < tan(fin ) L+zimr /3

7.9. Remarquons que, d’aprés le théoréme de bijection (cf. page dans les question 1 et
4, f et f~! sont continues.

b
1. En effet, / f(t) dt représente l'aire de A = {(z,y) € [0,a[xR;; 0 <y < f(z)} et / f
0
représente 'aire de B = {(z,y) € R, x [0,b]; 0 <2 < f'(y)}.
/ Comme f est croissante, on a B = {(z,y) € Ry x [0,b]; 0 < f(z) < y}.
[

Les ensembles A et B sont disjoints et ’on a I'inclusion [O, al x [0,b] C
AUB:

A soit (z,y) € [0,a[ x [0, 0]

e siy < f(x) alors (z,y) € A;

0 . @ st f(z) <y, alors (z,y) € B.
Lorsque f(a) = b, on a clairement A C [0, a[x[0,b[ et B C [0, a[x[0,b], donc AUB = [0, a[x]0, b[.
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Dong, si f(a) = b, on a/af(t)dt+/bf1(t)dt:ab.
0 0

Donnons une autre démonstration de cette égalité lorsque f est de classe C' (ou continue C*

par morceaux).
x

Posons dans ce cas F(z) = / f7(t) dt, de sorte que F est de classe C' et F'(z) = f'(z). La
0
fonction G = F o f est de classe C' (par morceaux) et I'on a G'(z) = f'(2)F'(f(z)) = = f'(z).

Pour tout € Ry, on a donc G(x) = / tf'(t)dt. Enfin, comme la fonction x — xf(z) est de
0
classe C' (ou continue C' par morceaux) de dérivée = +— f(x) + zf'(z), il vient

xfuj:iéwf@yﬁ+xéxwwodt:ué$f@yﬁ+:éﬂwf—%wdt

Si f(a) # b, alors AU B est la réunion disjointe de [0, a[ x [0,b] et C on,

e si f(a) >bonpose C ={(z,y) €[0,a[xR; b <y < f(x)} dont 'aire / (f(t)—Db)dt est
1)
strictement positive puisque f(t) — b > 0 pour tout t €]f~1(b), a|;
b

e si f(a) <bonpose C = {(z,y) €ERx[0,b]; a <z < f'(y)} dont aire / (fH(t) —a)dt

strictement positive puisque f~'(¢) —a > 0 pour tout t €]f(a),b].

2. On a (p—1)(g — 1) = 1, donc les applications x — 2P et y +— 39~ * sont réciproques I'une de
a b P
I'autre. Il vient ab < / 1t +/ ptgr = & + .
0 0 p q
|

[

3. Si tous les z; ou tous les y; sont nuls, il n’y a rien a démontrer. Sinon, posons a; = et

b; = i .Onazn:af:zn:bgzl.
i=1 i=1

lylly

Par la question précédente, on a E a;b; < (— E al + - E b?) =1.
; P < q“
=1 =1 =1

n n
On a done Y [ayl = |zl lyall Y aibi < el llyall-
i=1 i=1

a b

4. L’intégrale / f(t)dt est I'aire de {(x,y) € [0,a] x [0,b]; y < f(x)} et Vintégrale [ f~*(t)dt
0 0

celle de {(y,x) € [0,b] x [0,a]; = < f*(y)}. Or, pour z € [0,a] et y € [a,b], onay < f(z) <

x < f'(y) (puisque la fonction f est décroissante).

[Exercicel 7.10.
x)— f(c
1. D’apreés le théoréme des accroissements finis, pour = € ]a, ¢[, il existe y, € |z, ¢[ tel M =
xr—c
f'(y.). Lorsque & — ¢ par valeurs inférieures, y, tend vers ¢ par valeurs inférieures, donc

fz) = f(c)

c
limite ¢, alors f est dérivable & gauche et & droite en ¢ et ces deux dérivées coincident, donc f
est dérivable en c et f'(c) = /.

2. Si f est convexe et dérivable, alors f’ est croissante, donc a des limites a gauche et a droite en
tout point. D’aprés la premiére question f'(z) tend vers la dérivée a gauche (resp. a droite) de
f en ¢, donc vers f'(c), puisque f est dérivable en ¢ lorsque x tend vers ¢ par valeurs inférieures
(resp. supérieures).

N

— £. On raisonne de méme pour la dérivée a droite. Enfin si f admet en c la
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[Exercicel 7.11.

1. a) On a llzli% flat h})L —f(a) = f'(a). On en déduit }lllir[l) flat 2}}? — /() = 2f'(a). Par sous-
traction, il vient }Ig% flat Qh)h_ flath) = f'(a).

b) Onay, —a=x,—a— (x, —y,) = O(x, — y,). Alors
f(n) = f(a) + (xn — a) f'(a) + o(zn — a) = f(a) + (2, — a) f'(a) + o(z — yn)

et
fyn) = f(a) + (yn — a) f'(a) + o(yn — a) = f(a) + (yn — a) f'(a) + o(xn — yn),
donc f(xn) = f(yn) = (Tn = ya) f'(@) + o(zs — ya).

Remarque. On peut remarquer que si z,, < a < y,, cette condition est vérifiée.

2. D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe w, € [x,,y,] tel que f(z,) — f(yn) =
(2 — yn) ' (uy). Quand n — oo, on a u, — a, donc f'(u,) — f'(a).

3. Comme [’ n’est pas continue en a, il existe ¢ > 0 et une suite (z,) dans I tendant vers a telle
que x, € Iet |f'(x,)—f'(a)] > 2. Pour tout n € N, il existe un voisinage V,, de z,, dans I tel que,
Y — Tn Yy—

Choisissons alors y, € V, tel que 0 < |2, — y,| < (n +1)"'. On a bien z, — a, y, — a

pour y € V,, distinct de x,,, on ait < g, donc

ot [P ZIW) g o
[Exercicel 7.12.

1. Posons gp(z) =27 "sin10"z. On a ||gnl|ec = 27". La série de fonctions Z gn converge normale-
ment, donc simplement.
+00
2. Comme les g, sont continues, on en déduit que f = Z g, 'est aussi par convergence normale.
n=0
3. Posons © = 107"kw/2 et y = 107" (k + 1)7/2. Remarquons que,
e pour m > n, on a gn(z) = gn(y) = 0.
e g,(y) — gn(x) =27"(sin(k + 1)7/2 — sin kw/2) = 27" selon le reste de k£ modulo 4.
e Pour m < n, comme ||¢), |lcc =57, on a |gm(y) — gm(z)| < 5" (y — ). Donc

Z’gm gm(@)] < (y — Z5m: (10 7T> <5n4—1> <2_ng'

On a donc

() = F@)] > lgaly) - |—Z|gm —gnl@)| > 27 (1-3).

2
4. Soit x € R. Pour n € N, posons k, = E(lO"—x> (ou E désigne la partie entiére), x, =
T
107"k, /2 et y, = 107" (k, + 1)7/2, de telle sorte que 'on a x, < = < yp.

ML) S (2 o

D’aprés la question précédente, on a

lim f(yn) — f(2n)

n—o0 yn — xn

= +00.

182



Or, si g : I — R est une fonction dérivable en z et si z,,y, sont tels que =, < =z < ¥y,

et lim x,, = lim y, = x, alors par définition de la dérivée en =, on a g(z,) = g(z) + (z, —
n—00 n—00

2)g' (z) + (zn — T)om et g(yn) = g(z) + (Yo — 2)9'(@) + (Yo — )Py 0l (a) et (B,) tendent
g<yn) _g(‘rn) —g’(x) _ Yn — T 5n+ r —

n .
Oy, et puisque T, g T < Yn, O A

vers 0. Il vient

n
— — —g(x
0 < In <let0< ~ < 1 on en déduit que lim 9Wn) = 9(en) _ g'(x). (Voir aussi
Yn — Tp n—r00 Yn — Tn
I exercme -
— f(x
Comme la suite M diverge, f n’est pas dérivable en x.
Yn — Tn
Exercice| 7.13. Notonsn (= 1) le degré de P.
g
1. Notons t; < ... < t, les racines de P. D’aprés le théoréme de Rolle, le polynéome P’ s’annule
entre t; et t;,1. On a ainsi n — 1 racines distinctes de P’.
2. Notons t; < ... < t les racines de P et mq, ..., m; leurs multiplicités respectives. On a n =
k
Zmi. Alors P" admet k — 1 racines sy, ..., s,_1 distinctes des ¢; (comme ci-dessus); si m; >

i=1

2 alors t; est racine de P’ de multiplicité m; — 1. Le polynome P’ est donc divisible par le
k—1 k

polynome @) = I_I(X—sZ H X —t;)™ ! Le degré du polynome @ est k— l—l—z i—1)=n—-1
i=1 =1 =1

donc P’ et ( sont associés, donc P'est scindé.

[Exercicel 7.14.

1. Pour y € R*, posons £(y) = 2M

— (. Onalime(y) =0 et

Yy y—0
f@) = @) = Y0 7@ ta) - 2 = Y (0 ) 4 2 a2 ).

2. Soit > 0. Il existe a tel que pour 0 < |y| < « on ait |e(y)| < n. Pour 0 < |z] < «a, on a
+oo +oo
‘ 22—’“5(2—%)‘ <Y 27F @) <
k=1 k=1

+00
Faisant tendre n vers +o0o dans 1, on trouve f(z)— f(0) = lx+x Z 27%2(27%x), (par continuité

k=1
+00
de f) soit Jl@) = J(0) =(+ 22_'%(2_%). On en déduit que Jl@) = J(0) — ¢, soit f'(0) = ¢.
x x
k=1
[Exercice] 7.15.
1. Si f et g sont deux relevements, alors efM=9% = 1 pour tout ¢ € I, donc M € Z.
im

I est continue, donc l'image de [0, 1] est un intervalle contenu dans Z, d’ou le

L’application /-
i
résultat.

2. a) On a /W) = /We9®  q'oh le résultat.
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b)

3. a)

c)

d)

Soient z,y € R avec v € R

Posons r = /22 + y? et § = arctan Y.
x

1
On acos®d = (1+tan*0)~'. Or cos§ > 0 vu que € |—7/2,7/2[. Donc cos ) = ———— = L
1+% 7
et sinf = tanfcosd = 2. On a donc ™" = z 4 iy,
r
Soient z,y € R tels que = + iy € R_. Posons alors r = y/x2 + y? et § = 2arctan e On
T4z
2tan6/2 2 1 —tan®6/2
atanf/2 = .11 vient sinf = an 2/ = ylr + o) et cosf = a—112/ =
r+x 1+tan®0/2  y2+ (r+x)? 1+ tan®6/2
w Notons que I'on a 3? = r* — 2> = (r + 2)(r — z), donc
Y2+ (r+x)?

y2+(r+$)2 =2r(r+x) et (r+x)2 —y2 = 2x(r + x).

On trouve sinf = Z et cosf = =, donc e+
r

r

=z +1y.

Remarquons que f est de classe C' et que, pour tout ¢ € [0, 1], on a f'(t) =

Posons ¢(t) = u(t)e . On a ¢/ (t) = o/ (t)e D —u(t) £ (t)e™'® = 0,donc ¢ est constante.
Comme (0) =1, il vient expof = u.

u'(s)
u(s)
o(t) = u(t)e ™. Alors f et ¢ sont continues et C* par morceaux, et sauf a priori pour un
nombre fini de points ¢'(¢) = 0, donc ¢ est constante, d’ou le résultat.

t
Si u est continue et C' par morceaux, posons f(t) = c —|—/ ds (ou e = u(0)) et
0

Soit w € C avec |w| = 1. Remarquons que Rew > 0 < |w — 1| < V2.

u(t)
Ju(t)]
1 u(s)  u(t) -3

n € N* tel que pour tous s,t € [0,1], on ait |s — | < — =

t n u(s)] [u(t)]
donc Reﬁ > 0 puisque Re ——= w(s) Ju(t)]
u(?) [u(s)] u(?)
Notons v Papplication telle que v(k/n) = u(k/n) pour tout k € {0,1,...,n} et v soit affine
sur chaque segment [k/n,(k + 1)/n] (pour 0 < k < n). Pour t € [k/n,(k +1)/n], on a
o oulk/n) o u((k+ )/n)
u(t) u(t)
((k+1)/n) il vient Re 2 = 0
u n) il vien all) .
Il existe un relévement continu g de v (d’aprés 3.b) et un relévement continu h de v/u (d’aprés
2.b). On a donc u = expo(g — h).

Pour t € [0, 1] posant k = E(nt) on a bien

o [T 0T

J=0

L’application t — est continue, donc uniformément continue; en particulier, il existe

> 0.

> 0 et, puisque v(t) est dans le segment joignant u(k/n)

Les u; admettent des relévements continus f; d’apres 2.b). Soit ¢ € C tel que e = u(0). On
n—1

en déduit que u = expof ou f =c+ ij.
=0
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7.16. Supposons que (i) est satisfaite et soit J C I un intervalle. Soient z,y, z € R tels que
r<y<zettelsquex € f(J) etz € f(J). Alors il existe a,b € J tels que f(a) = x et f(b) = 2.
D’aprés la propriété (i), il existe ¢ compris entre a et b tel que f(c) = y. Comme J est un intervalle,
onace€ J,donc y € f(J). Cela prouve que f(J) est un intervalle. L’'implication (i)=-(ii) en résulte.

Supposons que (ii) est satisfaite et soient (a,b) € I* et x € R compris entre f(a) et f(b). D’aprés
(i1), f([a,b]) est un intervalle, qui contient f(a) et f(b), donc x € f([a,b]), d’ott 'on déduit que (i) est
satisfaite. Cela prouve (ii)=(i).

[Exercicel 7.17.

Premiére démonstration. 1. L’application g (resp. h) est continue en tout point de I\ {a}
(resp. I\ {b}) parce que f l'est; elle est continue en a (resp. b) par définition de la dérivée ;
elle est donc continue sur I. D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires g([a, b]) et h([a, b])
sont des intervalles. Comme g(b) = h(a), on a g([a, b]) N h([a,b]) # O, donc g([a, b]) Uh([a,b])

est aussi un intervalle.

2. Posons J = ¢([a,b]) U h([a,b]). C’est un intervalle qui contient f’(a) et f'(b). Comme J
est un intervalle, tout nombre réel ¢ compris entre f'(a) et f'(b).est dans J; par ailleurs,
d’apres le théoreme des accroissements finis, g([a,b]) C f'([a,b]) et h([a,b]) C f'([a,b]),
donc J C f'([a, b)), et en particulier ¢ € f'([a,b]).

Deuxiéme démonstration (voir figure ci contre). La fonction
continue g atteint son minimum en un point d du segment |a, b] ;
comme ¢'(a) < 0, si € Ja,b] est assez proche de a, on
a g(xr) < g(a). 1l vient d # a. De méme, puisque ¢'(b) > 0,
on ad#b,donc d € |a,b[; comme g admet un extremum local

Le minimum de g sur [a,b] est en d, il vient ¢'(d) = 0, donc f'(d) = c.
atteint dans |a, b[.

7.18. Si f: I — R (ou I est un intervalle) est convexe et dérivable, alors f’ est croissante et
vérifie la propriété de la valeur intermédiaire (d’aprés le théoréme de Darboux). Alors elle est continue
d’aprés le lemme pl73]|

[Exercicel 7.19.
1. Par convexité de f, la fonction = +— w

R U {400} quand z — +oc. Alors G — /.
T

f(x) = f(a)

r—a

est croissante, donc admet une limite ¢ €

2. On en déduit que, pour tout a € R,

f(x) = )
r—Y

donc x +— f(x) — lx est décroissante et admet donc une limite € R U {—o0}.

— £, et cette fonction étant croissante, il vient

< ¢ pour tous z,y € R, (z # y), donc, pour x >y, il vient f(z) — f(y) < (v — y)¢,

Exercice| 7.20. Notons e, ... e"", avec 0 < a1 < as < a, < 2m, les affixes des sommets d'un

n
polygone convexe Z. Le périmetre de & est P = E "+t — ' | (avec la convention a,y1 = 27+ ay).
k=1

Pour k£ € {1,...,n}, posons t;, = w. Il vient P = ZZsintk (d(aprés l'égalité |e™ — €| =

k=1
a —

2| sin |). Remarquons que les t; sont positifs ou nuls et que leur somme est 7.

185



, avec égalité

~ 1 : : EZ:1tk
n

La fonction sinus étant strictement concave sur [0, 7|, il vient E —sint, < sin

k=1
si et seulement si tous les ¢, sont égaux, c’est-a-dire si & est régulier.
[Exercicel 7.21.
1. Commencons par choisir un repére cartésien :
> —
A On choisit une origine O, un vecteur ¢ de longueur 1 de D que
I'on compléte en une base orthonormée (;, j) de P. Notons
" (a1, as) et (b1, bs) les coordonnées respectives de A et B dans
M ce repére. D’aprés ’hypotheése, as et by sont de signe contraire.
D — -
n Quitte a remplacer ¢ ou j par son opposé, on va supposer que

B alébl,a2>Oetb2<0.
Soit M = M, le point de D de coordonnées (z,0).
Notons tout de suite que le cas ol a; = by est immédiat : le minimum est atteint en x = a;.

Dans la suite, on supposera a; < by.

AM  BM —x)2+a3 by — b3
+ - \/(al 7)’ + a5 + \/< kil .L’application

Le temps de trajet est f(z) =
v w

f est de classe C™° puisque as et by sont supposées non nuls.

T — aq T — by m; BWZ cosa  cosf3

Ona f'(z) = —al—x Pt (bl—;c)2+b2:AMv+BMw: PP ol «

est 'angle d mczdence, angle des vecteurs —f et AM et 3 est I'angle de l’onde transmise, angle

des vecteurs —j’ et M

2 b2
Remarquons quef”(z) = 2 + : 573 > 0.Donc la fonction f

3/2 /
v((a1 —z)? + a%) w((bl —x)?+ b§>
est strictement convexe. La fonction f’ est continue et strictement croissante, et puisque a; < by,

on trouve f'(a;) < 0 < f'(b1), elle s’annule en un unique point xy € caractérisé par le fait que
sina sinf

v w
2. Soit IT un plan de I'espace euclidien F, et A, B deux points situés de part et d’autre de II. On

choisit un vecteur 77 de norme 1 orthogonal a IT. Soit P le (un) plan contenant A, B et tel que
i € II (ce plan est unique sauf si E est proportionnel a 77). Notons D la droite IT N P. Smt M
un point de II et SOlt N son projeté orthogonal sur P. Comme M N est orthogonal a P donc

an, onaME\_JEH donc NelINP=D.OnaAN?+ MN? = AMQ,donCAM/ANetde

AM BM - AN BN
méme BM < BN. On en déduit que + = + avec égalité si et seulement si
w

v w v
M = N.
sina/ sinf’

Donc le minimum est atteint avec M in D tel que = ou o est Pangle des vecteurs
w
ii et AM et B est 'angle des vecteurs 77 et M § (on a choisi une orientation de P pour définir

ces sinus).

C’est le phénomeéne de réfraction de la lumiére. La vitesse de la lumiére dans un milieu (gaz, liquide)... est
¢ ou ¢ est sa vitesse dans le vide et r est appelé indice de réfraction du milieu. Lorsqu’il passe d’un milieu
(7’1) d’indice r; & un milieu (2) d’indice r3, on obtient une réfraction : changement de direction du rayon. Le
rayon réfracté reste dans le plan défini par le rayon et la normale & la surface séparant les deux milieux.
Les angles d’incidence 6; et et de réfraction 0y que fait le rayon avec la normale vérifient : r1sin(6;) =
o sin(62).
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[Exercicel 7.22.

1. On va démontrer que (iii)=(i)=(ii)=(iv)=-(iii).

(iii)=(i). Supposons que (iii) est vrai et soient x,z € I avec z # z et A € ]0,1[. Quitte a
intervertir x et z (et remplacer )\ par 1—=A), on peut supposer que xr < z. Posons y =

(1 —=MN)x+ Az, de sorte que A = Tet1-A= m Par (iii), on a (1=X)(f(y) — f(z)) <
Mf(2) = f(y)), dou (i).

(i)=-(ii). Supposons que (i) est vrai et soient x,y,z € J avec z < y < z. Posons A =

Z—XT

y—x
, de
sorte que y = (1 — Az + Az. On a f(y) < (1 — A)f(z) + Af(2), ce qui donne f(y) Z—_f(ggc) <
Mf(2) = f(2)) et fy) = f(z) < (L= N)(f(2) = f(2)), dou (ii).
(ii)=(iv). Supposons que f est affine sur J et soient x,y, z € J tels que z < y < z. Alors comme

la pente de f est constante sur [z, z], on a fy) = f(z) = f(z) = f(z) = 1) = ) -Donc
y—x Z—x Z—y

(iv)=-(iii). Supposons qu’il existe z,y,z € I avec © < y < z, tels que l'on ait Li(x) =
f(z) = fly) f() = f(y)
z—y t—y
I'\ {y}. Comme ¢(x) = p(z), on en déduit que ¢ est constante sur [z, z] \ {y}, i.e. il existe
k € R tel que 'on ait f(t) = f(y) + k(t — y) pour tout t € [, z], donc f est affine sur [z, z].
Cela prouve que (non (iii))=-(non (iv)), soit (iv)=>(iii).

(non (iv))=-(non (ii)), soit (ii)=-(iv).

- Comme f est convexe, 'application ¢ : ¢t — est croissante sur

2. Si f(a) = f(b) pour a # b, alors, comme f est strictement convexe, pour tout x dans l'intervalle
ouvert d’extrémités a et b, on a f(z) < f(a), donc f n’atteint pas un minimum en a. Donc tout
minimum est strict.

[Exercicel 7.23.

1. a) La fonction p, : x —

f(x) = f(a)

a droite en a. On a f)(a) = sup{pa(z); © € I, v < a} <inf{p,(z); z € I, x> a} = fy(a).

étant croissante sur I\ {a}, elle a des limites a gauche et

b) Pourx<aonaM<f'(a)<b;or:p—a<0, donc f(x) — f(a) = (x — a)b.

g

r—a
Pour z > a on a w > fi(a) = b, donc f(z) — f(a) = (x — a)b.

n
2. a) Posons a = E Aizi. Si a est une extrémité de I, alors tous les x; — a sont de méme signe;
=1

comme Z)\ x;—a)=0ona \(x; —a) =0 pour tout i € {1,...,n}; donc, si \; # 0, alors

T = a. Il n y a donc rien a démontrer.
Sinon, a € I et on peut choisir b € R avec fola) <b < fy(a). Alors on f(x;)— f(a) = b(z;—a)

(d’aprés 1.b). Donc Z Ni(f(zi) = fla) = bz Ni(x; —a) =
i=1 =
b) Supposons que f est strictement convexe. Alors la fonction g :  +— f(x) — f(a) — b(x — a)
est strictement convexe et atteint son minimum en a. Par Pexercice [7.22] ce minimum est
strict.

(Z/\ xz> Z)\ f(z;), alors Z)\,g x;) = 0, donc, pour tout i, on a \;g(x;) = 0,

1=1
donc, ou blen Ai = 0, ou bien g(z;) = O et il vient z; = a.
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3. Nous utiliserons de la théorie des probabilités les énoncés suivants :
(i) Si Y est une variable aléatoire réelle ayant une espérance et a, 8 € R, alors Y — « a une
espérance et E(BY — ) = SE(Y) —

(ii) Soient Y, Z des variables aléatoires réelles ayant une espérance telles que Y < Z presque
surement. On a E(Y) < E(Z) et, si E(Y) = E(Z), alors Y = Z presque surement.

a) Notons u,v les extrémités de [ avec —oo < u < v < +00. Si u = —o0, on a évidemment
E(X) > w. Sinon, puisque X —u > 0, on en déduit que E(X) > u. Si E(X) > u, alors
X — u qui est une variable aléatoire positive d’espérance nulle est nulle presque surement.
En particulier u € I et f(X) = f(u) presque surement, donc E(f(X)) = f(E(X)).

De méme, E(X) < v et, si E(X) < v, alors v € I, on a X = v presque surement et
E(f(X)) = f(E(X)). o

Dans les autres cas, E(X) € I. Posons a = E(X) et soit b € R avec f;(a) < b < fj(a). Alors
on f(X)— f(a) 2 b(X —a) (d’aprés 1.b). Prenant les espérances, il vient E(f(X)) — f(a) >
b(E(X) — a) = 0.

b) Supposons que f est strictement convexe. On a déja traité le cas ot E(X) est une extrémité
de I. Sinon soient a et b comme dans la question précédente. Alors la fonction g : = —
f(z) — f(a) — b(x — a) est strictement convexe et atteint donc un minimum strict en a.
SiE(f(X)) = f(a), alors E(f(X) — f(a)) = E(b(X —a)), et comme f(X)— f(a) = b(X —a),

il vient f(X) — f(a) = b(X — a) presque surement, soit X = a presque surement.

[Exercicel 7.24.

n n
1. Posons t; = Inwu;. La fonction exp étant convexe, il vient exp Z ety < Z c;expt;.
i=1 i=1

2. Ecrivons P = (pij). Il vient s; = Z p?i)\j. Comme la matrice P est orthogonale, il vient
j=1

n n 2 n n 5 n n 9 n
Zp?i = 1, donc s;; > H)‘];ji- D’ou HSn‘ > H )\J;ﬁ = HA?izlpji. Or on a Zpi =1et
=1 i=1 i=1 i,j=1 j=1 i=1
n
[]% = dets.
j=1

3. Posons S ='AA. On a (s;;) = (C;|C;). 11 vient H |Cs]|? = det S = (det A)?.
i=1
4. Si A ¢ GL, on a det A = 0. L’inégalité n’en est que plus claire! (On peut évidemment aussi
invoquer la densité de GL,, dans M,,).

7.25.

1. Démontrons que C est borné. Comme K est compact, il existe m € Ry tel que ||z|| < m pour
tout v € K. Si (A,b) €eC,onabe K et C;+b € K ou C; sont les vecteurs colonnes de A. il
vient ||b]| < m et ||C;|| < 2m, donc C est borné.

Pour z € B, 'application ¢, : (A,b) — Ax + b est linéaire donc continue de M, (R) x R™ dans

R™ OrC = ﬂ ¢, '(K). Donc C est fermé et convexe.

zeB
Enfin, comme K est d’intérieur non vide. Il existe b € R" et € > 0 tel que K contienne la boule

1.1, »BB de centre b et de rayon €. On en déduit que C n’est pas vide et que I'application continue
D : (A,b) — |det A|vol(B) n’y est pas identiquement nulle. Il existe donc (A,b) € C tels que
D(A,b) soit maximal, donc non nul.
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. Une matrice orthogonale laisse B invariant; en d’autres termes, si U est orthogonale, alors
TaupBB = TapB. Or, pour tout ellipsoide &, il existe A € GL(n;R) et b € R™ tel que £ = T3
effectuant la décomposition polaire de A, on obtient U orthogonale et S définie positive telles
que A=US: alors AU = USU ™ est définie positive et l'on a Tap—1,B=E.

. a) Il existe A € GL(n;R) tel que Sy = ‘AA. Ecrivons S; = '"AQA (avec Q = ‘A7'5,A71).
Comme () est symétrique; définie positive, il existe U orthogonale telle que Q = UDU ™!
avec D diagonale. On peut donc prendre P = A7'U. On aura ‘PS;P = U 'A7'S;A7'U,
donc 'PSyP = I, et ‘PSP = D.

b) Ecrivons 'PS;P = D; = diag(A})1<j<p. 11 vient

—In (det((1 —t)Sp +t51)) = 2In|det P| — Zln (L =1)A) +tX]).

J=1

n 2
M- o
5 7 > donc cette fonction est
= (=1 + 1))

La dérivée seconde de cette fonction est ¢ —

convexe.
c) Si Sy # Sy, alors ‘PSyP # 'PS; P donc il existe k € {1,...,n} tel que A\, # A}. On a alors
0 y\1
—Ak;”k > AOAL T vient n (det 2051y o lndetso";mdetsl-

So + S1

Donc si det Sy = det S; = det ,ona Sy =29].

. Pour v € R" notons 7, : R" — R, la translation de vecteur v. Soit v # 0 et supposons que K;
contienne B et 7,B. Ecrivons v = 2au ot « € Ry et u € R" de longueur 1. Soit x € E'; écrivons
xr=tu+yavect € Retye R" orthogonal & u. Notons
(t—a)? 2
E={z=tut+y teR, yeu:; —— + < 15
{ y y 170 Iyl <1}
C’est un ellipsoide & = Ty ,,28 oit A est la matrice telle que Az = 2 pour z € ut et Au = (1+a)u.
En effectuant un changement de base prenant une base orthonormée dont le premier vecteur
est u, on trouve que A est semblable & la matrice (1 + «,1,...,1), donc det A = 1 + « et
vol(€) = (1 + a)vol(B).
Sizefalors,ona|t—al<a+1, donc -1 <t <2a+ 1.
—t
° Si—1<t<0,alors,a—}—t}O,donchB.
a+1

o)
e Sil+2a>t2>2a, alors >t—2a>0,doncx—v € B, soit v € 7,8;
Q
e Si0 <t < 2aq, alors x = y + tu est dans le segment reliant y € B et y +v € 7,B; donc
Z'EKl

. Solent & = T, ,,B (i = 0,1) deux ellipsoides distincts de méme volume, ot (S;,b;) € C avec S;
définie positive.
1 1

e Si Sy # S, alors posons S = 5(50 +S51) et b= E(bg +b1) ; alors TgB C K et est de volume
strictement supérieur d’aprés la question 3.

e Si Sy =5y, alors & = T, (B') ou B est une boule translatée de B. Alors, d’apres la question
4, il existe un ellipsoide £ contenu dans le convexe Tg. {bo (K) de volume > vol(B). Alors T, ,&
est un ellipsoide contenu dans K de volume det Syvol(£) > det Syvol(B) = vol(&).

. L’application T" définit une bijection entre ellipsoides contenus dans K et ceux contenus dans
T(K). En plus vol(T'(£)) = |det ?|vol(8) (ou T est 'application linéaire tangente a 7T') ; donc
T(Ek) a un volume maximal.
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7. L’ellipse de John d’un triangle équilatéral (resp. un carré) K est invariante par toutes les trans-
formations affines le préservant. Elle est donc invariante par la rotations d’angle 27/3 (resp.
7/2) autour de son centre I : c’est donc un cercle centré en I. Le plus grand cercle centré en [
contenu dans K est le cercle inscrit.

Si K’ est un triangle (resp. parallélogramme) quelconque, il existe une transformation affine T
telle que T(K) = K'. Son image est lellipse tangente aux cotés de K’ en leur milieu. (Cest
Dellipse de Steiner lorsque K’ est un triangle).

8. Pour les mémes raisons, I’ellipsoide de John d’un cube ou d’un tétraédre régulier K sera invariant
par toutes les isométries fixant K. Notons A\; < Ay < A3 les longueurs des axes d’un ellipsoide £.
Si Ay # Az (resp. Ay # A1) toute isométrie devra préserver le grand (resp. petit) axe de £ ; donc
toute rotation d’angle # k7 fixant £ aura comme axe le grand (resp. petit) axe de £. Comme
Ex est stable par des rotations d’angle 27 /3 autour d’axes passant par tous ses sommets, c’est
nécessairement une boule euclidienne : c’est la boule inscrite.

On en déduit Dellipsoide de John de tout tétraédre (resp. parallélépipede) a 1'aide d’une trans-
formation affine : c’est 'ellipsoide tangent & chaque face en son centre.

7.26.

1. a) L’endomorphisme autoadjoint 7} est positif et inversible. Soit S € L(E) tel que S*S =T - on
peut par exemple prendre la racine carrée de T (cf. algebre prop. 9.35) ou un endomorphisme
dont la matrice dans une base fixée est triangulaire - donnée par la décomposition de Cholesky
(cf. page . On a donc ¢(x) = ||S(z)|* pour tout z € E. Donc &, = {z € E; S(z) € B}.
Autrement dit £, = S™'B et vol(&,) = | det S| 'vol(B). Or det T = (det S)* d’oit le résultat.

b) L’application z — |¢(z)| étant continue, elle atteint son maximum dans K donc N est bien

définie. Comme pour tout (¢,q¢') € Q® tout A € R et tout z € £ on a

* (Aq)(x) = Aq(x) on a bien N(Aq) = [A[N(q)

o [(¢+ ) (@) = lg(x) + ¢ ()] < N(q) + N(¢) il vient N(q¢+¢') < N(q) + N(¢).
Supposons que N(g) = 0. Soit a € K. Pour z € E et t € R assez proche de 0, on a a+tzx € K.
Il vient g(a + tz) = 0. Or q(a + tx) = q(a) + tp(a, z) + t>q(z) - ot p est la forme polaire de
q. Comme la fonction ¢ — g(a + tx) est nulle au voisinage de 0, sa dérivée seconde en 0 est
nulle, donc ¢(x) = 0. Cela prouve que N(¢) =0=¢q¢=0.

Donc N est bien une norme.

c) L’application ¢ — ¢(z) est linéaire; comme l'espace vectoriel Q est de dimension finie, elle
est continue. Donc I'ensemble R, = {q¢ € Q; q(z) > 0} est une partie convexe et fermée

de E. L’ensemble Q, = ﬂ R, est donc une partie convexe et fermé de Q. La boule unité

zeE
fermée By de Q pour la norme N est une partie compacte de ’espace vectoriel de dimension

finie Q. Or, on a A = By N Q.. C’est une partie convexe et fermée de Q contenue dans le
compact By. Elle est compacte.

d) Remarquons que 0 € A, donc A # (). La fonction g — D(q) est continue car polynomiale
(puisque D(q) est le déterminant de la matrice de ¢ dans n’importe quelle base orthonormée).
Elle atteint son maximum en un point du compact de A.

Remarquons aussi que la fonction continue x + ||x||* est bornée sur le compact K. Il existe
donc \ € R tel que l'on ait Al|z||* < 1 pour tout # € K. Alors la forme quadratique positive
non dégénérée q :  — A||z||* appartient 4 A. On en déduit que le maximum de ¢ — D, n’est
pas nul.

Soient qo,q1 € A en lesquels ¢ — D, atteint son maximum. Posons ¢’ = %(qo + ¢1). Alors
Ty = %(qu + T,,) et, puisque ¢’ € A, on en déduit que det T,y < det T, = det T,,. D’apres
'exercice [7.25|3d], il vient T, = T,, donc go = ¢, d’ott 'unicité.
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e)

D’aprés la question précédente, il existe g € A tel que D(q) > D(q') pour tout ¢’ € A distinct
de ¢. Alors &, est un ellipsoide qui contient K. Si £ est un autre ellipsoide contenant K, il
existe ¢ € Q définie positive telle £ = &,. Puisque K C &, on a ¢’ € A, donc D(¢') < D(q).

_ vol(B) vol(B)
Donc vol(&,) = /D) < NGO = vol(€).

. Un ellipsoide centré en 0 est la boule unité pour une norme euclidienne : c¢’est donc une partie
convexe de F. Un ellipsoide de centre 0 et contenant K, contient —K = {x € F; —x € K} et
donc Ienveloppe convexe C' de K U —K. Si K est générateur, il contient une base (b, ..., b,)

de E. Notons ¢ : R" — E 'isomorphisme d’espaces vectoriels (A1, ..., A,) — Z Aib;. Alors C
i=1

contient I'image par ¢ de U = {(A1,..., \,) € R; Z |Ai] < 1}, ouvert non vide de R™ (boule

i=1

unité ouverte de R™ pour la norme || ||;). Comme ¢! est linéaire donc continue, ¢(U) est un
ouvert non vide de E contenu dans C'.

Par la partie 1, il existe un unique ellipsoide de centre 0 contenant C' de volume minimal.

. a)

b)

Sig+ ¢+ c =0, alors ¢q(0) + ¢(0) + ¢ = 0 donc ¢ = 0; pour z € E et t € R on trouve
q(tx)+L(tz) = 0 soit t*q(x)+tl(z) = 0; en particulier, pour t = %1, on trouve q(z)£¢(x) = 0
et enfin ¢(x) = {(z) = 0. On en déduit que la somme P = Q + E* + R est directe.
Un ellipsoide de E centré en un point a € FE sécrit € = {x € E; ¢z —a) < 1} ou
q est une forme quadratique définie positive sur E. En d’autres termes & = E(P) avec
P(z) = q(z—a) = q(x)—2¢(x,a)+q(a) ot ¢ est la forme polaire de g. Comme x — —2p(z, a)
est une forme linéaire, on a bien P € Py.
Notons ¢ la forme polaire de g. Comme la forme bilinéaire ¢ est non dégénérée, pour tout
f € E*, il existe un unique b € E tel que f(x) = p(x,b) pour tout = € E. En particulier,
il existe a € E tel que, pour tout x € E, on ait —2p(z) = ¢(x,a). Il vient gp(z — a) =
qp(z) — 2p(x,a) + q(a) = gp(x) + €p(x) + ¢(a). Donc P(z) = qp(z — a) + ¢ on ¢ est
une constante. On trouve P(a) = ¢p(0) + ¢, donc ¢ = P(a). Par définition de m(P) on a
m(P) < P(a). Comme ¢p est définie positive, il vient gp(z — a) > 0 et pour x # a. Il vient
donc P(x) > P(a) pour z # a. Donc le minimum de P est atteint uniquement au point a.
P(x) —m(P)
1 —m(P)
[0,1], on a P € P,. De plus, pour z € E, on a Plz) L1 < ﬁ(x) < 1, donc &5 =
Ep. Remarquons que, avec les notations ci-dessus, P(x) = m(P) + gp(z — a). Posons ¢ =

Pour tout € E, on a P(z) > m(P); donc P(z) = > 0. Comme m(P) €

gp. On a P(z) = §(x — a) pour tout z € E. Donc Ep = Ep est le translaté par a

1 —m(P)
, vol(B) , 1 ,
de Tellipsoide &;. On a donc vol(Ep) = vol(&;) = —. Or, puisque § = ———¢p, il
' Y VD@ 1= m(P)
: . D(qp)
vient D(§) = —————, d’ou le résultat.
(1 =m(P))"

Soit P € P,. Pour tout ¢t € R* et tout z € E, on at*P(tz) > 0. Or tli+m t2P(tr) = qp(x).
— o0

On en déduit que gp € Q. Soient a,b € Ep . Posons f(t) = P(a+t(b—a)) = t*qp(b — a) +

2tp(a,b—a) + lp(a+t(b—a))+ P(0). Il vient f"(t) = 2¢qp(b — a). Donc f est convexe. On

en déduit que pour ¢ € [0,1], on a f(t) < (1—1)f(0)+¢f(1) = (1 —t)P(a) +tP(b) < 1. Cela

prouve que Ep est convexe.

Notons C' I'enveloppe convexe de K. On a donc K C &p <= (C C Ep. Cela prouve que
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Exercice

Comme K contient un repére affine, C' est d’intérieur non vide. L’application N : P — R,
définie par N(P) = sup{|P(z)|; « € C'} est une norme sur P. En effet, I'inégalité triangulaire
et I'égalité N(AP) = |A\|N(P) sont claires (voir question . Soit a € C. Si N(P) = 0, alors
pour tout x € E, on a P(a + tx) = 0 pour t assez petit. Prenant la dérivée seconde en 0, il
vient 2gp(z) = 0. Cela prouve que gp = 0. Prenant la dérivée en 0 de ¢t — P(a+ tx), il vient
(p(xz) =0, donc £p = 0 - et enfin, P(a) = P(0) = 0.

Alors A est l'intersection de la partie convexe fermée P, avec la boule unité de P pour la
norme N. C’est une partie convexe et compacte de P.

L’application P + qp est linéaire donc continue puisque dim P est finie. L’application P +—
D(qp) est donc continue. Elle atteint donc son maximum dans le compact A (puisque, comme
0 € A, A n’est pas vide).

Remarquons que, puisque K est compact, il est borné. Il existe donc A € R, tel que Iz < A
pour tout z € K, donc la forme quadratique z — A~'||z||* est dans A. On en déduit que
D(qp,) = A" et en particulier D(gp,) > 0.

Soit P € P, avec gp non dégénérée.

e Comme P € Py, on am(P) > 0.

e Sim(P) > 1 alors Ep = 0.

e Sim(P) =1, alors Ep = 1.

e Si0<m(P) <1, alors il existe P avec Es=Epet D(ﬁ) = (1—m(P))"D(P) > D(P).
Comme Ep, contient K, il n’est pas vide et pas réduit & un point - donc 0 < m(P) < 1, et
comme il est maximal, on a m(Fp) = 0.

Posons P’ = 1(Py + Py). On gpr = 3(qp, + qp,) et par maximalité de D(gp,) = D(gp,), il
vient D(gp') < D(qp,). D’aprés Pexercice [7.2513d, il vient gp, = gp, = qp.

Comme D(gp:) est maximal, on a m(P") = 0 d’aprés la question [3ff Soit a le point en lequel
P’ atteint son maximum. Il vient 0 = P'(a) = 3(Po(a) + Pi(a)), donc Py(a) = Pi(a) = 0.
On a alors Py(z) = qp,(z — a) = Pi(z) pour tout x € E.

Soit £ un ellipsoide contenant K. Il existe une forme quadratique ¢ définie positive et un
point a de E (le centre de &) tels que £ = {z € E; q(x—a) < 1}, c’est a dire tels que £ = Ep
ou P(z) = q(z —a). Alors P € A et qp = q, donc D(q) < D(qp,) avec égalité si et seulement

si P = P. On a donc vol(€) = vol(B) > vol(B) = vol(Ep,). Si vol(€) = vol(Ep,), alors

- /D(@) ~ /Dlan,)
P =P, donc € = E&p,.

En d’autres termes, Ep, est 'unique ellipsoide contenant K et de volume minimal.

3
—1)*
7.27. On écrit f(z) = Z ﬁﬁk” + o(z'*), et, par unicité du développement limité,
k=0 ’
14!
B

7.28. La formule de Taylor avec reste intégrale donne

Fla)=Y" F®(a) (x—a)" + / TEEO" per gy at, soit F(a) = / e e a

n! n!
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2

+ S 1"a) + olf?) et fla—

t) = f(a) —tf'(a) + gf”(a) +o(t?), donc f(a+1t) + f(a —t) = 2f(a) = £2f"(a) + o(t), soit
lim fla+t)+ fla—1t)—2f(a) _ ().

t—0 12
2. Posons g(x) = f(x +t) — f(z) de sorte que f(a+1t)+ f(a —t) — 2f(a) = g(a) — gla — t).
D’aprés le théoréme des accroissements finis (appliqué a g), il existe b € Ja — t,a[ tel que
fla+1t)+ fla—1) —2f(a)

t

finis (appliqué a f), il existe ¢ € [b,b+ t[ C Ja — t,a + t] tel que

1. D’aprés Taylor Young a lordre 2, on a f(a +t) = f(a) + tf'(a)

=¢'(b) = f'(b+t)— f'(b) ; or, d’apres le théoréme des accroissements

flatt)+fla—1)—2f(a) _
t2

M 7 30 Comme Y ( ) # 0 la fonction continue ™+ garde un signe constant au voisinage
de a, donc f™ est strictement monotone donc injective au voisinage de a, d’ou 'unicité de 6. La
formule de Taylor Young & I'ordre n + 1 donne

n+1 h,k i
n+1
fla+h) :;@f( '(a) + (")
soit ﬁf "(a + Oyh) = f(” (a) + L f("+1 (a) + o(h™), ou encore
n! " (n+1)! ’
f"a+0ph) — f(a)  f"D(a)
ﬁ
h n+1

F"™(a +0hh) — f"(a)

(n+1)

qui n’est pas nul - en particulier, 6, # 0 pour h assez petit.Or

Faisant le quotient de ces deux limites, il vient 6, — .

ala—1)...(a-k+1)

Exercice|7.31. Ona f®(z) = a(a—1)...(a—k+1)(1+z)**. Posons a; = X

n—1
) —k
Ecrivons donc f(x) = E axx” + R, (r). Remarquons que azzl = Cli+ .

k=0
le rayon de convergence de la série entiére ( E akxk) est 1.

— —1 (si a € N), de sorte que

1. A Uaide de la formule de Taylor-Lagrange :

On écrit R,(z) = a,a™(1 + 0x)*™". Pour n > «, il vient |R,(x)| < u,, ou 'on a posé u, =
LH. Remarquons que Unt1 _, =] , donc R, (x) tend vers 0 dés que |z| < 1/2.
(1 — [x]) Up 11—zl
Avec un reste intégrale :

i Tl =" ) /m x —t\n1 .
t = —_— t)dt = 1+¢)* " dt. t ent
On écrit R, (x) /0 ( .Y () nay, i <1 n t> (1+1) Or pour t entre 0

t
’1 t‘ < |l|| < |z|, done |R, ()] < nla,| max(1, (14 2)* )|z|™ qui tend vers 0
dés que |z| < 1.

|y

et x, on a
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2. La série entiére Zakxk a pour rayon de convergence 1. Pour x € ]—1,1[, posons S(z) =

—+00

Zakx On a (k + Dagy1 = (o — k)ag. On trouve (1 4+ x)S(x) = (1 + :C)Zkakmk_l =

k=0
—+00

Z((/{ + Daps1 + kag)z® = aS(x).Posons g(x) = (1 4+ 2)~*S(x). On trouve ¢'(z) = —a(l +
k=0

2)"* 1S (z)+(14+2) S (z) = 0. Comme g(0) = S(0) = 1, il vient g(z) = 1 donc S(z) = (14),
pour tout x € |—1,1[.

[Exercicel 7.32.

1.

2 2
Ona fa+h) = f@) + hJ'() + o f"(a + 0.0) et [(x—h) = f(x) ~ hf'(x) + o f"(x — 0,h)
2

avec 01,0 €]0, 1[. Il vient f(z+h) — f(x —h) = 2hf'(x) + %(f”(x—l—@lh) — ["(x — 65h)). Enfin

x+h)—flx—n~h h
iy = SO TEZ I B gony — e+ o).
2h 4
My  hM.
Il vient |f/(x)] < =2 + ——-
h 2
2My
. Prenant h = i , il vient |f'(x)] < /2 » pour tout x € R.
2
a) Démontrons que, pour 1 < &k < n— 1, on a M}, < 400 par deux méthodes légérement
différentes.
(k)
Pour t € R, notons 7T} = f k( ) X le polynéme de Taylor de f en t. D’aprés la formule
k=0
de Taylor Lagrange, pour (¢, h) € R? il existe u € R (dépendant de ¢ et de h) tel que 1'on ait
(n)
T = e+ )~ LW (rL)
Premiére méthode. Fixons des nombres réels distincts h; ..., h,. Pour tout ¢t € R et tout

J il existe u; € R (dépendant de t) tel que :

F(ug)

n! J

Ty(hj) = f(t + hy) —

Notons A = (a;;) la matrice carrée d’ordre n ol a;j, = h;?_l. Notons C' = (¢;) et D = (d;)
£
(-1

h. On a donc AC = D. Or, la matrice A (de type Vandermonde) est inversible.

les matrices-colonne (dépendant de t) données par ¢; =
£ (uy)
n!

(J (n)
Notons (bj;) son inverse. On a donc ———= f Zb (+1)k < ft+hg)— / (uk>h"> On en

et d; = f(t+hy) -

déduit que

. e M, |he |
PO <G lbsnel (Mo + =275,

k=1
Donc M; < 400 pour tout j € {1,...,n}.
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Variante. Munissons 'espace F,, des polynomes a coefficients réels de degré < n de la norme

P s N(P) = sup{|P(h)|;h € [0, 1]}.

M,
Par la formule (T'L) on obtient N(T}) < Mo+ — (pour tout t € R). Pour k € {1,.

1}, notons Ly : E,, — R l'application P P(k (0). Comme FE,, est de dimension finie,
I’application linéaire Lj, est continue. Il vient

M,
£ = LTl < NENIN(T) < Nl (Mo + —).

In M1 + In M, In2
b) Pour 1 <k<n—1 onalnM; < s B i B

2
In2
f%=1 . Posons zy = In M), — n—k:(n — k) et yr. = x4 — xk. On trouve, 2z, < Tpi1 + Tp_1,

d’aprés la question 2 appliqué a

soit yr41 = yk. La suite (y;) etant croissante, pour 1 < k<n—1,o0na

B
—_

n—1
T — Zo

k

— I’k‘
y] kf )
:k

s

<
Il

o
<.

k k
soit zy, < —x, + (1 — —)o.
n n

In (£
. . f(z) f"(e) 2 2 - ( C)> (¢)
Exercice|7.33. Auvoisinage de ¢,ona ~———~ = 14+=——=(x—c¢)“+o(x—c)?, donc lim = .
103~ Mgt ote=a done i G = 20
In <f((i))> f”(C)
Soit £ > 0. Il existe a’, b’ avec a < @’ < ¢ < b < btels que, pour z € [a’, ] on ait - <e
(=0  2f(c)

et Jg(z) —g(c)] <e.
Posons A = sup{f(t); t € [a,d']U [V, 0]} < f(c), et M =sup{g(¢); t € [a,b]}. Comme X < f(c), on a

a’ b 1
/a g(x)f(x)”dx—i—/b, g(z)f(x)"dx < M(b—b'+a'—a))\”:o<f(c)” E)
Posons u = g(¢) —e,u' = g(¢) —e, v =¢— g}ig et v/ = —e— 5}23 On peut supposer que ¢ est assez

petit pour avoir u > 0 et v > 0.

Pour x € [d, V'], on a
2

uf(e)"e ™ < f(a)gx) < ulf(e)e

Or, en faisant le changement de variable ¢t = /nv(x — ¢) on trouve

v’ n vnu(b' —c)
/ uf(e)re @ gy = uf/—(C) / e dt
a’ nv \/M(a’fc)

Vnu(b'—c) ) 400 )
et / e~ " dt converge vers / e ¥ dt = /7. De méme
vnvu(a’—c) —o0

b’ / n V(b —c)
/ ' fe)re ™ @O gy = L) / e dt <l f(e)" .

, ' J v (@ —c) nv’
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On en déduit que, pour n assez grand, on a

/f(t)”g(t)dt> /f(t)”g(t)dt>(ﬁ_€)uf7(;):l
et ) )
/f(t)”g(t)dt< / f(t)ng(t)dt—i—s(f(c)" %) <u’f(c)”\/g+g<f<c)n %>

d’ou le résultat.

[Exercicel 7.34.
1. Rappelons le théoréme de prolongement de la dérivée (voir exerc. |7.10)) :

Soit I un intervalle ouvert, et sotent a € I et f : I — R une application continue. Si f est
dérivable sur I\ {a} et f' admet une limite € en a, alors f est dérivable en a et f'(a) = {.

L’application f est de classe C'™° sur R*. On démontre par récurrence sur n que, pour x # 0, on

P
(l‘)) On en déduit
mm

par récurrence, a l'aide du théoréme de prolongement de la dérivée que f est de classe C" pour
tout n.

a f™(z) = Ry(z)e ™ ", ot R, est une fonction rationnelle (de la forme

2. On pose
e g(z) = f(x—1)f(2—=). La fonction g est de classe C*°, nulle en dehors de [1, 2] et strictement
positive en tout point de |1, 2].

400 2
o h(z)= / g(t)dt = / g(t) dt. La fonction h est de classe C*°, nulle sur [2, +00], constante

sur | — w, 1] et elle est strictement positive sur | — oo, 2].
h(lz[/2)

. La fonction k convient.
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10.8 Fonctions de plusieurs variables

8.1. Les fonctions (x,y) + 2° +y* et (z,y) — 2° + % sont polynomiales donc de classe C™
1
sur R?. Comme 2° + y* € R* pour (z,y) # (0,0), on en déduit que (z,y) — o et donc f sont de
T Y
classe O™ sur R?\ {(0,0)}.

Pour (z,y) € R?, posons I(x,y)]|c = max(z,y). On a ]a:3| < .CEQH(x Y)||oo €t \y | <y H(x Y)||oo donc
|22 + % < (22 + ) || (2, 9)]|oo et |f(2,y)| < max(z,y). Donc f est continue en (0,0).

Pour ¢t,z,y € R, on a f(tz,ty) = tf(z,y), donc f admet en 0 la dérivée directionnelle f(z,y) selon le
vecteur (z,y). Or f n’est pas linéaire (puisque f(1,1) =1 # f(1,0) + f(0,1) = 1+ 1 = 2). Donc f
n’est pas différentiable en (0, 0).

[Exercicel 8.2.

1. La fonction f est polynomiale, donc de classe C*°.
2. a) La différentielle en 0,, de M +— det(exp M) est dfy, odexp, . Or comme exp(M) = I, + M +
o([|M]]), on a d expy, = Idu, x)
Par ailleurs la différentielle en 0, de M s ™) est M +— Tr(M) (en effet Tr est linéaire,
donc sa propre différentielle - et la dérivée en 0 de ¢ — €' étant 1, sa différentielle est
'identité).
On a donc df;, = Tr.
b) D’aprés la question (a), on a det(A+M) = det(A) det(I,,+A M) = det(A)(1+Tr(A M)+
o(||M]])), donc df 4(M) = det(A) Tr(A~'M). Or det(A)A™! ="'A.
c) D’aprés la densité de GL(n,R) dans M,(R) dans on peut écrire A = lim A; avec A €
GL(n,R). Comme df est continue, pour M € M,(R) on a df4(M) = limdf, (M). Or
dfa, (M) = Tr(M *A;) tend vers Tr(M A) lorsque k — oo (application polynomiale X — X
est continue ainsi que I'application linéaire X +— Tr(MX)).
3. On écrit M,(R) ~ R™ et on note (z; ) les coordonnées de M = Z z; jE; ;. Calculons df /0x; ;

en développant det(M) par rapport a la i-éme ligne det(M) = szkizk ou (Zpey) est la
comatrice de M. Remarquons que Zj, ne depend que des T s pOUr r # ket s # (. On a donc

9f = T; j, soit of A) = a; ;. Donc dfa(M Az, ; = Tr(M ‘A).

895@]- 8xi7j

8

[Exercicel 8.3.
1. Soient (z,y) € E x F et (u,v) € Ex F.
Ona ¢z +u,y +v) = p(z,y) + ¢(u,y) + oz, 0) + (u, v),
Or, d’apres D'exercice [£.8] il existe k € R, tel que ||p(u, v)|| < kllul|||v]|, done p(u,v) = o(||ul| +
lv]|). On en déduit que I'application ¢ est différentiable en (x,y) et dy(.,)(u,v) = p(u,y) +
p(z,v).

q(x +y) - Q(x> - Q(y>‘ L’application Q Fx FEF — F est

2. Pour (z,y) € E?, posons p(z,y) =

bilinéaire (symétrique et) continue. De plus, on a ¢(x) = poL ou L : E — E X E est I'application
linéaire continue = +— (z,z). On en déduit que l'application ¢ est différentiable et, pour tout
r € FE, onadg =dpgg o L. Il vient dg,(u) = 2¢p(x, u).

[Exercicel 8.4.
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1. o = — —_ = — .
On a . (:E, y) 3x 3y et W (x, y) 3y 3

2. On a g(:c,y) = a—f(x,y) = 0 si et seulement si 2> = y et y* = x. Deux solutions possibles
x
(0,0) et (1,1).
92 2 2
f >’f o’f
3. Onar = 5(0,0)=0= 0,0)=tets 0,0) = —3, donc on n’a pas d’extremum
local en (0, 0)
2 2 2
Onar= (g ]; (1,1)=6= (gy‘]);(l l)=tets aaéf (1,1) = =3. Il vient rt — % = 27 > 0,

donc on a un extremum local en (1, 1) qu1 est un minimum local puisque r > 0. Ce n’est pas un
minimum global puisque lim f(x,0) =

T—r—00

m 8.5. Soient (tg,xg) € I x Q et € > 0. Il existe un voisinage de xg tel que pour tout x € V'

on ait |f(to, ) — f(to,x0)| < /2. Posons M =  sup ‘
(t,x)eIxV ot

)| (quitte & remplacer I et V par des

0
voisinages plus petits, on peut supposer que a—{(t, x) est bornée sur I x V). Si (¢t,x) € I x V alors,

|F(t,2) = f(to, mo)| < [f(t,2) = f(to, 2)| + [f(to, ) = f(to, wo)| < Mt —to| +2/2 < ¢

dés que |t — to| < e/2M.
8.6. Pour tout (u,v,w) € R*, posons :

F(u,v,w) = /” h(t,w) dt.

Comme h est continue, la fonction F' est dérivable par rapport a u et v et on a :

g—i(u,v,w) = —h(u,w) et a—F(u,v,w) = h(v,w)

ov

pour tout (u,v,w) € R®. Comme h est de classe C', il résulte du théoréme de dérivation sous le signe

que F' est dérivable par rapport a w et que l'on a :

0 oF
Les fonctions e et o sont continues sur R* puisque h Dest, et il reste a démontrer que I'application
U v

0 est continue pour en conclure que F est de classe C.
w

A Taide du changement de variable ¢t = vs + (1 — $)u, on trouve :

OF
9 —(u,v,w) = v—u/ o (vs + (1 — s)u,w) ds.

oh
L’application (s, u, v, w) — —(vs+ (1 —s)u, w) est continue - comme composée de fonctions continues.

ox

oF
Donc — est continue d’apreés le théoréme de continuité sous le signe / )

ow
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Mais la fonction v : R — R? définie par : v(z) = (a(x),b(z), ) est aussi de classe C' donc f = F oy
'est également, et la régle de composition des différentielles montre que pour tout x € R on a f'(z) =
dF (y(z)) - +'(x), donc :

f'() = (z) h(b(z),z) — d'(z) h(a(z),z) + /( | g(t,x) dt

D’aprés le changement de variable (affine en ¢) t = a(z) + s(b(z) — a(z)) (et dt = (b(z) — a(x))ds) on a :

1
f(@) = (b(e) - a(a)) /0 el 5 0) = o) ) s

et permet de ramener cet exercice au théoréme de dérivation des intégrales & paramétre.
Il faut cependant refaire ce changement de variable en sens inverse pour obtenir la formule trés naturelle
ci-dessus - et ce n’est pas si simple...

8.7. Si E = R? et F = R? sont de dimension finie, il résulte du théoréme de prolongement de
la dérivée (exerc. [7.10) que f admet des dérivées partielles en a et df;/0z;(a) est la limite de Of;/0x;(x)

- en d’autres termes que ces dérivées partielles sont continues en a : donc f est différentiable en a et
df, = L.

Une autre démonstration qui couvre le cas de tous les espaces de Banach est la suivante :
Pour x € U, posons g(x) = f(z) — f(a) — L(z — a). On doit démontrer que g(z) = o(||x — al| ).
On a g(a) = 0 et g est différentiable en tout x € U \ {a} et dg, = df, — L. Comme lim df, = L, on

Tr—a

a lim dg, = 0. Pour tout £ > 0, il existe donc a > 0, tel que la boule ouverte B(a,a) C U et, pour

Tr—a
x € B(a,a), x # a,on al||dg.||| < €. Alors, pour x € B(x,a), on a, d’aprés I'inégalité des accroissements

finis (¢f. pageBY), ||g(z)||r = ||9(z) — g9(a)||r < g|lz — al| g, d’ou le résultat.

8.8. En choisissant des bases de E et de F, on peut supposer que £ = R" et ' = RP?.
Quitte a remplacer les normes de F et F' par des normes équivalentes, on peut supposer que 1’on les a
munis d'une des normes usuelles de sorte que, pour toute matrice A = (a;;) € M,,(R) = L(E, F) et
tout (i, ), on a |a; ;| < [[[All-

On écrit alors, pour x € U, fi(z) = ((fi)1(2), ..., (fu)p(x)) et g(z) = (1 (x), ..., gp(2)). Ong(nfd)éduit

que, pour toute partie compacte K de U et tout couple (7, j), la série de terme général sup —(x)’
zeK T

est convergente. D’aprés le théoréeme de dérivation sous le signe Z (page , on en déduit que la
fonction partielle ¢ — g;(a1,...,a;-1,t,a;41,...,a,) est dérivable et que sa dérivée (la dérivée partielle
I fr)i
Oz,
fonctions (page , on en déduit que les dérivées partielles de g sont continues, donc g est de classe

ch.

de ¢;) est la somme des dérivées partielles . Or d’aprés le théoréme de la somme d’une séries de

[Exercicel 8.9.

1. On choisit un repére orthonormé, dont on peut fixer l'origine en A, de sorte que fs(M) =

fo La fonction ga : M — AM? = Z:pf est polynomiale, donc de classe C'°°; elle est
i=1 1=1
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positive et ne s’annule qu’en A; la fonction x — /z est de classe C™ sur R ; donc f4 est de
classe C* sur E \ {A4}.

Soit ) € F distinct de A de coordonnées (qi,...,q,). On a giA (Q) = 2q;, et puisque g4 = f3,

on a ZZ: Q) = ZJ;A (Q)fA(Q) donc 8?: (Q) = :22 Donc pour un vecteur @ de composantes
A

ti,onad(fa)g afA = U.w, ol U = E Autrement dit, le gradient de f4 en @)

ze AQ

est U = 1@ JAQ.

a) Notons B={M € E; AM < f(A)} la boule fermée de centre A et de rayon f(A). C’est une
partie compacte non vide de E : puisque f est continue, il existe F' € B tel que f(F) < f(M)
pour tout M € B. Si M ¢ B, on a f(M) > AM > f(A) > f(F). On en déduit que
f(F)=inf{f(M); M € E}.

b) Soient M, N deux points distincts de E et ¢t € ]0,1[. Posons P = tM + (1 —t)N. On a
donc AP = tAM + (1 — )AN, donc fa(P) < tfa(M) + (1 — ) fa(N), Vinégalité étant
stricte si A, M et N ne sont pas alignés. De méme, fg(P) < tfg(M) + (1 —t)fg(N) et
fo(P) <tfe(M)+ (1 —1t)fc(N) et 'une au moins de ces inégalités n’est pas stricte puisque
A, B et C n’étant pas alignés, ils ne peuvent étre tous trois dans la droite (M N).

c) Soient F,G deux points distincts de E et notons H leur milieu. Si f(F) = f(G), alors
f(H) < f(G) par stricte convexité, donc f ne peut pas réaliser son minimum en deux points
distincts. De plus, soit M € E et notons N son projeté orthogonal dans le plan (ABC). On
a AM? = AN? 4+ MN?, donc fo(N) < fa(M) avec égalité si M = N - et il en va de méme
pour fg et fo. On en déduit que le minimum de f ne peut étre atteint en dehors du plan
(ABC).

a) Puisque f atteint son minimum en F le gradient de la fonction f est nul en F', autrement
dit ﬁ/AF + B-F>/BF + C‘F>/CF

b) En effet, si i et ' sont deux vecteurs d’un espace Euclidien satisfaisant ||@|| = ||0]| = ||@+7| =

1
1, il vient 4.7 = —3 donc @ et ¥ forment un angle de 27/3.

. Supposons par exemple que 'angle en A soit > 27/3. On a vu que si F' € E\ {A,B,C}, il
est situé a l'intérieur du triangle A, B, C' (ses coordonnées barycentriques dans le repére A, B, C
sont strictement positives) et BEFC = 27/3. Impossible. Donc F' est le point parmi A, B et C'
en lequel la fonction f est la plus petite. C’est évidemment le point A (puisque BC' est le coté
le plus long du triangle).

BA CA
. Si angle en A est < 27/3 le gradient en A de fp + fo est le vecteur @ = = 5a + A de
norme > 1. La dérivée en 0 de la fonction t + fp(A — t) + fo(A — ti) est —||w||*. On a
fa(A — ) = |t|||w]|, donc la dérivée & droite en 0 de t + f(A — t) est ||w]| — ||w]]* < 0; donc

f n’atteint pas son minimum en A. Et de méme ce minimum n’est ni en B ni en C. On est donc
dans le cas de la question 3.
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6. a) Si F' = @, alors les coordonnées barycentriques de F' dans le
B' repére A, B,C sont (1,1,1) mais aussi (1/AF,1/BF,1/CF).
Par unicité, il vient AF' = BF = CF, donc le triangle ABC
est invariant par la rotations d’angle 27 /3 de centre F' : il est
équilatéral.

b) Puisque BA'C est un angle de mesure /3, les points du cercle
circonscrit situés sur I’arc de cercle entre B et C' et ne contenant
pas A’ sont les points M du demi-plan (ABC) bordé par la
droite (BC') et contenant A tels que BMC soit un angle de
mesure 27/3. On en déduit que F' est bien dans cet arc de
cercle - et de méme pour les deux autres cercles circonscrits.

A c) Par cocyclicité, on a A'FC = ABC = /3. On en déduit que
A’ est situé sur la demi-droite issue de F' opposée a A.

Quelques commentaires sur la premiére question
e On peut interpréter le calcul du gradient de f4 en remarquant que le gradient étant la ligne de plus
grande pente il est porté par la direction qui fait croitre le plus f4, i.e. qui nous éloigne le plus de A.
Il est donc proportionnel & AQ. Et comme quand on s’éloigne d’un métre la distance augmente d’un
métre... la norme de ce gradient est 1.
e On peut aussi retrouver ce gradient a ’aide d’un développement limité. Soit @ un « petit » vecteur
et effectuons un développement limité a l'ordre 2 de fa(Q + @). Pour cela, on écrit o = tu + ¢ avec
t = W.@ et ¥ = @ — (w.@) @ orthogonal & . Pour |t| < AQ, on a AM = \/(AQ +t)2 + ||7]|2. On
remarque alors que :
x L’application @ — t = w.@ est linéaire.
* Ona |w||? = [lv]|* + ¢, donc [|v* = O([lw]]?).
Il vient AM = AQ + t + O(||w||*). Donc la différentielle de fa en Q est @ > 0.1
e On peut pousser plus loin ce calcul et calculer la différentielle seconde de f4 en @ : On a

AM = /(AQ +1)2 + 7>

15112
= (AQ+ )1+ 1 —
* L’application @ — ||7]|*> = ||@]|*> — t* est quadratique. La forme bilinéaire symétrique associée est

(W1, Wa) = Wy .Wa — (W.10) (Wa.w).

* On a [t| < ||| et ||7]| < ||@]|; en particulier, on a t = O(||w]|) et ||17H2 = O(||1EH2)
. 1 1 ||7]|? il 2
Puis = + 0o(1), = + :
* Fusque (AQ +t)?2 (AQ)? ol om & (AQ +1)2 (AQ)? o(ll1I")
|9]2 el 2
Enfi 1+ ——==1 .
+ Enfin +(AQ+t)2 +2(AQ)2+0(||U)H)

Or ]75|||17||2 < ||u7||3, donc 75||17H2 = 0(Hu7||2); on trouve

_ 1 e
AM = AQ+t+ 5 +olldl®).

012 o= o 2
a—t
On en déduit que df4(W0) =t = W.4 et d>fa (W, W) = 9] = , donc,

AQ AQ

[Exercicel 8.10.
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oF
1. Ona F(0,0) =0 et 8_(0’ 0) = —1, donc on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites :
Yy

il existe des intervalles ouverts I, J et une application f : I — J de classe C*° telsque 0 € INJ
et, pour (s,t) € I x J on ait I'équivalence F(s,t) =0 <= t = f(s).
2. Pour x € I, on a F(x, f(x)) = 0, soit f(z) = = + sinzf(z). Comme f est continue en 0 et
sinz f(x)

f(0) =0, il vient lim ———= =0, donc f'(0) = 1.

z—0 T
3. Il vient f(z) = = + af(z) + o(zf(zx)) = x + 2> + o(z®) (puisque, d’aprés la question précé-
dente f(z) =z + o(x)).

[Exercicel 8.11.

1. La matrice Jacobienne de f, i.e. la matrice de df dans les bases canoniques est

2x 2y 2z

20 — 3y —3z 4z

of of
—(1,1,1) —=(1,1,1
Gyl gLy
2. On a = ( ) qui est inversible.
9411y Y111 o
8:{/ Y Y az Y Y

3. Il s’agit encore d'une application directe du théoréeme des fonctions implicites.

/ -1
s P . R oM\ _ [ 22 2\ (=5)7
4. D’apreés le théoréme des fonctions implicites, on a ( W (1)> = <_3 4 —1) = \o7)

[Exercicel 8.12.

1. On applique le théoréme d’inversion locale a ¢ : (z,y) — (z, f(z,y)) : la matrice jacobienne de ¢
1 0
en (z,y) est | Of of
o0y 5, @)

la réciproque de ¢ définie sur un voisinage de (xg, zg). Pour (u,y) € U' et (z,2) € V', on a

qui est inversible pour (x,y) = (2o, %). Notons 1 : V' — U’

(w,y) = ¢(2,2) <= (2,2) = p(u,y) < z=uet z= f(z,y)

donc ¥ (z, z) est de la forme (z, F(x, 2)).
2. On a ¢(z,z) = (,y) et di(yz) = di, . Il vient donc

-1

1 0 1 0
OF OF ~ | os of 3
%(x,z) %(fﬂ,z) O (z,y) ay (z,9)
. .. OF of ,  OF of of .
lier — == — =——= — :
en particulier P (z,2) o (x,y)" et e (z,2) 5 (z,y) 3y (z,y)

[Exercice] 8.13.

1. Ona f(A+ H) = f(A) + AH + HA+ H? = f(A) + AH + HA + o(||H||). On en déduit que f
est différentiable en A et que df4(H) = AH + HA.
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2. L’application A — df 4 est linéaire, donc continue. On a df;(H) = 2H, donc df; est 'homothétie
de rapport 2 : elle est bijective, et 'on peut appliquer le théoréme d’inversion locale.

1
3. Notons g : E — E lapplication g : M — M — §M2. On a dgr = 0. On fixe une norme || ||
sur £. Comme dg est continue, il existe r > 0 tel que B(I,r) C U et, pour M € B(I,r) on ait
1
ldglll < . Posons W = f(B(I,r/3)).

Soit A € W. Par définition de W, il existe, B € B(I,7/3) tel que A = B>

1
Pour M € E, posons g4(M) = M — §(M2 —A).

On a ga(B) = B; pour M € E, on a ga(M) — ga(B) = g(M) — g(B), de sorte que, pour
— 1 1 1 2r

M e B(Lr), on a lga(M) ~ Bl < SIM ~ Bl < (1M — 1| + |1~ B) < 5(r +7/3) = 2.

On a done |lga(M) = I < llga(M) = Bl + | B~ 1] <r 3

Donc ga(B(I,r)) C B(I,r). La restriction de g4 & B(I,r) est contractante et B(I,r) est fermé

dans E donc complet. On en déduit que la suite (M,,) définie par My = I et M, 41 = M, —

—(M? — A) converge vers son unique point fixe - qui est B.

8.14. On munit M;(K) d’une norme d’algébre notée || || (i.e. une norme qui satisfait
[uv]] < fluffvl)-
1. Onnote || || lanorme de E. Pour h € E tel que a+h € U, écrivons f(a+h) = f(a)+df,(h)+qi(h)

et g(a+h) = g(a)+dg.(h)+qz(h) avec hm la: (R =0.On adonc f(a+h)g(a+h) = f(a)g(a)+

1]l 2
f(a)dga(h) + dfa(h)g(a) + gs(h), ou Q3( )_dfa( )dga(h) + qi(h)g(a+h) + (f(a) + dfa(h))ga(h).
Or ||df.(R)dga(R)]| < |ldfalllldgallll|P] et il vient hm las(h)l = 0. De plus, les applications

o [lAlle
x — f(a)r et x — zg(a) sont linéaires et (donc) contmues de My(K) dans lui-méme. On en

déduit que fg est différentiable en a et d(fg)q.(h) = f(a)dg.(h) + dfa(h)g(a).
2. Posons fi(A) = A*. On a fiy1 = fifi et fi est I'identité! On en déduit, par récurrence sur k,
que f est différentiable et

k—1
(dfi)a(H) = HAY 4+ AHA? 4 4 A PHA+ ATH = ATHA

=0

Pour B,C € My(K), notons mp ¢ : Mi(K) — My (K) l'application H — BHC'. L’application
(B,C) — mpc est continue. Comme de plus, pour tout ¢ I'application A A’ est continue, on
en déduit que A — (dfy) 4 est continue, donc f; est de classe C*.

3. Remarquons que ||(dfi)a(H)| < k|| H|/||A]*". On en déduit que ||(dfi)all < k||A|**. Donc
pour tout » € R%, on a

> " sup {”' Afe)all , Ae My(K), Al < r} < fo0.

Il résulte de I'exercice que la fonction exp = % est de classe C'.

[Exercicel 8.15.

1. Puisque f est définie sur tout E (qui est convexe), il résulte immédiatement du théoréme des
accroissements finis que f est k-lipschitzienne.
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2. a) L’application x — f(x) + a est contractante ; puisque E est complet, elle admet un unique
point fixe.

b) D’aprés la question précédente, tout a € E admet un unique antécédent par F.

3. Soit x € E. Puisque |||df.|| < k, Papplication linéaire dF, = Idg — df, est inversible d’inverse
“+o0o
Z df?. D’aprés le théoréme d’inversion locale, F' induit un difféomorphisme de classe C' entre
n=0
un voisinage U de x et un voisinage V' de F(z); on en déduit que F~
Cela étant vrai pour tout z, F est un difféomorphisme de classe C*.

L est de classe C' sur V.

[Exercicel 8.16.
1. Si F(z) = F(y), il vient N(z —y) < N(F(z) — F(y)) =0, donc z = y.

N
2. a) Ona F(a+tz) = F(a)+tdF,(xz)+ R, (tx) ou R, est un reste et vérifie donc lin% % = 0.
zZ—r zZ

1
On en déduit que PH&;(F(CL + tx) — F(a)) = dF,(x). Comme pour tout ¢t # 0, on a
—

1

N(; (F(a +tx) — F(a))) > N(z) il vient a la limite N(dF,(z)) > N(x) (par continuité de
N).

b) On déduit de (a) que l’endomorphisme dF, est injectif, donc bijectif puisque on est en
dimension finie

c) On a (d(Qo F))a = (dQ)p(@) © dF,. Puisque dF, est bijective, si (d(Q o F')), = 0, alors
(dQ)r() = (d(Q 0 F))q 0 (dF,)™" =0.

d) Cela résulte immédiatement du théoréme d’inversion locale puisque dF, est bijective. Notons
que (dF,)™" est continue puisque on est en dimension finie.

3. Les normes N et || || étant équivalentes, il existe o, f € R tels que, pour tout z € R" on ait
allz|| < N(x) < fl|lz|| et ||z|| < BN(x). On en déduit que, pour z,y € R", on a

allz —yl| < N(z —y) < N(F(x) - F(y)) < B[ F(x) = Fy)ll.

On peut prendre k = —-

™| ©

4. a) Pour ¢,h € R", on a Q(c+ h) = Q(c) + 2{c — blh) + ||h]|*. Comme |||*> = o(||h]|), on en
déduit que @ est différentiable en ¢ et dQ.(h) = 2(c — b|h).
b) On a [1F(2) ~ bl +lb — F(0)]| > | F(x) ~ F(O)] > klle|. Donc, si klle] > 2]~ F(O)], on a
|F (@) = bl| > Ellz| —[]b— F(O)] > [[b— F(0)]|, donc p(x) = [[F(x) = bl]* > »(0). 1I suffit de
2|1b — F(0)]|
poser R = ’ :
¢) Comme B est compacte, la fonction continue ¢ y atteint son minimum en un point a. Pour
z € R" on a alors
e si z € B alors ¢(z) > ¢(a) par définition de a
e siz ¢ B alors p(z) > ¢(0) > ¢(a) (puisque 0 € B).
d) La fonction ¢ = @ o F' atteint un minimum en a, donc (d(Q o F)), = 0; par 2.c), il vient
(dQ)ry = 0; en particulier 2||F(a) — b||* = (dQ)p@) (F(a) —b) = 0 (d’apres 4.a), donc
F(a) =0.
5. On a démontré que F' est bijective. Par ailleurs, pour tout a € R", F' induit un difféomorphisme

de classe C' d’un voisinage ouvert U de a sur un voisinage ouvert V de F(a), donc F~' est de
classe C! sur V. Cela étant vrai pour tout a, F est un diffeomorphisme de classe C*.
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6. a) Il résulte de 2.d), que pour tout a € R", F(R") est un voisinage de F(a), donc F(R") est
ouvert. De plus, comme en 5, F' est un difféomorphisme de classe C* de R™ sur F(R").

b) Puisque (F(z,)) est convergente, elle est de Cauchy; comme N(x,, — z,) < N(F(z,) —
F(z,)), on en déduit que (z,,) est aussi de Cauchy.

c) Soit y € F(R?). 1l existe une suite (y,) = (F(x,)) convergeant vers y. Par (a), la suite (x,)
est de Cauchy, donc converge vers un point z € F; on a alors F(z) = y puisque F' est
continue, donc F'(R") est fermé dans R".

d) On a vu que l'ensemble F(R") est ouvert et fermé dans I’espace connexe R"; il n’est pas
vide, donc F(R"™) = R". On en déduit que F est surjective (c’est donc un difféomorphisme
de classe C*).

[Exercicel 8.17.

1. Soit x € Q. D’apres le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U, de = dans
2 et un voisinage ouvert V,, de f(x) dans E tel que f induise un difféomorphisme de U, sur
V. En particulier, V,, C f(Q), donc f(£2) est un voisinage de f(z) : c’est donc un ouvert de E.
L’application réciproque f~1: f(Q) — Q est de classe C' puisque, pour tout x, sa restriction a
V, est de classe C*.

2. Munissons 'espace vectoriel M, (R) et son sous-espace S(n) de la norme d’opérateur sur I’espace
euclidien R" (donnée par |||Al|| = sup{||Az|; = € R", ||z|| = 1}). Soit A € S;(n) et posons
a = inf{(z|Ax); x € R", ||z|]| = 1}. Cet «inf» est atteint par compacité de la sphére unité et
a > 0 car A est définie positive. Si B € S, satisfait ||A — B||| < a, alors pour tout x € R" non
nul, on a (z|(A — B)z) < ||A — B||||z||* d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, donc (z|Bx) =
(x|Ax) — (z|(A — B)z) > (a — ||A — BJ|)||=||* > 0. Donc B est définie positive, ce qui prouve
que S;(n) est ouvert.

Notons ¢ : S;(n) — S; (n) I'application S + S2.

e Démontrons que ¢ est une bijection de S, (n) sur S;(n). Soient S, T € S, (n). Pour A € RY,
notons E,(S) et E\(T') les espaces propres de S et T' de valeur propre A. Notons Ay, ..., A,
les valeurs propres de T'. Supposons que S? = T. Remarquons que si A est une valeur propre
de S alors A > 0 et A\ est une valeur propre de T et E)(S) C E\:(T). Donc les valeurs

k
propres de S sont les y/A;. Comme S est diagonalisable, on a EB E \/A—(S) = R"™; puisque
j=1

la somme des espaces propres de T est directe, on en déduit que E \//\—(S) = E\.(T). En

j J

k k
d’autres termes S est I'unique opérateur tel que S(z) = Z \VAjz; sion écrit v = ij
j=1 j=1

k
dans la décomposition R" = EB E,,(T). L’application T + T? est donc bijective de S, (n)
j=1

dans S;(n).
e Démontrons que, pour tout 7' € S, (n), 'application dyr est bijective.

Pour T € S.(n) et H € S(n) «petit », ona (T + H) = (T + H)?> = o(T) + TH + HT +
o([[[H]||), donc dor(H) = TH + HT. Soit (uy,...,u,) une base orthonormée de R" formée
de vecteurs propres de T et écrivons T'(u;) = \ju; avec \; € R%. Si H € kerdyr, alors, pour
tout 4,7, on a 0 = (w;|(TH + HT)u;j) = (Tu;|Hu;) + (w;|HTu;) = (N + Aj){u;|Huj), donc
(ui|Huj) = 0 pour tout ,j, donc H = 0. Donc I'application linéaire dor : S(n) — S(n) est
injective, donc bijective.

Cela prouve que ¢ est un difféeomorphisme de S;(n) sur Si(n).

Soient A € GL(n;R), U € O(n) et T € Sy (n).
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x SionaUT = A, alors T?> ='AA, donec T = p ' (*AA) et U = AT .
* Si T = ¢ (*AA), alors (AT 1) (AT 1) = (T YMAYAT™Y) = T7'1°T~* = I,,, donc AT!
O(n); posant U = AT on a UT = A.
On en déduit que lapplication (U, T') — UT est bijective; sa bijection réciproque, 1'application
A~ (A(gp_l(tAA))fl,ga_l(tAA» est continue (cette réciproque est méme de classe C™ de
louvert GL,(R) de M,(R) dans I'espace vectoriel M, (R) x M,(R)).

8.18. L’application x ~ df, est de classe C'*, donc I'application z + df;, ' est de classe C.
Choisissons une norme || || sur E et soit ||| ||| la norme subordonnée sur L(E). Il existe un voisinage V;
de a, contenu dans V' tel que, pour € Vi, on ait :

o f(z) =dfy(x —a)+v(z) ou —||lvixc)L’|‘|2

est bornée sur V.

o df;' =df; '+ g, ot g, € L(E) et |||||q(x)||||’ est bornée sur V.
r—a
On a donc g(z) = v— (df;  +q.) (dfo(z—a) +v(z)) = 2—df, Lodf,(v—a)+w(z) = at+w(x) ou ”H wiz )||||2
—a
est bornée. Il existe donc r € R, tel que la boule 1}y de centre a et de rayon r soit contenue dans V;
et, pour = € Vp, on ait ’|" w(@ )’h < 1/2. Alors g(Vp) C Vj et, pour z € Vj, on a W < 27", donc
r—a r—a
(x,) est bien définie et tend vers a et, puisque HH ntl H 2” est bornée, la convergence est quadratique.
Tp — @

. . 0
Exercice| 8.19. Quitte a permuter les coordonnées, on peut supposées que 8—f(A) # 0. D’apres le
z

théoréme des fonctions implicites il existe un voisinage U de (a,b) dans R?, un voisinage .J de ¢ dans
R et une application h : U — J de classe C* tels que V = U x J C €, h(a,b) = ¢ et, que pour
((x,y),2) € U x Jon ait f(z,y,z) =0 <= z = h(z,y).

En calculant les dérivées partielles en (a,b) de l'application (nulle) (z,y) — f(z,y,h(z,y)) (ou en
appliquant le théoréme des fonction implicites) on trouve que l'on a

af oh  Of

8x(A)+%( b)g

of oh of
A)=0 et —(A)+ —(a,b 0.
(A)=0 et 2+ 50l (4) -
Comme la restriction & S de la fonction g présente un extrémum local en A, on en déduit que I'applica-
tion g1 : (x,y) — (x,y, h(x,y)) présente un extremum en (a,b) (si A est un minimum local alors, pour
(x,y) proche de (a,b), (x,y, h(x,y)) est un point de S proche de A, donc ¢;(z,y) = g(z,y, h(x,y)) >
g(A)). On en déduit que dgy(a,b) = 0. On a donc

dg oh 9, . _ dg oh 99\ _
8x<A)+%( b)@(A)—O et 8_y(A)+8_y( b)@(A)—O-
En d’autres termes, on a :
of oh 99 oh
2 o (a.b) ) o (ab)
of _ 9 | an 9 _ 99,4y on
8y( = 0z (4) a_(fh b) ot ay(A) B 82(A) a_(av b)
of _ dg _
5, A) 1 3, 1
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On peut généraliser en se donnant

e un ouvert Q C R"

e une sous-variété ¥V C R™ donnée par une équation f(x) =0 ou f: Q — R? est une fonction de classe
C! (donc f = (f1,...,f,) ot fi : R* > R).

e Un point A € V régulier (i.e. tel que df : R" — R? soit surjective ; cela signifie que les formes linéaires
(df;)a sont indépendantes).

e une application g : £ — R dont la restriction & V qui présente un extrémum en A. Alors la forme
linéaire dga est dans le sous-espace vectoriel engendré par les ¢ formes linéaires (df;) .

Pour établir cette généralisation...

dfi
1. L’hypothése sur la régularité en A signifie que la matrice jacobienne J;(A) = ( 8:1:f ) € M ,(R)
/i

est de rang ¢. Quitte a changer I'ordre des x;, on peut supposer que les g derniéres colonnes de
cette matrice forment une matrice inversible. On écrit n = p+ ¢, R" = R? x R? et on décompose
r€R"enx = (y,2) avec x € RP et y € RY. Enfin, on pose A = (B, C') dans cette décomposition.
2. D’apres le théoréeme des fonctions implicites il existe un voisinage U de B dans R”, un voisinage
V de C dans R? et une application b : U — V de classe C' tels que V=U xV C Q, h(B) = C
et, que pour (y,2z) € U x V on ait f(y,z) =0 < z = h(y).
La différentielle en B de la fonction (nulle) y — f(y, h(y)) est 0 = df + dfé o dhp ot on a noté
fY et f# les fonctions partielles ¥ : y+— f(y,C) et f*: 2~ f(B,z).
Les matrices jacobiennes s’écrivent par blocs Jy(A) = (Jgv(B) Jp=(C)). Notre hypothése est que
df¥(C) est bijective.
1l vient dhp = —(dfz)~" o dfp.
3. Comme la restriction & V de la fonction g présente un extrémum local en A, on en déduit que
l'application ¢; : y — (y, h(y)) présente un extremum en B, donc dg;(B) = dg% + dgé odhp =0
soit dg = dgg o (dfz) " o df}. On a donc

o ") G 7@ = G i 1)

(1 =T (C) g (C) Ju(B) J=(0)\
La matrice <O sz(C];’l J1(B) sz(C)) =q

donc sa premiére ligne est combinaison linéaire des ¢ derniéres.

> étant inversible, on en déduit que rg (

8.20. Comme le rang de la matrice jacobienne J;(A) est r, il existe des matrices inversibles
P € GL,(R) et Q € GL,(R) telles quel’on ait J;(A) = Q" (0 L OOT’”_T ) P.

p—r,T p—rn—r
On note P et @ les endomorphismes de R" et R” que ces matrices définissent.
Notons 7 : RP = R" x RP™" — R" la premiére projection et my : R” = R" x R"™" — R"™" la deuxiéme
projection.
Définissons 'application g : 2 — R" par g(X) = (7r1 oQo f(X),mo P(X)) eR" xR"™".
On a Jrogof(A) = (]r Om_r) P et, comme la matrice de ’application linéaire my0 P est (]T OW_T) P,
il vient Jy(A) = P.

D’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U’ de A dans € tel que la restriction
de g a U’ soit un difféomorphisme (de classe C') g : U’ — U ou U est un ouvert de R™. Posons
o=§':U—=U"Pour X €U, ona (7T1 OQOfOQD(X)ﬂTgOPOgD(X)) =gog '(X).

On en déduit que la matrice Jacobienne de f = Qo f o ¢ et de la forme J (X)) = ( B(IS() gf(”)}g) ol

B:U—-M,,,(R)et C:U— M,_,,—(R) sont des applications continues.
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Or, d’aprés hypothése de rang constant, le rang de J#(X) est r. Or rg (B‘(IS() 2’;(”)}3) =r+rg(C(X)).
of
Lj

On en déduit que C(X) = 0 pour tout X € U. Quitte a remplacer f. En d’autres termes, on a e 0

pour tout j > r.

Quitte a remplacer U’ et U par des ouverts plus petits, on peut supposer que U est de la forme Uy X Uy
ou U; est un ouvert de R" et U, est un ouvert connexe de R"™". Dans ce cas f(X;, X2) ne dépend pas
de X5. On a donc f(X;, Xs) = (X1, h(X;)) ot h: U; — R? est une application de classe C".
Définissons alors le difféomorphisme hdeV = U x R?7 dans lui méme en posant }Al(Xl,Xg) =
(X1, Xy — h(X1)) et posons V' = Q 'V et 1) : V' — V en posant ¢ = h o Q. On a bien 1) o f o
o(xy,...,xy) = (21,...,2,0,...,0).

Remarque. L’ensemble {M € M, ,(R); rg(M) > r} est un ouvert de M, ,(R). Donc au voisinage de

A, on a toujours rg(dfx) > rg(dfa). Cet énoncé s’applique donc lorsque rg(df) atteint un maximum
(local) en A.
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10.9 Equations différentielles

+00 +00
Exercice| 9.1. On cherche des solutions sous la forme y(x) = Zakxk . L’équation devient Z(/{: +
k=0 k=0
+oo
D)(k + 2)ag 92" — Z ap_12" = 0. Cela implique ay = 0 et pour k > 1, (k4 1)(k + 2)ar2 = az_;.
k=1
On en déduit que pour tout £ € N, on a
® az2 =0;
ag
® a3 =
T, 3i(3i — 1)
aq
® a3p+1 = :
L, 3i(3i 4+ 1)
On obtient donc une base de I'espace des solutions :
f 23t f 3+
yi(z) = 7 . ya(z) = 7 . )
=0 1Lz 3i(3i — 1) =0 1121 3i(3i+ 1)

Ce sont deux séries entiéres de rayon de convergence infini.

[Exercicel 9.2.

1. La somme de la partie réelles des valeurs propres de A est Tr(A) < 0. On a det(A) > 0, donc,
si les valeurs propres de A sont réelles, elles sont non nulles et ont le méme signe. Dans tous les
cas, la partie réelle des valeurs propres de A est < 0.

2. Comme det(A) n’est pas nul, il existe X, tel que AX,, = —B. Le systéme s’écrit Y’ = AY
ouY = X—X,.OnadoncY(t) =exp(tA)Y(0) Or, d’aprés 1, quand ¢t — +o0, onaexptA — 0,
doncY - 0et X — X.

Déterminons X, a l'aide équations économiques. Au point d’équilibre, toutes les fonctions sont
constantes, donc 7'(t) = 0 et U'(t) = 0, donc 7o = po = m; on trouve we, = m + T et
Uw=a+h—-1m-T.

3. Avec ces données, le point d’équilibre est donné par U, = 1 et 7, = 1 + a. Le polynome
caractéristique de A est y4 = X2 + aX + 1. Donc pour a < 2 on a deux valeurs propres
complexes conjuguées (de module 1), pour a = 2 on a la valeur propre double —1 et pour a > 2,
on a deux valeurs propres réelles (négatives de produit 1).

Remarquons au passage que, la deuxiéme équation devient U = —7’ + 1, donc on est amené a
résoudre ’équation différentielle du second ordre 7" + an’ +7 = a + 1.

e Poura=2,0na X, = <é) Comme (A + I5)*> =0, on a

exp(tA) = e texp(t(A+ L)) = e (I + t(A+ L)),

de sorte que les solutions sont données par

o= (51 )

ot Yo = X(0) — X, € R% L
Nous présentons ici des courbes parcourues en fonction de Y. Le 01 2 3 4
point limite de toutes les courbes, quand ¢t — 400 est X .
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e Pour a > 2, on écrit a = ¢ + ¢! avec ¢ > 1. La matrice A admet

les valeurs propres —q et —1/g avec comme vecteurs propres associés :

v () ar=()

Les solutions sont donc X (t) = ue U 4+ve 1V + X, ott u,v € R sont
des constantes.

Dans la figure ci-contre, nous avons pris a = 2,5 et donc ¢ = 2. Nous
avons présenté des courbes parcourues en fonction de u,v. Le point

3,5
e Pour 0 < a < 2, nous écrivons a = ¢ + ¢ oul ¢ est un nombre complexe de module 1.
La matrice A admet les valeurs propres complexes —¢ et —g avec comme vecteurs propres

oorr (4 7 _ (4
assoc1es.U—<1> etU—(l).

Les solutions (complexes) sont donc X (t) = ue U + ve U + X, ot u,v € C sont des
constantes. Les solutions réelles s’obtiennent avec v = . Ecrivons ¢ = € avec 0 €]0,7/2]
(puisque a = ¢+ > 0) et 2u = re¥ avec r € R, et ¢ € R. On a donc

X(t) _ XOO — §R (Teupe—tcosﬁ—ztsuﬂ (61 ))

cos( + ¢ — tsinf)

o —tcos O
e < cos(p — tsin ) ) '
V3

1
Dans la figure ci-contre, nous avons pris a = 1 et donc g = 3 + 27 =

™3 Le point limite de toutes les courbes représentées, quand t — +oc

. . 1
0 1 2 3 limite de toutes les courbes, quand t — +o00 est X = )

+ + + 1
2 3 4 =
est Xoo (2)

Pour aboutir au sytéme (.5), on introduit le taux de croissance des salaires w et le taux d’inflation effectif p;
on écrit les relations économiques
(1) w(t)=-pU({t)+a+hn(t). a>0,>0, 0<h<1
Cette équation est basée sur les principes suivants : quand le taux de chdomage s’éléve, les salariés
acceptent un salaire moindre; lorsque on anticipe une inflation, ils demandent des augmentations
salariales afin de conserver leur pouvoir d’achat.
(2) pt) =w()-T
La hausse des prix est la différence entre hausses de salaire et gain 7' de productivité du travail
supposé constant.
3) () =j(pt)—7(t)) 0<j<1
Correction des anticipations de prix par les agents économiques.
(4) U'(t)=k(pt) —m) k,meRL
Ici m représente la croissance de la masse monétaire supposée constante dans cet exercice; donc
m — p est la variation des « encaisses réelles », c’est a dire de la masse monétaire en valeur corrigée.
On suppose ici que la variation du chomage est proportionnelle aux encaisses réelles.
On obtient donc le systéme (S) avec a = kB, b = kh, c = jB,d = j(1 —h), u = k(m +T — «) et
v=jla—T).
[Exercicel 9.3.
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1. Les solutions de ’équation homogene associé sont y(t) = acost + bsint. Sur R, et sur R_, la
—ltl
fonction ¢t — —— est solution particuliére. Par contre, cette fonction n’est pas dérivable en 0.

Pour raccorder, on va chercher la solution f qui vérifie f'(0) = 0 (et f(0) = 1/2) : il suffit de
—t . + t ‘
prendre f(t) = % pour t > 0et f(t) = %
eI 4 sin [¢]
2

t
2. Sur les intervalles | — 0o, —1[ et | — 1, +-00], cette équation est 3y = t—f——ly’ dont une solution est

pour t < 0. Enfin, la solution générale

est donc t — + acost + bsint.

et

t+1

t
y = exp( / ——dt) ; on trouve y(t) = ¢ sur chacun de ces intervalles. La seule solution qui

t+1
se raccorde est la solution nulle.

3. Une telle fonction vérifie ¢’ —y = ¢ ol ¢ est indépendant de ¢ : elle est de la forme y(¢) = ae’ — ¢
1

ol a et ¢ sont des constantes. Enfin, on doit avoir a(e — 1) — ¢ = / y(t)dt = c. Les solutions
0

e—1
2 )

9.4. Voir |[Dem]|... Sommairement :
1 — o2
1. Le domaine (ouvert) de définition de (t,y) — \/1—‘;{2 est |—1,1[ x ]-1,1[ U (J—o0, =1[ U

1, +00[) x (]—o0, —1[U]1, +00[). On doit discuter selon les composantes connexes de cet ouvert.
y 1
Vi—yr /1

sin(arcsint+c) et enfin y(t) = tcosc+ V1 — tZsinc... Soit y(t) = at +bv'1 — t2 avec a® +b* = 1.
/

Y 1
Vyr—1 Vit —1
y(t) = ta + bvV12 — 1 avec a* — b* = 1.

On peut remarquer que les trajectoires sont contenues dans les courbes d’équation (y — at)? =
V[t — 1| = (a® — 1)(#* — 1) soit t* + y* — 2tay = 1 — a®. Ce sont des coniques (ellipses pour
la| < 1, hyperboles pour |a| > 1) centrées en 0 dont les axes sont les bissectrices et tangentes
aux droites d’équation y = +1 et t = +1.

Dans chacune de ces courbes, on ne garde que les parties ot la pente de la tangente est positive

(puisque y' > 0).

sont donc de la forme a(e’ —

Pour [t| < 1 et |y| < 1 on écrit , puis arcsiny = arcsint + ¢, puis y =

Pour [t| > 1 et |y| > 1 on écrit , puis argch|y| = |argchlt| + ¢|, puis

1
2. Il y a ici une solution particuliére « évidente » y = T On cherche alors la solution sous la forme
1 2
y=z+ On trouve une équation de Bernoulli 2'(1 — %) + (£* + ;)z + 2% = 0; posant donc

2
z = — on trouve une équation linéaire (> — 1)u’ + (£* + ;)u + 1 =0 que l'on peut résoudre...
u

3. Par dérivation de I’équation nous obtenons : y' = a(y’) + ta’(y')y" + b'(y')y" qui est I'équation :
a(x)—x+2' (ta' (x)+b'(z)) = 0 (avec z = y'). Notons alors z la fonction réciproque de z (supposée
bijective...), et sachant que 2’'(x) = 1/2/, on obtient I'équation (a(x) — )2’ + d'(x)z + V' (z) =0
qui est une équation différentielle linéaire.

4. Notons f : R* — R? I'application linéaire f : V i(17 A E) Résolvons ’équation différentielle
m

linéaire V' = f(V) + 9 F. Choisissons une base orthonormée directe (7,7, k) dans laquelle on
m

0 ¢c O
1B = ok (avec ¢ = £||B||, la matrice de f est | —c 0 0 |. Les solutions de I’équation
" " 000

a
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homogene associée V' = f(V) sont V(t) = e/ (V(0)) = a( cos(tc + )i — sin(te + oz)j) + bk (o
a, b, sont des constantes - on a écrit Vj = a(cos oz);— sin ozj) + blg)

Pour trouver une solution particuliére pour 'équation V' = f(V) + ¢E, on écrit E = Ey + Mk
avec Ej orthogonal & B et A € R; une solution particuliére est E; + tAk, ou E; est tel que
E1 N B = Ej. La solution générale de ’équation avec second membre est donc

—

V(t) = e (V(0)) = a( cos(te + a)i — sin(te + a)j) + Ey + (b + Ab)k.

On trouve donc

A #0

[Exercicel 9.5.

1. Onaw'(t) = uf(t)ua(t) —uy (t)us(t) = (q2(t) — qu(t))us (t)ua(t) = 0. Comme u;(t) > 0 pour t > a
proche de a, il vient u}(a) = 0; donc w(a) = 0. De méme ] (b) < 0, donc w(b) < 0.
Remarquons que la fonction u; n’étant pas identiquement nulle et est solution de 1’équation

différentielle linéaire u” + ¢ (t)u = 0, u; et u} ne peuvent pas s’annuler simultanément. Il vient
uy(a) > 0 et uy(b) < 0.

/
2. On en déduit que w(t) = 0 pour ¢ € [a, b]. Il vient <ﬂ> = 0 sur |a, b].
Ug

9.6. Pour t € I, notons R(t) € M,(K) la matrice dont les vecteurs colonnes sont les X;(t).
On a donc R'(t) = A(t)R(t) pour tout ¢ € I et w(t) = det R(t).

On va donner deux solutions :

Premiére solution. On utilise I'exercice[8.2] On peut écrire w = det oR, donc w'(t) = d(det) g (R'(1)).
D’aprés 'exercice , on obtient w'(t) = Tr ((R'(¢) ‘R(t)) ou R(t) est la comatrice de R(t). Il

vient w'(t) = Tr (A(¢) R(t) ‘R(t)) = w(t) Tr (A(t)) puisque R(t)‘R(t) = det R(t) I,.

Deuxiéme solution. Notons ((a;;(t)) les coefficients de la matrice A(t). Notons aussi L;(t) la

i-ieme ligne de la matrice R(t). L’égalité R'(t) = A(t)R(t) s’écrit Li(t) = Z a; ;(t)L;(1).

i=1
Pour une matrice ligne L € M, ,,(K), notons M;(L) la matrice dont la i-éme ligne est L et dont
toutes les autres lignes sont celles de R(t).
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On aw'(t) = Z det M;(Lj(t)). En effet, si on écrit r; ;(t) les coefficients de la matrice R(t), on
i=1
a

W = Z Eo Z T10(1) - - .7“2’0(7;) e Tno(n)

ceS, i=1
n

= Z Z €oT1,0(1) - - - 71270(1-) - Tno(n)-

i=1 c€6,

On a det M;(Lj(t)) = Z a; ;(t) det M;(L;(t)) par linéarité du déterminant par rapport a la i-
j=1

ieme ligne. Or, pour i # j, lai-iéme et j-iéme ligne de M;(L;(t)) coincident, donc det M; (Lj(t)) =
[Exercicel 9.7.

1. a) On démontre par récurrence sur n que 6 est de classe C". Par hypothése 6 est deux fois

dérivable et, puisque sinof est continue, la fonction 6" = —% sinof est continue. Donc 6

est de classe C2. Si on sait que la fonction 6 est de classe C", alors 8" = —% sin of) est de

classe C™, donc @ est de classe C™ 2.

b) L’application ¢ : ¢t +— 6(t + T) est aussi une solution de l'équation différentielle (E).
Comme ¢(tg) = 0(tg) et ¢'(ty) = 0'(ty), d’aprés I'unicité dans le théoréme de Cauchy Lip-
schitz, on a ¢ = 6.

c) L’application ¢ : ¢t — —0(t + T) est aussi une solution de (E). Comme ¢(ty) = 0(to)
et ¢'(tg) = 0'(ty), on a p = 6 d’apres unicité dans le théoreme de Cauchy Lipschitz.

d) L’application ¢ : t +— 6(2ty — t) est aussi une solution de (F) et vérifie p(ty) = 0(ty) et
@' (to) = 0'(to).

o' (t
2. La dérivée en t de cette expression est ) (9”(15) + % sin 9) = 0.
g

2
3. On adonc #'(t) = :i:\/ 79(0 + cosf(t)). C’est une équation différentielle & variables séparées que

I'on peut (en principe) résoudre sur chaque intervalle de temps o 6" garde un signe constant.

Dans un tel intervalle I, ’'application 6 est strictement monotone et réalise un difféomorphisme

entre [ et un intervalle J. Notons 7 : J — I Dapplication réciproque de 6. On a 7'(z) =
¢

29
+——=——— donc

vC + cosx
T2 du
=34/ -4 )
7(z) 29 /xo VvC + cosu (o)

Inversement, si C'+cosz > 0 pour x dans un intervalle J et une application 7 : J — R de classe

.

) 29

C! vérifie 7' (z) = +———
() VO +coszx

29

1
réciproque ¢ vérifie ¢'(t) = @) = :I:\/ 7 (C 4 cosp(t)). On en déduit 'égalité %gp’(iﬁ)2 =
o
; (so (

, alors 7 est un difféomorphisme de J sur intervalle I. La bijection

(C' + cosp(t)). En dérivant cette expression, on obtient 1’égalité t) + 9 sin <p> = 0.

l
Comme ¢’ # 0, on en déduit que ¢ est solution de (E).
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a)

2
D’aprés la question , on a #'(t)> = TQ(C + cosf(t)) > 0, donc @ ne s’annule pas et, par

continuité, garde signe constant.

C [ d
On pose 7(z) = 1/%/0 \/ﬁ. On définit ainsi une fonction 7 : R — R impaire de

classe C'°° strictement croissante.

:E+27r
Posons T'=7(27). On a 7(x +27) =T + =T + 7(2).0n en déduit
(2m). ( \/ 29 \/C—l—COSU (z)

que lim 7(x) = 400, donc 7 est bijective.
T—00

Notons ¢ sa bijection réciproque. L’application ¢ est solution de (E). On en déduit immé-
diatement que —¢ est solution ainsi que, pour tout u € R, les applications ¢t — ¢(t + u) et
t— p(u—t).

06'(0)?
Comme ¢ est bijective, il existe ty € R tel que 6(0) = ¢(tp). On a 2( ©_ cos6(0) =
g
_ g(p,@o)? / 2 _ pf 2 ) So 191 it A PPN
C = —g o8 ©(ty), donc ¢'(t)* = 0'(0). Alors, d’aprés 'unicité dans le théoréme de
g

Cauchy Lipschitz,

e sif(0) >0, o0na ¢ (th) =0(0), donc 8(t) = p(t + to) pour tout t € R;

e si0'(0) <0, ona¢(tg) =—0(0), donc 0(t) = p(ty — t) pour tout ¢ € ]R
Dans le premier cas, on a 0(t + 1) = 0(t) + 27 ; dans le deuxiéme on a 0(t —T') = 0(t) + 27
(pour tout ¢t € R).

On remarque que 0(t) = (2k + 1)7 est solution de (F) avec C' = 1.
Remarquons que, pour z € | — 7, 7| on a

6/9” du B 6/“ du
29 Jo V1-+cosu B 2g9 Jo \/26082%
B E/m du
B cosu/2
/2 du
- / cos U
x4+ 7
= \/;ln(tan 1 )

On en déduit que ¢ : t +— 4Arctan<exp \/% t) — 7 est une solution de (F). Les applications

t— @t +u) + 2km et t — @(u —t) + 2km pour u € R et k € Z sont, bien sir aussi des
solutions.

On vérifié qu’on obtient ainsi toutes les solutions maximales de (E) avec C' = 1.

Dans ce cas, cos#(t) > cosa et on en déduit qu’il existe k € Z tel que, pour tout ¢t € R, on
ait 2km — a < 0(t) < 2km + . Remarquons que si 6 est solution de (E), alors 6 + 2km aussi.
On peut donc supposer que —a < 6(0) < a.

" d
Pour z € | — a,af, on pose 7(x) = [ — - . L’application 7 est un difféo-
29 Jo \/cosu — cosa

morphisme de | — «, of sur |—4, 8], de classe C*°, ou § = “ﬁ/ du . Notons
29 Jo +/cosu — cosa
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1 1
~Nu—sa_ - .
Veosu — cosa (v —u)sina

On note ¢ : | — 3, B[ = ] — «, o[ la bijection réciproque. On prolonge ¢ sur tout R en posant
©o(B) = a, p(—f) = —a, puis pour tout k € Z et tout ¢t € R, p(t + 2k3) = (—1)"¢(t).

Comme lim () = (—1)*a on obtient ainsi une fonction continue.
t—(2k+1)8

que cette intégrale converge puisque

14
Si ¢ est un nombre réel qui n’est pas de la forme (2k + 1)5 (avec k € Z), alors 2—<p’(t)2 =
g

(cos p(t) — cos ). Par le théoréme du prolongement de la dérivée, on en déduit que ¢ est
dérivable sur R et ¢'((2k + 1)8) = 0.

Si ¢ est un nombre réel qui n'est pas de la forme (2k + 1)3 (avec k € Z), alors ¢"(t) =
—% sin (t). Par le théoréme du prolongement de la dérivée, on en déduit que ¢ est dérivable

sur R et que ¢ est solution de (E).

Comme on a supposé que #(0) € [—a,q, il existe t5 € R tel que ¢(ty) = 6(0); quitte
a remplacer ty par 25 — tp, on peut supposer que ¢'(to) et 6'(0) ont méme signe. D’apreés
I'unicité dans le théoréme de Cauchy Lipschitz, 6(t) = ¢(t + ) pour tout ¢ € R.

[Exercicel 9.8.

1. Notons s + u(s) une courbe tracée dans C identifié avec R?. On suppose que s est une abscisse
Z(s)
iz(s)

quons que, puisque |z(s)| = 1, il vient z(s)z(s) = 1, donc, en dérivant 2'(s)z(s) + 2/(s)z(s) = 0;

s
2(s)

de ; on pose z(s) = €’ ; enfin, on prend pour v une primitive de z (dans ¢). Notons que 6
est unique a une constante additive prés, et donc v’ est unique & un multiple par un scalaire de
module 1 prés; une fois ' choisi, u est unique & une constante additive complexe prés; on passe
donc d’une telle courbe a une autre par une isométrie directe.

curviligne de sorte que |u'(s)| = 1. Posons z(s) = u/(s). La courbure x(s) est alors

(remar-

donc = 2'(s)z(s) est imaginaire pur et x(s) est réel). On note donc 6 une primitive (réelle)

2. La premiére question résulte du théoréme de Cauchy-Lipschitz. On a by = tytA = —'Y' A, donc
YY) = W'Y + VY’ = 0. Cela prouve que 'YY est constante ¢gale & I'identité, donc Y est
orthogonale.

3. Soit s — X (s) dans R?  de classe C?, tel que || X'(s)|| = 1 (s est une abscisse curviligne) de
courbure k et de torsion 7. D’aprés la définition de courbure et torsion rappelée ci-dessus, il
suffit de construire un repére orthonormé direct (u,v,w) (dépendant de s) tel que

u'(s) = k(s)v(s), v'(s) = —k(s)u(s) + 7(s)w(s) et w'(s) = —7(s)v(s).

Notons Y'(s) la matrice (orthogonale directe, i.e. Y(s) € SO(3)) dont les vecteurs-ligne sont u, v, w.
On doit donc avoir Y'(s) = A(s)Y (s), ou

0 k(s) 0
A(s) = | —k(s) 0 7(s)
0 —7(s) 0

La question précédente nous donne l'existence d’'un tel Y. Une primitive de u, nous donne une
solution X.

4. Ici Y(s) = e*1Y;. Pour calculer cette exponentielle, réduisons la matrice A.
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=

1
Posons p = Vkr?2+712et P=—- | 0

P\—7

-
1
0 |, desorte que P € SO(3) et P'AP = —
p
K

o o
o O O

0
—p
0

o O

cosps sinps 0
et e =P 1| —sinps cosps 0| P.

0 0 1
1 1
Les vecteurs-lignes de PY (s) sont U(s) = = (—ru(s)—Tw(s)), V(s) = v(s) et W(s) = = (Tu(s)+
p p
kw(s)). On a
cosps sinps 0
PY(s)= [ —sinps cosps 0| PY(0),
0 0 1

et U(s) = cos(ps) U—sin(ps)V, V(s) = sin(ps) U cos(ps)V, W(s) = W, ou'on a posé¢ U = U(0),
V =V(0) et W =W(0). 1l vient

u(s) = %(/{U(s) +TW(s)) = %(/{( — cos(ps) U + sin(ps)V) + 7'W>.

Finalement
K

X(s) = F( —sin(ps) U — cos(ps)V) + ng + X,

ou (Xo, U, V, W) est un repére orthonormé direct. La trajectoire décrite est une hélice circulaire.

[Exercice] 9.9.
1. On a

Il s’agit, pour x fixé, d’intervertir / et Z On peut pour cela, invoquer la convergence normale

(—a?sin® )"

de la série de fonctions ¢t — , la convergence dominée... Tout marche. On a donc

@)

400 9 (_1>n /2
J(z) = ZGMEQ”, ou a, = — / sin“" t dt. Si on veut pousser plus loin ce calcul, on

— T (2n)! J,

) /2 . .2n T (271)' : . :
peut remarquer que 'on a : sin“" tdt = 57 (n)? (intégrale de Wallis, cf. exerc. [1.13). On
0 *(n!
obtient
S 1y
@) =2 (p!)2 <§>

2. On peut dériver sous le signe / : pour cela, il suffit de remarquer que l'application f : (z,t) —

cos(x sint) est de classe C* et de majorer la valeur absolue de 0f/0z(x,t) = —(sint) sin(z sint)
puis celle de 9*f/(0z)?(x,t) = —(sint) cos(zsint) par 1!
) w/2 92 w/2
On a donc J'(z) = —/ —(sint) sin(xsint) dt et J"(x) = —/ —(sin®t) cos(zsint) dt. Po-
T Jo T Jo

sons ¢(t) = (cost)sin(xsint). On a

¢'(t) = x(cos® t) cos(z sint) — (sint) sin(x sint).
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Il vient
/2
2(J(2) + J(2) + T (x) = 2 /O St dt =0

7T
puisque ¢(0) = ¢(7/2) = 0.

. On sait que cette équation admet sur R} une base de solutions J,y. Il s’agit de démontrer
que y ne se prolonge pas en 0. Cherchons y, au voisinage de 0, sous la forme zJ (méthode
de variation de la constante). On a y' = 2J + 2'J et y” = 2J" +22'J + 2"J de sorte que

xJ2" + 222 + 2 J =0 soit (xJ?2') = 0. Enfin 2/ = ?, ol ¢ est une constante. Si ¢ # 0, on
en déduit que lin% |2/ (z)] = 4o0.

Tr—r
. Remarquons que J et J' ne s’annulent pas simultanément : J(0) = 1 # 0 et, dans chacun des
intervalles R” et R’ la fonction J est solution d'une équation différentielle linéaire homogéne
du second ordre : la seule solution de cette équation qui vérifie y(tg) = y'(to) = 0 est la solution
nulle. On applique alors le théoréme (ou lemme) du relévement (exerc. [7.15)).

. Onar?=J4J?%; sadérivée en > 0 est
J/(:L‘)Z

T

2J(x)(J(x) + J"(x)) = =2 <0;

la dérivée en = de x + xr(x)? est
22(J(2)2 + J'(2)2) — 22 (2)?) = 22 (z)? > 0.
. Dérivant J(z) = r(z) cos0(z) et J'(z) = —r(z) sin 0(z), il vient
J'(z) =1 (z) cosO(z) — r(x)0 () sinO(z) et J'(z) = —r'(z)sinb(z) — r(z)0 () cos O(z).

Or J' = —rsinf et J = rcosd, donc J'(z)* — J(z)J"(x) = & (z)r(x)>. Comme —J"(x) =
J'(x)
J(x) +
T

, on trouve

QI(QT)’I"(JT)Q — J/(x)Q _ J(QT)J”(CE) — J/(J/’)Q + J(J,’)Q + J(m)J/(l‘) _ T(:L‘)2<1 _ COS@(Z’) Slne(l'))

T i

On en déduit que 0'(x) > 1/2 pour x > 1, donc lim #(x) = +oo. Donc 6([1,+o00[) est un

T—00
intervalle de la forme [a, 00| et contient donc une infinité de valeurs kw + 7/2 avec k € Z.

%m) + J(x) =0, on trouve J" (z) + ——= Sa) _ J) +J'(x) =0;

. Dérivant V'expression J"(z) +
x x?
multipliant par 2%, on trouve l'expression voulue.

. On utilise une récurrence en démontrant de plus que J,, admet un développement en série entiére
+oo

Jn(x) = E apnx™ % de rayon de convergence infini.
p=0

Le résultat est vrai pour n =0 et n = 1.

Pour passer de n a n + 1, on écrit

D) =" ) = 30— (0 2y Za,,n

€T
p=0

avec apni1 = —2(p + 1)api1,. Pour établir 'équation différentielle, il faut prendre le calcul par
le bon bout, mais on y arrive... Par exemple :

217



Jo(x) ()

!
a) On a J, () = —J)(z) +n ”:E - Ecrivant —J"(z) = (@) + (1 — —)Jn(x)

(hypotheése de récurrence), il vient

Toal@) = 07 + (1= MDY g o) = @) - (g 12
On a donc J,(z) = J,,,(z) + (n+ 1) Jn+;($).

b) Dérivant 'expression obtenue en (a), on trouve :

Jnia1(2) —(n Jn+1($)'

Jn(x) =)+ (n+1)
Or, par définition de J,,1, on a

In(z)

T

I (x) = —Jppa(z)+n
= )+ " (Tl + )2

En écrivant 1’égalité des membres de droite des équations (1) et (3), on trouve

() + 2@ (1- (n+ 1)2)Jn+1(:c) —0.

T 2

Remarquons aussi que l'on peut démontrer par récurrence que, pour tout n on a

!
— pl(n

puis vérifier I’équation différentielle sur cette expression de J,,.
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