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< Mais je n’ai nulle envie d’aller chez les fous =, fit remarquer Alice.

< Oh'! vous ne sauriez faire autrement », dit le Chat. < Ici, tout le monde est fou. Je
suis fou. Vous étes folle. »

« Comment savez-vous que je suis folle 7> demanda Alice.

< Il faut croire que vous l’étes », répondit le Chat; < sinon, vous ne seriez pas venue
1cl. >
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Avant-propos

Cheval : Elle est merveilleuse ton omelette, Frangois.
Pignon : Moi, mon truc, c’est de rajouter une petite goutte de biere.
Brochant : L’adresse, bordel!

Le diner de cons, Francis Veber, 1998.

Il arrive un moment ou la vérité s’impose, brutale : « ta deuxieéme vie commence quand tu as
compris qu’il n’y en avait qu’une ». Il en va de méme de 'année de congé délivrée par le rectorat
pour 'agrégation interne. Une année-sandwich qui, comme disait Serge Lentz, vient s’intercaler
dans la vie comme une tranche de paté entre deux morceaur de pain. On vous a donc préparé
de quoi casser la crotute : le couteau, la baguette, la mie fraiche (mais pas trop), les tomates, la
salade, le poulet froid, la mayonnaise... et les cornichons! Autant d’ingrédients parmi lesquels il
conviendra de puiser, selon 'appétence, pour composer le sandwich qu’il faudra, au final, croquer
a pleines dents.

On ne change pas une recette qui marche : suivant celle du fascicule du carnet de voyage en
Algébrie, nous sommes partis de fiches d’exercices éprouvées par les longues années d’expérience
de la préparation a ’agrégation interne de Lyon. Les exercices ont été ensuite sélectionnés, relus,
affinés par des volontaires fralchement agrégés, qui venaient de vivre les réalités de la préparation
et étaient préts a venir partager leur connaissance du terrain.

Ces exercices proviennent pour la plupart, de la réserve non dénombrable des formateurs
Tewfik Lahcene et Jérome Germoni, et avec 'aide des ex—préparationnairesE] Kathie Tagliaro,
Linda Decourt, Denis Roussillat avec une mention spéciale pour Marie Peronnier pour son in-
vestissement et sa relecture.

1. quel mot affreux pour des gens si gracieux!
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Chapitre 1

Intégrales sur un segment

Exercice 1 (Lemme de Riemann-Lebesgue)
Soit f: 1 — C, une fonction continue par morceaux, et intégrable sur un segment I = [a, b].
Le but de cet exercice est de démontrer le lemme de Riemann-Lebesgue :

n—>+00

b .
lim f(t)e™dt = 0.

Pour plus de commodité, posons dans la suite

L= f " (e,

1. Montrer le lemme de Riemann-Lebesgue dans le cas ou f est une fonction constante sur

I.
2. De méme, montrer le résultat pour f une fonction en escaliers sur I.

3. En déduire le résultat si f est une fonction continue par morceaux sur I, comme supposé
dans 1’énoncé.

4. Variante : montrer le lemme de Riemann-Lebesgue a I'aide d’une intégration par parties
lorsque la fonction f est de classe €.

Soluce
1. Si la fonction f est constante égale a k € C, on a, pour n # 0,

b )
L,=k f emdt = ﬁ [emt]z = k
a m

: (eznb _ ezna) )
m

Par conséquent, on a

Le résultat en découle.

2. Si f est une fonction en escaliers, il existe une subdivision a = ag < a1 < -+ < a, = b de
lintervalle [a,b] telle que, pour tout i € {0,n -1} :

f|[a¢,ai+1] =: ky,
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avec k; € C, pour tout 7.
Par linéarité de I'intégrale, on obtient alors

n-1 Qi )
L=Y f " F(t)emdt.
i=0 Y&

Chacune des intégrales [ a(z”l f(t)e™tdt tendant vers 0, d’apres la question 1, et comme la
somme est finie, on en déduit le résultat désiré :

I, — 0.

n—>+00

. On sait que toute fonction continue par morceaux sur un segment est limite uniforme d’une

suite de fonctions en escaliers. Notons (f,,), une suite de fonctions en escaliers qui tend
. . b ;

uniformément vers f. En notant I, ; := [, fr(t)e™dt, on a

|In| = |In - Ian + In,k’l < |In - In7k| + |In,k:|-

Or, par inégalité triangulaire,

LTl =| [ G0 - fueemad < [715) - Aot

Soit € > 0. Par convergence uniforme de ( fy )i vers f, on peut choisir k suffisamment grand
pour rendre la quantité |I,, - I,, x| plus petite que 5- En effet, soit K € N tel que, pour tout

k>K,
9

|f(t) = fu(t)] < 20b-a)
On a bien

€ b €
-1, s—f dt==.
| H 2(b-a) Ja 2

On fixe k > K. En utilisant le résultat de la question 2, soit N € N tel que, pour tout n > N,
€

Ainsi, pour tout n supérieur a N, on obtient :
€ €
L|<-+=-=¢,
< 5+
ce qui est le résultat voulu.
. Si f est de classe €', par intégration par parties, on trouve
b . 1 . b 1 b .
I, = f F(tyemtdt = —[f(1)em]’ - = f F(t)emdt
a mn @ n Ja
1 4 . b .
L ( F(B)E™ — f(a)eim - f f’(t)emtdt) .
m a
Ainsi,

i< 2 (O @]+ [17@le) < ()] + @]+ -a)),

ou M est le maximum de f’ (qui est continue), atteint sur le compact [a, b].
On a ainsi prouvé que I, tend vers 0, lorsque n tend vers I'infini, dans le cas ou f est de
classe €.



Exercice 2 (Inégalités : Wirtinger & isopérimétrique)
1. (Inégalité de Wirtinger) Soit f : R - C une fonction T-périodique, de classe €,
vérifiant fOT f(t)dt =0.

(i) Montrer I'inégalité de Wirtinger :

T 2 T2 T ., 2
A|ﬂﬂhﬂ<zﬁﬂﬂf@ﬂm.

(ii) Montrer qu’on a égalité si et seulement s’il existe des nombres complexes a et b tels
que :

2T 27
t) = —t+b sin —t.
f(t)=a cos = sin —

2. (Inégalité isopérimétrique) Soit I' une courbe du plan réel, fermée, de classe %,
réguliere et simple (c’est-a-dire sans point multiple). On désigne par L sa longueur, et
par A l’aire du domaine qu’elle délimite.

Le but de cet exercice est d’établir 1’inégalité isopérimétrique :

AmA < L2,

avec égalité si et seulement si I' est un cercle.

Pour ce faire, on introduit un paramétrage de la courbe I": t — (2(t),y(t)), tel que, pour
tout ¢ € [0,L],2'(t)? +4'(t)? = 1 (on parle alors de paramétrage normal). Comme I" est
fermée, on peut supposer ce paramétrage périodique, de période L, la longueur de I'. On
rappelle la formule de Green-Riemann, donnant I'aire A :

A- [0 C o)y ()t

(i) En écrivant = fOL (2'(t)* +y'(t)?) dt, montrer que :

2 2
L2—47rA=L(fOL(x'2(t)—%ﬁ(t))dmfoL(y’(t)-Q%x(t)) dt).

(ii) En utilisant I'inégalité de Wirtinger, démontrer alors I'inégalité isopérimétrique, en
supposant dans un premier temps que fOL x(t)dt = 0.
(iii) Etablir I'inégalité dans le cas général.

(iv) Etudier le cas d’égalité.

Soluce
1. (i) Par hypothese, fOTf(t)dt = 0, donc le coefficient de Fourier de f, co(f), est nul.
Comme de plus, la fonction f est de classe €, par le théoreme de Dirichlet, elle est

1. Avec un paramétrage normal, quoi de plus simple que cette formule 7 Cette petite siouxerie sera la clef pour
résoudre le probléeme.
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la somme de sa série de Fourier. On peut alors écrire :

VieR, f(1)= Y calf)e™,

nez*

S 2m
ou w = T -

On utilise alors la formule

en(f") = inwen(f),

valable car f est de classe €.

Enfin, comme la fonction f et sa dérivée f’ sont continues par morceaux, le théoréme
de Parseval s’applique a ces deux fonctions, et ’on obtient :

= [Pt S P et o [0 = 3 el

nez* nez*

En utilisant la relation reliant ¢, (f) et ¢,(f’), on obtient

c 1\|2
S len(HP <Y nPlea(HF =Y ME%)I

nez* nez* nez

Finalement, on a bien
1 T ) 11 7T
— t dt<——f "(t)[dt.
T [ roras S [T

On a ainsi établi I'inégalité de Wirtinger :

2

T T
fo PP < /0 £ (t)Pdt.

472

Supposons d’abord I’égalité. On a alors

Y len(HPF =X nPlen (P

nez nez

Cela implique que
>, (1=n?)len (S = 0.

[n|>2

Si la somme d’une série a termes positifs est nulle, alors, tous ses termes sont nuls;
autrement dit, pour tout |n| > 2, ¢,(f) =0.

On obtient alors, pour tout ¢ € R :

HOED) en(£)e™ = e (f)et + c_1(f)e™ =t a cos 2%75 +b sin 2%75,

nez

ou a et b e C sont des combinaisons linéaires en c¢;(f) et c_1(f). La formule est
démontrée.

Réciproquement, on vérifie qu'une fonction de cette forme respecte I’égalité de Wir-
tinger, ce qui ne pose aucun probléeme.



2.

(i)

(iif)

Notons tout d’abord que ’on peut toujours se ramener a un paramétrage normal ; il
suffit en effet pour cela de poser g := fos™!, oll s est une abscisse curviligne (pour
plus de détails, ¢f. remarques).

Prenons le calcul a l'envers; le résultat en résulte, en utilisant la formule pour L
et A :

L([ ( 2(4) - ixz(t))dufoL (y'(t)—%raz(t))zdt)
:L(/(;L(a,ﬂ(t)—ii;x2(t))dt+/(;L( '2(t)——x(t)y (t)+ dn” 2(t))dt)

L fo L(m'(t)2+y'(t)2)dt—47r fo Yoy (bt
= L2 - 4rA.

Supposons ici que [OL x(t)dt = 0.

Dans ce qui précede, montrer l'inégalité isopérimétrique revient a démontrer que

l'on a
[OL(x'Q(t) T (t))dt+ fOL(y'(t)—%”x(t))zdwo

Le second élément de la somme est évidemment positif, puisqu’il s’agit de I'intégrale
d’une fonction positive. Intéressons- nous au premier élément. Comme par hypothese,
fOL x(t)dt = 0, par l'inégalité de Wirtinger, on a

L (o= Tt o)aso

-47A >0

On obtient donc

Pour se ramener du cas général au cas précédent, il suffit d’effectuer une translation
) . rL Sy .

selon 'axe des x, pour se ramener & [,” 2(¢)dt = 0, sans changer ni 'aire, ni la longueur

de la courbe I : il suffit pour cela de changer ’abscisse du paramétrage de I', x, en

x— % fOL x(t)dt, on a bien effectué une translation, et 'intégrale entre 0 et L s’annule;;

le cas précédent s’applique alors.

Dans tous les cas, on obtient 1’inégalité isopérimétrique :

4 A <12

Supposons que 47A = L2. Cela revient & écrire :

(- o) [0~ e

On l’'a vu précédemment, il s’agit de deux intégrales de fonctions positives; 1’égalité
précédente implique donc, d’une part, que pour tout ¢t € [0,L] :

(1) = (o)
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et, d’autre part, qu’il existe a,b réels (puisque la fonction z est réelle) tels que

2 2
x(t) = a cos T4 4b sin —Wt,
L L

d’apres le cas d’égalité précédent. En regroupant les deux égalités, et en intégrant,
on trouve :

(t) i 2" b cos s
=a sin—t-b cos —t +c,
Y L L

ou ¢ est une constante réelle.
Il existe donc (a,b,c) € R? tels que :

22(t) + (y(t) — ¢)* = a® + b°.

On en déduit que la courbe I' est incluse dans le cercle de centre (0,c) et de rayon
Va? +b%. Comme de plus I' est fermée, on a Pégalité I' = (0, ¢).

On peut méme étre plus précis, en exprimant le rayon de ce cercle en fonction de L :
en utilisant la formule 2/(¢)? +y'(t)? = 1, on obtient

2 2 2 2
— | (a®+0b%)=1.
(T) @
Ainsi,
L
T= %(0, —).
27
Réciproquement, tout cercle satisfait a I’égalité isopérimétriqueﬂ
Remarques 1. On a, dans cet exercice, utilisé la formule de Green-Riemann donnant [’aire

délimitée par une courbe fermée, réguliére, simple, paramétrée par t — (x(t),y(t)), et de
longueur L :

L
A= f 2(1)y ()dt.
0
Cette formule ne correspond pas tout a fait au théoréme de Green-Riemann tel qu’on le

connait ; I’énoncé général affirme que, si I' est une courbe plane simple, réguliére, fermée,
paramétrée par t v (x(t),y(t)) de classe €, alors Uaire délimitée par la courbe vaut

A= [Ty @) -2 @u)ar

Ici, la L-périodicité de x et de y et une intégration par parties permettent d’écrire :

[0 Yty (1)dt = [y]h - [0 ()t = - [0 "y (bt

D’ot la formule de Green-Riemann dans le cas d’un paramétrage périodique.

2. Nous avons également évoqué le fait que composer le paramétrage de I' par une abscisse
curviligne permet de toujours nous ramener au cas d’un paramétrage normalﬂ Précisons.

2. Ah bon?
3. On dit aussi que la courbe I' est paramétrée par longueur d’arc.



Posons f : [c,d] » R?, t v (x(t),y(t)) un paramétrage (L-périodique, donc) de notre
courbe T', avec f(c) = f(d) (on rappelle que T' est supposée fermée). Montrons d’abord que
Uapplication

s:ite /t '(u)? +y'(u)?du
C

est un € -difféomorphisme de [c,d] dans [0,L].
Par régularité, la dérivée de s est s':t > \/2/(t)2+y'(t)2 = || f'(¢)] > 0; de plus, s(c) =0,
et s(d) = L, puisque l’on considére alors la longueur de toute la courbe. Finalement s est
une application strictement croissante de [c,d] dans [0,L], dérivable et de dérivée partout
non nulle : c’est bien un €' -difféomorphisme de [c,d] dans [0,L].
Posons g = fos 1 :[0,L] = R?; on a tout d’abord g(0) = f(c) = f(d) = g(L), par définition
de f et de s. Il suffit de vérifier de plus que la norme de g vaut uniformément 1, ce qui
exprime que le paramétrage g est normal. Dérivons la relation g = fos™' :

g = (fos ) x (s = (flos ) x —

s'os”
d’ot en prenant la norme :

1 )

s e

!
1= e ST

Q.E.D.

Exercice 3 (Irrationalité de )
Le but de cet exercice est de démontrer que le nombre 7 est irrationnel. Pour ce faire, on va
raisonner par ’absurde, en supposant que

7T=5,

ou a et b sont des entiers naturels non nuls. Pour n € N, on pose également

1 ™
P,(x) := Ea:"(a -bx)", et I,= fo P, (z)sin(x)dx

1. Justifier que, pour tout n € N, I,, est strictement positive.

2. Montrer que lim I, =0.

n—+oo
3. Montrer que, pour tous n,m € N, Pgm)(O) et P%m) (%) sont des entiers.

4. En déduire, a ’aide d’une succession d’intégrations par parties, que, pour tout n € N, I,
est un entier, puis conclure.

Soluce
1. Pour z € ]0,7[, P, () et sin(x) sont strictement positifs. Ainsi, la fonction que 'on intégre
est positive, non identiquement nulle et continue sur I'intervalle d’intégration ; on en déduit
que son intégrale, I, est strictement positive.

2. Soit z € [0,7]. On a

"a”

—

1
Pn(x) = Eajn(a -bx)" < T o

On en déduit que P, tend bien vers 0 en I'infini, comme voulu.
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3. Soient n,m € N. Remarquons tout d’abord que P,, est de degré 2n ; on en déduit que, pour
tout m > 2n, Pi[") =0.
On a également P,(lm)(()) =0 pour m < n—1 puisque, en dérivant m fois, pour 0 < m <n-1,
il va rester un facteur en = dans Pgm)(x).

Reste maintenant a étudier le cas ou n < m < 2n. Fixons un tel m. Par la formule de
Leibniz, on a

1 m
P(0) = = 3 (1)@ O)((a- b)) D)
nl i\ k
En notant que (2")*)(0) = 0, sauf si k = n, on en déduit :
P{(0) = - ("l a - b)) 0)
n!\n

- (") b= by )

B (Z)(_b)m‘”a%‘m (Qn?!m)!

(2n —.m)!

On en déduit que
PU™(0) € Z*.

De méme, calculons P,,(§ - ) :

i) o) (ool

o) wr

1
=—(a-bx)"z" =P,(x)
n!

Ainsi,
a

P (4) 0= (Pu(4-#)) ™ © = a0 = P (0).

D’apres ce qui précede, on a bien

p(m) (%) YA

4. On utilise une intégration par parties :
™ s
I, - f P, (2) sin(z)dt = [Py () cos(z)]T + f P’ () cos(x)dt
0 0

=P, (%) +P,(0) + /OFP;(QU) cos(z)dt.

On continue en appliquant une intégration par parties a I'intégrale ;" Py, (z) cos(z)dt, et
on trouve :

I,-P, (%) + P (0) + [P, () sin(x) ] - [0 " P () sin(a)dt

_p, (%) +P(0) - fow P (&) sin(x)dt.



Et ainsi de suite. Une série d’intégrations par parties nous donne alors

n s

I, = 3 (-1)* (P,Qf’f) (%) +P,<3’f>(0)) + (1" [P (@) sin(a)dr.

k=0 0

Or, en faisant les calculs, on trouve que
(2n) 1 n
n!

qui est entier. On en déduit bien que I, est un entier. En particulier, on a I,, € N* d’apres

la question 1. Par suite, I, ne peut tendre vers 0 lorsque n tend vers I'infini ; contradiction
avec la question 2.

On a ainsi montré par 'absurde que 7 est un nombre irrationnel.
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Chapitre 2

Epsilonneries, inégalités

Exercice 4 (théorémes de Korovkin & Weierstrass)

Soit I =[0,1] et E = € (I) 'espace vectoriel des fonctions continues sur I, a valeurs réelles. Pour f
dans E, on pose | f|e = sup,e|f(z)|- On dit d'un endomorphisme (ou opérateur linéaire) u
de E qu’il est positif lorsqu’il transforme toute fonction positive de E en une fonction positive.

1. Soit w un opérateur linéaire positif de E. Montrer que pour tout f dans E, |u(f)‘ < u(|f|)
2. Soit f un élément de E.

(a) Montrer que pour tout réel ¢ strictement positif, on peut trouver un réel n stricte-
ment positif tel que :

||f||oo

V(t,z) eIxL, |f(t) - f(z)] <e+2llog 42 (2.1)

(b) En déduire que pour tout réel e strictement positif, on peut trouver un réel n stric-
tement positif tel que :

IIch,o

Ve el, |f - f(x)eol<een + 2152 (eg — 2xey + 2°€g) (2.2)

(c) Soit w un opérateur linéaire positif de E.

Montrer que pour tout réel e strictement positif, on peut trouver un réel 7 stricte-
ment positif tel que :

||f||oo(

Veel, |u(f-f(z)eo)|<eulep)+2 u(es) — 2zu(er) + z2u(60))) (2.3)

3. Pour k € {0,1,2} on note e; la fonction définie sur I par eg(x) = z* et on considere
une suite (up)ney d’opérateurs linéaires positifs de E telle que pour toute fonction f
appartenant a {eg, e1,e2} la suite (un(f))neny converge uniformément vers f sur 1.

(a) Montrer que la suite de fonctions (g, )ney définie par :
Vn eN, 9n = un(€2) - 2617~Ln(61) + 62“71(60)

converge uniformément vers la fonction nulle sur 1.

11
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(b) Montrer que pour tout f dans E, la suite de fonctions (hy, )ney définie par :

VneN, Vo el hn(z) = (un(f - f(2)eo))(x)

converge uniformément vers la fonction nulle sur I.

(¢) Montrer que pour tout f dans E, la suite (u,(f))neny converge uniformément vers f
sur I.

4. Pour tout entier k compris entre 0 et n, on désigne par B, la fonction polynomiale
définie sur I par :

B, (x) = (Z)xk(l )

et B, est 'opérateur linéaire positif défini par sur E par :
L k
Bn(f) = Z f(_)Bnk
k=0 \T

a) Vérifier que pour j € {0,1,2}, B,(e;) converge uniformément vers e; sur L.
J J

(b) En déduire que pour tout f dans E, la suite (B,,(f))n>1 converge uniformément
vers f sur L.

5. Soit a et b deux réels tels que a < b et S = [a,b]. Montrer que le sous-espace vectoriel
R[x] des fonctions polynomiales & coefficients réels est dense dans 1’espace des fonctions
continues sur S, a valeurs réelles, muni de la norme infinie.

Soluce
1. Notons d’abord que si f et g sont dans E sont tels que f > g alors f—g¢g > 0, donc
u(f-g) 20 cest-a-dire u(f) > u(g). L’application de u aux inégalités —|f| < f <|f| donne
alors |u(f)] <u(|f])-
2. (a) Soit € > 0. La fonction f étant continue sur le segment I, elle y est, en vertu du
théoreme de Heine, uniformément continue; il existe donc un réel n > 0 tel que si
(t,z) eIxTet |t -z <n,alors |f(t) - f(z)| <e. Soit maintenant (¢,z) e Ix 1.
— Si |t —z| <n, alors |f(t) - f(x)| <e;

~si -] >, alors CEE > 1et [£(8) - £(2)] < 2)f ] <

Ainsi on a, dans les deux cas, la majoration :

Hflloo

(1) = f(x)| < e+ 232 (t - x)?

(b) L’inégalité (2) (entre fonctions) est une réécriture de l'inégalité (1) ou l'on a enlevé
la variable t.

(c) D’apres les deux questions précédentes, on a :

HfHoo

lu(f = f(x)eo)| <u(|f - f(x)eo|) <u(5e +27——(eg — 2xey +IE260))

<eulep) +2——— anoo ( (e2) —2zu(er) +:c2u(eo)))
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3. (a) Par l'inégalité triangulaire, on peut écrire

Ignlloo < |un(e2) = 2o + [|2€11n (1) — 2€2] 00 + [[2un(€0) — €2] o0

< fun(e2) = e2fleo +2[e1]loo [un(er) = erlloo + [ €2] 0 [un(€n) = €o]leo

Par hypothese la quantité majorante tend vers 0, donc la suite (g,)neny converge
uniformément vers la fonction nulle sur I.

(b) Soit n € N. En récrivant 'inégalité (3) avec u = u,,, on obtient :

|hnl| = ‘(un(f - f(x)eo))‘

<eup(e) + 2”{]# (un(e2) — 2zuy(e1) + x2un(eo)))

<eup(eg) +2 ”fH;ogn
n
D’out 'on déduit : |hp|le < [|un(eo)|oo + 2||fH2oo lgn |- La quantité ||u,(eo)|lo étant
n
bornée, disons par M > 0 et puisque 2 Hf”2°° lgnlloc = 0 quand n — +oo, il existe un
n

entier N tel que :
Yn >N, [hole < (M+1)e

ce qui conclut & la convergence uniformé de (hy,)nen vers la fonction nulle sur I.

(¢) Pour tout x dans I, on a : u, (f)(x) = f(x) = (un(f - f(x)eo)) + f(x)un(eo)(x) - f(x),

d’ou par I'inégalité triangulaire, et compte tenu de eg =1 :

[un(f) () = f(@)] < [hn ()] + |f (@)[un(e0) (x) = eo ()],

on en déduit |un(f) = floo < |Anloo + || fllooun(€0) = €0]co- Le membre de droite de
la derniere inégalité tendant vers 0 quand n — +oco, on en conclut que (un(f))nen
converge uniformément vers f sur I (c’est le théoréeme de Korovkin).

4. (a) Une utilisation répétée de la formule du binome et de la formule (Z) = %(Zj) per-
mettent de vérifier que pour n e N :

Bu(eo) = €0, Bn(er) =e1, Bn(ez) =ex+ (e1-e2)

Ainsi pour tout j € {0,1,2}, B,,(e;) converge uniformément vers e; sur I.

(b) Les résultats des questions précédentes permettent de conclure que la suite (B, (f))ns1
converge uniformément vers f sur I; autrement dit, R[z] est dense dans €(I).

5. Soit maintenant S = [a,b] et f dans €(S). Si, pour z € [a,b], on pose ¢(z) =a+ (b—a)x
(¢ est une fonction polynomiale ainsi que sa réciproque) et g(z) = f(a+ (b-a)x) =
(f op)(x), alors g est dans € ([0,1]). D’apres ce qui précede, la suite (B,(f o ¢))ns1
converge uniformément vers f o ¢ sur [0,1]. Ainsi, la suite des fonctions polynomiales
(Br(fo@)o@™t),s1 converge uniformément vers f sur S.

En conclusion : R[z] est dense dans I'espace des fonctions continues sur S, a valeurs réelles,
muni de la norme infinie (théoreme de Weierstrass).
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Chapitre 3

Fonctions d’une variable réelle

Exercice 5 (signe de la dérivée et variations)
Soit f :[a,b] — R une fonction dérivable telle que f’ >0 sur [a,b]. On veut montrer que f est
croissante par un procédé de dichotomie, sans utiliser le théoreme des accroissements finis.

1. Rappeler la preuve en une ligne qui utilise le théoreme des accroissements finis...

2. Soient (ay) et (by,) deux suites adjacentes ayant pour limite commune c¢. On suppose que
an < by, pour tout n. Démontrer que

L £0n) = f(an)

n—>+00 bn - ap

= f'le)-

3. On suppose qu'il existe deux points ag et by de [a,b] tels que ag < by et f(ag) > f(by).
Construire deux suites adjacentes (a,) et (by,) telles que a, < by, et

[Gns1) = flann1) _ f(ba)= flan)

bn+1 — Op+1 bn — Gp

pour tout n. Que dire de f(¢) lorsque ¢ est leur limite commune ?

4. On suppose que f’ est positive ou nulle. Montrer que f est strictement croissante.

Remarque Cet exercice est adapté d’un|document de Jean-Frangois Burnol et de larticle [1)]
d’Antoine Delcroiz et Chrisian Silvy, qui énoncent le lemme trés utile de la question[d, avec une
amélioration due a Nicolas Ressayre.

Soluce
1. Six <y, il existe c € |z, y[ tel que f(x) - f(y) = f'(c)(x-y) <O0.

2. Si a, = cou si by, = ¢ a partir d’'un certain rang, ’égalité est évidente. Sinon, a, < ¢ < by,
pour tout n et :

f(bn)_f(an) _ by —c f(bn)_f(c)+ C—anp f(an)_f(c)

bn — an, by, —an b, —c¢ by, —an ap — ¢

NB : C’est une combinaison barycentrique de f,, = % et ap = W : en effet,

An = bl:l"_;i et = bi__aé; sont positifs et leur somme vaut 1. Cela signifie que W

15
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est compris entre 3, et o, pour tout n, ce qui permet de conclure. En effet, soit € > 0.
Pour n assez grand, on a : |8, - f'(c)| <e et |, — f'(¢)| <&, d'on :

f(bz)_f(an) —f’(C)‘: by, —c f(bn)_f(c) " C—an f(an)_f(c) _
n = Qn, by, — an b, —c by, —an ap —c¢

= ’Mn/@n + Ann = (Ap + ,Um)f,(c)‘

<A[Bn = f1(e)| + plan — f'(e)]

<e.

f'(e)

3. On a déja ag et by. Soit n € N. Supposons avoir construit des suites finies (ax)ock<n €t

brs1)—f (aps b )~
(br)o<k<n telles que by, —ay, = (bg — ag) /2% pour tout k < n et A ’gkil)_f;gff 1) ¢ K gi_giak)

pour tout k < n - 1. Posons ¢, = (ay, + b,)/2. Remarquons grace & la figure que :

— i fen) 2 flan) + f(bn)7 alors f(bn) = f(cn) < f(bn) = f(an) ;
2 n — Cn, by, — an,
— sl fep) < —f(an) ;L f(bn), alors f(cz) :g(an) < f(bZ) :g(an) ;

Dans le premier cas, on pose (ap+1,bn+1) = (Cn, by ) ; dans le deuxiéme, on pose (an11,bni1) =
(an,cn). Ceci termine la construction des suites par récurrence, elles sont adjacentes.

A A

T

I \ I I

an Cn by, an Cn by,

FIGURE 3.1 — Choix d’une pente plus petite (attention au signe)

Soit ¢ la limite commune des suites (ay,) et (b,). Comme

f(bn)_f(an) < f(bO)_f(QO) <0

by, —an bo — ag

pour tout n, on a d’apres la question [2|: f'(c) < 0.

4. On a montré que s’il existe ag et by tels que ag < by et f(ag) > f(by), c’est-a-dire si f
n’est pas croissante, alors il existe ¢ tel que f/(¢) <0, c’est-a-dire que f’ prend une valeur
strictement négative. La contraposée de cette implication s’écrit : si f’ est positive ou nulle,
alors f est croissante au sens large.

Exercice 6 (théorémes de Rolle et des accroissements finis)
Soit f : [a,b] = R une fonction continue telle que f(a) = f(b). A partir de la question |3, on
suppose que f est dérivable sur ]a,b[.
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1. (a) Démontrer qu'’il existe un segment non réduit & un point [«, 3] c [a,b] tel que
fla) = f(B) et B—a=(b-a)/2.
(b) En déduire qu’il existe un segment non réduit & un point [«, 3] c Ja,b[ tel que
f(a) =f(B) et B-a<(b-a)/2.
2. Construire deux suites (a, ) et (by,) telles que ay, < ap+1 < bps1 < by et (bp—ay) < (b—a)/2"
et f(an) = f(by) pour tout n.
3. Démontrer le théoréme de Rolle : il existe c € ]a,b[ tel que f'(c) = 0.
On pourra utiliser la question [9 de l'exercice [3]

4. En déduire (classiquement) le théoreme des accroissements finis.

Remarque Cet ezxercice est adapté de [{|] et [1].

Soluce
1. (a) Notons ¢ = (a+b)/2. La fonction g : [a,c] > R, z = f(z + (b-a)/2) - f(z) prend
les valeurs g(a) = f(¢) - f(a) et g(c) = f(b) — f(¢) = —g(a). Elle s’annule donc en un
point « € [a, a+ (b- a)/2], il n’y a plus qu’a prendre 5 =a+ (b—a)/2.

(b) Si l'intervalle construit dans le point précédent est inclus dans ]a,b[, c’est gagné.
Sinon, c’est que o = a et § = ¢. On applique le point précédent a [a,c] : on obtient
un intervalle [o/, '] c [a, c], de longueur (b—a)/4, tel que f(a') = f(B'). Sia<d, le
segment [/, 8'] convient. Sinon, a = o’ et 5’ = (a+¢)/2 et le segment [, ¢] convient.

2. Pour (ag,bp), on prend le couple («, ) construit dans la question précédente. Puis on
applique inductivement ladite question a 'intervalle [ay,, b, ] pour construire (an+1,bn+1).

3. Soit ¢ la limite commune des suites (a,,) et (b, ) que 'on vient de construire — elle appartient
a Ja,b[. D’apres la question |2 de Iexercice |5}, on a :

f(bn) = f(an) - lim 0 0.

f'(c) = lim

n—+oo b, —an n—+oo b, — an,

4. Ce passage est standard. Soit f une fonction réelle continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b].
On veut montrer qu'il existe alors ¢ dans ]a, b[ tel que f(b)—f(a) = f'(¢)(b—a). On choisit
un réel M pour que la fonction g sur [a,b] par

Vo ela,b],  g(x) = f(z) -M(z - a)

satisfasse aux hypotheses du théoréme de Rolle, c’est-a-dire g(a) = g(b) (les autres sont
vérifiées). Cela donne M(b —a) = f(b) — f(a). On constate alors qu’en un point ¢ pour

lequel ¢'(¢) =0, on a bien f(b) - f(a) = f'(¢)(b-a).
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Chapitre 4

Suites réelles et complexes

4.1 Suites réelles

Exercice 7 (Sous-groupes additifs de R)
Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit & {0}. On pose :

H={zxeG;z>0}

1. Montrer que H est non vide.

2. Soit a la borne inférieure de H.

(i) Justifier que a existe, et est positif.
On considere maintenant les cas a =0 et a > 0.
(ii) Montrer que, si a =0, alors G est dense dans R.
(iii) Montrer que si a > 0, alors G = aZ.
3. Montrer que, si u et v sont deux réels nons nuls tels que ¢ soit irrationnel, alors, uZ +vZ
est dense dans R.
4. Montrer que ’ensemble
C :={cos(n); n e N}
est dense dans [-1,1].

Soluce
1. Le groupe G n’étant pas réduit a {0}, il existe un réel non nul xy appartenant a G. Deux
cas se présentent :
— Soit zg > 0, et dans ce cas xg € H;
— Soit zg < 0, et alors, comme x( € G, on a en particulier -z € H.
Ainsi, H n’est pas vide.

2. On rappelle la définition de a :
a=sup{MeR; VzeH,z>M}

VeeH, x2aq;

La borne inférieure est caractérisée par :
Ve>0,dxeH; x<a+¢

19
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Comme H est non vide et minoré, donc possede une borne inférieure, notée a. De
plus, comme 0 est un minorant, par définition d’une borne inférieure, on en déduit
que a est positif.

(i) Supposons donc que a = 0. L’objectif est de montrer que, pour tous réels « et 3 tels
que a < B, ona Gnla, B[ + 2.
Puisque a est nul, en utilisant la caractérisation de la borne inférieure rappelée ci-
dessus, avec € = 8 — «, il existe g € H tel que 0 < g < 8 — a. On va donc chercher un
élément de G N ]a, B[ sous la forme ng, ou n € Z.
Posons

Dans ce cas, on a

ce qui implique

Q@ «
—<ng—+1.
9 9

On a donc bien dans ce cas, en utilisant I'inégalité qui précede,
a<nga+g<a+pf-a=0.

Ainsi, on a bien ng € Gn ]a, B[. On en déduit que G est dense dans R.

(iii) Supposons que a > 0. Nous allons montrer que a € H. Supposons donc, par ’absurde,
que a ¢ H. La caractérisation de la borne inférieure donne alors

dg1 € H; a < g1 < 2a.
En appliquant de nouveau cette caractérisation,
dgo e H; a < g2 < g1.

On en déduit que g1 — g2 € H, avec g1 — g2 < a, ce qui est absurde. Conclusion, a € H,
et G étant un groupe, on a donc aZ c G.
Réciproquement, considérons g € G et déterminons un entier n et un réel r tels que :

g=na+r
0<r<a.
Remarquons que 'entier n = [%J, et le réel r = g — na satisfont a ces conditions.
De plus, puisque G est un groupe, on a r € G. Or, 0 < r < a, ce qui implique, par
minimalité de a, que r = 0. Par suite, que g = na, et donc, G c aZ.
En conclusion, on obtient ’égalité G = aZ.

3. Soit deux réels u et v non nuls tels que 7 ¢ Q. Notons tout d’abord que uZ +vZ est un
sous-groupe de (R, +). Si ce sous-groupe n’est pas dense dans R, alors il exite a > 0 tel que
uZ, + vZ = aZ.,, d’apres la question précédente.

Or, comme u et v appartiennent a uZ + vZ, il existe deux entiers non nuls p, g tels que
u = pa, et v = qa, ce qui entraine que
U

_P € Q.
q

On a ainsi montré par I'absurde que, si ¢ ¢ Q, alors uZ +vZ est dense dans R.

<
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4. Soit x € [-1,1]; alors il existe 6 € R tel que x = cos().

Par la question précédente, le groupe Z + 277 est dense dans R. Il existe alors une suite
(01 )neny d’éléments de Z + 27Z, de la forme py, + 27qy,, avec pn, qn € Z, qui converge vers 6.
On a alors, pour tout n € N,

cos(6y,) = cos(pn + 27qy, ) = cos(py) = cos(|pnl)-
Par continuité de la fonction cosinus sur R,
lim cos(6,) = cos(f) = x.
n—+oo

Autrement dit,
lim cos(|py|) = =.
n—+oo
Il existe donc bien une suite d’éléments de C qui converge vers x, et ceci est valable pour
tout x e [-1,1].

Ainsi, 'ensemble C est bien dense dans [-1,1].

Remarque Il faut noter les similitudes existantes entre le cas ou, dans cet exercice, un sous-
groupe de R peut étre de la forme aZ, et la preuve qui consiste d montrer que Z est euclidien,
donc principal : dans les deux cas, ['argument-clef est la division euclidienne. La différence repose
sur l’aspect continu de R, qui permet une alternative dans R : les sous-groupes denses.

Exercice 8 (Etude de la suite .1 = sin(uy))
On considere la suite définie par :

{uo ¢]o.5]

Uns1 = sin(u,) pour n € N.

Le but de cet exercice est d’étudier la limite de cette suite, d’en trouver un équivalent en
I’infini, puis d’en donner un développement asymptotique a deux termes.
Dans la suite, on note I I'intervalle ]0, %]
1. Montrer que
lim u, =0.

n—>+00

2. Montrer 1’équivalence en I'infini suivante :

3
Up ~ =5
n—>+00 n

3. Enfin, donner un développement asymptotique & deux termes de la suite (uy,).

Soluce
1. On part de I’égalité suivante, valable pour tout x € R,

jsin(a)] < Ja]
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Comme, de plus, la suite u,, reste positive, cela implique que, pour tout n € N,
Up+1 < Up.

La suite (u, )y est alors décroissante, minorée par 0; elle est donc convergente. Notons £ € I
sa limite. Or, par continuité de la fonction sinus, en passant a la limite dans la formule de
définition de la suite par récurrence, on obtient :

¢ =sin(?).

Or, la fonction x ~ sin(x) — z est strictement décroissante sur R, et s’annule en 0; cela
implique que 0 est la seule solution de I’équation sin(x) = z. D’ou :

£=0.

Ainsi, la suite (u,) converge bien vers 0.

. Avant de nous lancer dans la résolution, détaillons la démarche & suivre. Le théoreme-clef

va étre le théoreme de Cesaro. Le début du raisonnement consiste & trouver un o € R tel
que
— A eR*.

n—>+oo

«a «a
Ups1 — Unp

Par le théoreme de Cesaro, cela implique :

1 n—1
« (6%
= 2 (ufyy —uy) oo A,
" k=0
ce qui, par télescopage, s’écrit :
1 o «
—u, ——uy; — A,
n n n—+00
soit encore
—uy — A.
n n—+00

On pourra alors écrire I'équivalent : uj, ~ An.

Lancons-nous donc a la recherche d’'un tel a. Pour la suite, fixons n € N. Pour trouver
un réel qui convient, écrivons un développement limité de u,,, en examinant a quelle

n+1»
condition I’élément u;,,; — u; peut tendre vers une constante.

Fixons donc pour l'instant « € R. En utilisant les formules classiques de développements
limités au voisinage de 0, on obtient

ud ¢ u? ¢ u?
up g = (sin(uy))* = (un - F” + o(ui)) =uy (1 - E” + o(ui)) =uy (1 - aE" + o(u%)) .
On a donc v
«
Uy — U = —ozu" + o(ug”).

Ainsi, en prenant « = -2, on obtient

- o 1
-l = 3t o(1).
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On a donc
1

2
n+1

1

T2
uTL

1

lim =—.
n—+00 3

()

U
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En utilisant I'idée décrite précédemment, on en déduit, par le théoréme de Cesaro :

, 1 1 =
lim { — - —=]= lim —Z —— =
n—+0o nun nuo n—-+oon, k,‘=0 uk+1
et donc,
. 1 1
lim = -
n—+oo 1, U2 3
n
Finalement, on obtient
1 n
u% n—o+oo 3’
et donc, ’équivalence souhaitée,
3
Uy  ~ -
n—+00 n

1

1)t

2
U

3. On va baser le raisonnement sur la méme idée que pour la question précédente, en cherchant

cette fois un développement limité a deux termes de 1 /Ui ‘1

1/u2. Soit n € N fixé; on a

' 3. .5 ; 2 4 .
un+1=Sln(un):un—€”+ﬁ+o(un):un(1—€”+j+o(un)).
On en déduit
2 4 2 2 4
U U 4 u, 2u 4
ui+1:u721(1—€”+1—276+0(un)) :ui(l—?” 4—;+0(un)).
On a donc
11 2 oyl B
2—:—2 1—%+4L;+O(Ui)
Up+1 Un
1 w2 2ul w2 2ul 2
:E 1—(—?"+4—5"+0(ui)+( ?"+4—5"+0(ui) +o(ut)
1 2 4 A
=—1+2+-L1+ .
(e et
Ainsi, on a
1 11
2———2——=—n+0(ui).
ur.,  un 3 15

1 1 1 «2 1 3 1
wl,, uz 3 15 15 n bn

On veut maintenant reprendre 'idée décrite dans la question précédente, et sommer les

équivalents afin d’en déduire un équivalent du second ordre
I’équivalence

_—— = — ~

de la suite u,. On a obtenu
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qui sont deux termes positifs, et tels que la série Y- 1/5n diverge, par le critére de Riemann.
En utilisant le théoreme d’équivalence des sommes partielles de séries a termes positifslﬂ,
on en déduit que Y u, diverge, et que les sommes partielles sont équivalentes. On obtient

alors
LodonS( 1S )
u2 ol ur,, ui 3) [ 5k note 5

Rappelons que la derniere équivalence provient de I’étude de la série harmonique,
n

dont on montre que le développement asymptotique est

??‘IH

n=In(n)+~+o(1),

ou v est la constante d’EulerEl
Finalement, on obtient 1’équivalent

1 n. log(n)

1
w2 ud 3 5

<oflog(m) = &+ X o(1og(n)).

On peut alors écrire

-1 -1
2 = (g Iogén) + o(log(n))) = % (1 + 31()5%5”) " O(IOgTE”) ))
3 (1 3lo5g(n) +0(10g(”)))

On a alors

iy [§ (1 - 31‘?(”) +0(10g(n)))]é ] \/§(1 i 3lc1>§;(n) . O(log(n)))
_ \/E_ 3vV/3 log(n) (log(n))
n 10n\/n nyn

Ainsi, on obtient le développement limité de la suite u,, & deux termes :

n 3V3 log(n) (log(n)).

=Nz 10n\/n nv/n

Exercice 9 (théoréme de Bolzano-Weierstrass)
1. Montrer que toute suite de réels, on peut extraire une suite monotone.

2. En déduire le théoreme de Bolzano-Weierstrass : de toute suite bornée de réels, on peut
extraire une suite convergente.

1. Voir par exemple le Gourdon, Analyse, pour ’énoncé précis de ce théoreme.
2. C’est un exercice classique pour 1'agrégation, voir par exemple, de méme, [3].
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Soluce
1. Soit (up) une suite de réels. Considérons l’ensemble :

E={neN|3k>n, up>u,}
— Supposons E fini. En posant p =1+ maxE, on a :
Yn2p,  Uns < Un;

ainsi la suite (uy,)nsp est une suite décroissante, extraite de (uy).

— Supposons E infini. Choisissons ng € E et posons vy = u,,, comme E est infini, il existe
ny1 > ng tel que uy,, > uy,; posons alors vy = u,,. Comme E est infini, on peut répéter
le procédé précédent pour trouver ng > ny tel que un, > Uy, puis poser vy = Uy, ; une
récurrence permet de construire formellement la suite (v,,) ; celle-ci est par construction
croissante, extraite de (u,).

2. D’apres la question précédente, de notre suite de réels bornée, on peut extraire une suite
monotone ; celle-ci est bornée donc elle convergente, ce qui conclut.

Exercice 10 (théoréme de Bolzano-Weierstrass bis)
En utilisant le procédé de dichotomie, démontrer le théoreme de Bolzano-Weierstrass a partir
de la propriété des segments emboités.

Soluce

Soit (un)neny une suite bornée, on doit montrer qu’elle admet une sous-suite convergente. Si la
suite ne prend qu’'un nombre fini de valeurs, I'une de ces valeurs est atteinte pour un nombre
infini d’indicesﬂ ce qui permet de construire une suite extraite constante donc convergente.
Désormais, on écarte ce cas.

Soit [ag,bp] un segment qui contient tous les termes de la suite. On construit par récurrence
une suite de segments emboités ([an,bn])neN telle que [ay,b,] contient une infinité de valeurs
de (u,) et b, —a, =1/2" pour tout n. Soit n un entier pour lequel [ay, b, ] a été construit. Soit
¢n = (an +b,)/2. S’il y a une infinité de valeurs de (u,) dans [an,cy,], on pose (ani1,bp+1) =
(an,cp). Sinon, c’est qu’il y en a une infinité dans [c,, b, ] et on pose (an+1,bn+1) = (¢n,by)-

Soit £ la limite commune des suite (a,, ) et (by,). Construisons inductivement une suite extraite
de (uy) qui converge vers £. On choisit ng = 0. Soit k£ un entier, supposons avoir construit
ng <np < -+ <ng tels que uy; € [a;,b;] pour tout j inférieur a k. Comme le segment [ag+1, bp+1]
contient une infinité de valeurs de (u,), on peut choisir un indice ny,; strictement supérieur
a ny tel que uy, € [ag,bg]. Ceci montre l'existence de I'extraction (ny)gey. Par la trivialité des
gendarmes, la suite (uy, )ken converge vers .

Exercice 11
1. Equivalences immédiates.

(a) Vérifier que la propriété de la borne supérieure est équivalente a la convergence des
suites monotones bornées.

3. Version imagée : si on range une infinité de chaussettes dans un nombre fini de tiroirs, un des tiroirs contient
une infinité de chaussettes.
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(b) Vérifier que la propriété des segments emboités est équivalente & la convergence des
couples de suites adjacentes vers une méme limite.

2. Démontrer I’équivalence entre les propriétés suivantes :
(a) propriété de la borne supérieure ;
(b) propriété des segments emboités;

(c) théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Soluce
C’est du cours, pour rappel.

Exercice 12 (théoréme des valeurs intermédiaires)
En utilisant le procédé de dichotomie, démontrer le théoreme des valeurs intermédiaires.

Soluce

Soit f : [a,b] -» R une fonction continue. On suppose que f(a)f(b) < 0 et on veut prouver
I'existence de ¢ dans [a,b] tel que f(c) = 0. On construit deux suites (ay) et (b,) de la fagon
suivante :

an+bn) . f(an)f(an+bn)<0;

an7 - 5
(a0,bo) = (a,b) et ¥neN, (ans1,bni1) = (an+bn2 2

2

Prouvons que f(ay)f(by) <0 pour tout n. C’est vrai si n = 0 par hypotheése. Soit n un entier,
on suppose que f(ay)f(by) <0. Notons ¢, = (a, + by)/2, alors :

f(an)f(bn) <0 si f(an)f(cn) <0;

a c .
Flen) by = L8 0 () <0 i (@) f(en) 0.
flan)
De plus, les suites (ay,) et (b,) sont adjacentes. En effet, on a par construction : a, < ap41 <
bps1 < by et by —ap, = (b—a)/2". Elles ont donc une limite commune c¢. Par continuité de f,
I'inégalité f(an)f(b,) <0 vraie pour tout n entraine que f(c)? <0, c’est-a-dire f(c) = 0.

, bn) sinon.

f(an+1)f(bn+1) =

Exercice 13 (bornes d’une fonction continug)
On dit qu'un segment [, 8] c [a,b] est dominant{!| pour f si

Voela,b], dyela,Bl, f(y)>f(2).

1. Montrer que si [«, 3] est dominant pour f et si v € [«, 3], alors [, ] ou [v,3] est
dominant.

2. Construire par dichotomie deux suites adjacentes (a,) et (b,) telles que [ay,,b,] est
dominant pour f.

3. Démontrer qu’'une fonction continue sur un segment est bornée et atteint son maximum.
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Remarque Cet exercice est tiré d’un document de Daniel Perrin.

Soluce
1. En effet, si [a,7] est dominant, c’est gagné. Sinon, cela signifie que

1’606[&,[)], Vye[a,fy], f(y)<f(l'0)

Mais [, 8] est dominant donc il existe yg € [«, 3] tel que f(yo) > f(x0). Par construction
de xp, on a : yo € [B,7].

Ceci entraine que [f3,7] est dominant. En effet, soit = dans [a,b]. Il existe y dans [«, 3]
tel que f(y) > f(x). Siye€[v,B], rien & ajouter. Sinon, on a : f(yo) > f(xo) > f(v) > f(x).

2. L’intervalle [a,b] est dominant. On définit deux suites adjacentes (ay) et (b,). On pose
(ag,bo) = (a,b). Pour n entier, supposons avoir défini a,, et b, de sorte que [an,b,] soit
dominant. Posons ¢, = (a, + by,)/2. On choisit (an,b,) = (an,cy) si [an,c,] est dominant
et (an,bpn) = (cn,by) sinon. Alors [ani1,bn11] est dominant.

3. On vérifie que la limite commune ¢ de ces deux suites est un maximum de f. En effet,
soit z € [a,b]. Pour tout n, il existe y, € [an,by] tel que f(y,) > f(x). Mais la suite (y;)
converge vers ¢ et f est continue donc f(c) > f(x).

Les deux exercices suivants, qui utilisent les mémes notations, sont tirés de la premiere
composition du CAPES externe 1998.

Cadre

Soit I un intervalle de R, soit f : I — I une fonction de classe €2 qui admet un point fixe r
dans I, c’est-a-dire que f(r) = r. Soit zp € I et soit (2, )nen la suite définie par la relation
Zn+1 = f(xy,) pour tout n € N. On suppose que la suite (2, ),eny converge vers r et qu’elle n’est
pas stationnaire.

Exercice 14 (vitesse de convergence vers un point fixe attractif)
On suppose que |f'(r)| < 1.

1. Montrer qu’il existe un réel k <1 et un entier N tels que
V2N, |z, -7 <k " Nax -rl.

2. On suppose que |f'(r)| # 0.

(a) Montrer qu’il existe une suite (R;); ey telle que
VieN, zj1-r=f(r)(z;-r)(1+R;) et R;=O0(K).
(b) Montrer qu’il existe une constante non nulle A(x¢) telle que
(2 =) ~ A(xo) - (f'(r))".

3. On supposeEI que f'(r) =0 et que f(r) #0.


https://www.math.u-psud.fr/~perrin/CAPES/analyse/fonctions/Dichotomies.pdf
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a) Montrer qu’il existe une suite (S;) ey telle que
33

f"(r)
2

VieN, zjqi-r= (xj-7)*(1+S;) et lim S;=0.
J—>+oo

(b) En déduire que pour tout n >2, on a :

.
" n-2 —j-1
S f,?(r)(f {0 (a1 T ) (1+Spen).

(¢) En déduire qu'il existe une constante u(zg) € ]0,1[ telle que

omn

2
(@ —1) ~ f,,—(r)(u(wo))

Soluce
1. Soit k un réel strictement compris entre |f'(r)| et 1. Par continuité de f’, il existe un
voisinage V de r tel que |f'(z)| < k pour tout z de V. L’hypothese de convergence entraine
I'existence d’un entier N tel que pour tout n > N, I’élément x,, appartient a V. Mais pour
un tel n, on a par le théoréme des accroissements finis : x4 —7 = f'(¢)(x, —7) pour ¢
convenable compris entre r et xz,, donc élément de V. D’ou : |z,41 — 7| < K|z, — 7| dés que
n > N. Une récurrence immédiate donne : |z, — 7| < k" N|zyx - 7| pour tout n > N.

2. Cas |f'(r)| #0.

(a) Fixons un entier j. Par le théoreme de Taylor-Lagrange, il existe un réel ¢; compris
entre r et z; tel que

Fa) - ) = £ )y 1)+ LD oy
=f'(r)(x; -7 ) ou -:f//(cj)
= [ (r)(z;j -r)(1+Ry) R; 2f'(r)

(zj—7).

Comme f est de classe €2, il existe M tel que ‘f”(x)‘ <M pour x eIn[r-1,r+1].
Pour >N, on a:
R Mlzx - 7|
IO

Autrement dit, avec la suite (R;) définie ci-dessus, on a bien : R; = O(k").

(b) Une récurrence immédiate donne :
n n-1
Vn>1, an-r=(f(r)" (zo-r) [T(1+Ry).
=0

Orona:1+R;#0 pour tout j — sinon, on aurait z;,1 = r et la suite stationnerait
en r. Par conséquent, la suite (In|1 + Rj|)jeN est bien définie. Comme R; = O(%7),

elle converge vers 0; mieux, la série de terme général In|1 + R;| converge. De plus,
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on a: 1+R; >0 pour j assez grand. Par composition par I’exponentielle, la suite

(Hj"io(l + Rj))  converge vers une limite non nulle. On a donc :
me

(zy, — 1) ~ A(20) - (f’(r))n, ou A(xp) = (xzg—1) ﬁ)(l +R;) #0.
3. Casou f/(r)=0et f"(r)+0.

(a) Soit j un entier. On a vu qu’il existe ¢; entre z; et r tel que

/()
2

fay) = f(r)=f'(r)(zj-r)+ (zj—1)

_ f"Q(T)(xj P21+ S)),
o e
5= Ty L

Puisque ¢; est compris entre 7 et ; et que (x;) converge vers r, la suite (¢;) converge
vers r. Par continuité de f” en r, la suite (S;) converge vers 0.

(b) Exprimons les premiéres différences x,, — r :

ri-r= T g - 21 s),
144 3
Ig—?”:(f 2(T)) (mo—r)4(1+So)2(1+Sl),

" 7
xg—T:(f (T)) (wo—7“)8(1+So)4(1+S1)2(1+Sg),

et ainsi de suite : & chaque étape, 'exposant de (2o —r) double; celui de f”(r)/2 est
doublé puis augmente de 1; un facteur (1 +S,_1) apparait dont I’exposant double a
chaque étape suivante. Une récurrence immédiate donne avec un tout petit peu de
flair, pour tout n > 1 :

" 2"-1 n— .
Tp—T= (fT(T)) (mo—r)zn 1_[1(1+Sj)2n_'7_1.
j=0

Pour tout j, on a: 1+8S; # 0, sans quoi la suite (z,) serait stationnaire. Pour j <n-1,
I'exposant de (1 +S;) est pair donc on peut remplacer ce facteur par |1 + S;|. Cela
permet de récrire ’expression sous la forme :

) 2 (f"(r)

277.
n-2 i
= - 1+8,*7 1+Sp-1).
In =T f(r) 2 (o T)]l:y J| ) ( n-1)
(c) Comme (S;) tend vers 0, on a : 1n|1+Sj|27j71 ~ 279718, Comme la suite (S;) est
bornée et que la série Y 27771 converge, la série ¥ In(1 JrSj)Tr1 converge absolument.
D’ou l'existence de

f"(r)
2

m~—1 )
—_— — 3 . 27]71
p(o) = (zo-r) lim ]I:!) (1+8;)" "
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Posons (I'existence de la limite vient d’étre justifiée), pour n > 2 :

. U 9-i-1
=i I1 S
Jj=n-1
Alors, par continuité du logarithme :
+00
2" Inm, =2" ‘Z Y] In|l+S;].
j=n-1

La suite (S;) tend vers 0, il en est de méme de (ln(l +5;)). Soit € > 0. Pour tout j
supérieur a un rang N convenable, on a : ‘ln |1+ SjH <eg, dou,sin>N:

+00 1
1 2
|2"1n7rn|<2nlz 2j+15:2”><1_15—25
j=n-1 2

Ceci montre que (2" In7, ),y converge vers 0. De plus, on a :

2 u(zo) 2 " 2" x o 2" Inmy
Ip —T = f”(’l")( ) (1+Sp-1) = F(r )( w( 0)) (1+Sp-1),

ce qui donne ’équivalent cherché : (z, — 1) ~

Fr(r )( (930))

On remarque enfin que p(xzg) € ]0, 1[ puisque l'on sait que (x,) converge vers r.

Exercice 15 (vitesse de convergence vers un point fixe non attractif)
On suppose que |f'(r)| = 1 et que f est de classe €P*! pour un entier p et que f”(r) = - =
@) =0et fED(r) % 0.
1. On suppose que f'(r) = 1.
(a) Discuter, selon la parité de p + 1 et le signe de F@*D(0), Pexistence d’une suite
récurrente non stationnaire qui converge vers r.

(b) Montrer qu’a l’aide d’un changement de variable, on peut se ramener au cas ou les
hypotheses de la question suivante sont satisfaites.

On pourra envisager de sauter cette question.
2. On suppose que f'(r) = 1, que r = 0, que f@*D(0) <0, qu’il existe un réel g9 > 0 tel que f
soit croissante sur ]0,go[ et que x¢ appartient a ]0,e].
(a) Soient a >0 et a > 0. Montrer que la suite définie par y,, = (an + @)~ P pour tout n
est une suite récurrente associée a une fonction continue g, : R*™ — R & préciser.

(b) Montrer que si a et b sont deux réels strictement positifs tels que

<O <

il existe € € ]0,e0] tel que go(z) < f(x) < gp(z) pour tout z € |0,e[. En déduire que
pour tout entier k,

(ak +2P) VP < ani < (DK + 2 P) 7P

(¢) En déduire un équivalent simple de (x,).
(d) Application numérique : f(z) = sinz pour z € |0, 1[.
3. Que se peut-on dire de simple si f/'(r) =-17
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Remarque La recherche d’un équivalent d’une suite définie par xq € 10,1] et xp41 = sinx, en

commencgant par chercher un réel \ tel que (xml -z

A A

n) admet une limite non nulle est bien

connue. Voict une nouvelle méthode.

Soluce

1. (a)

,/ / /
g © o div cvV 1 Cv d

div r cv cv o

Une premiere approche graphique ne saurait nuire.

iv r div

p+1 pair, >0 p+1 pair, <0 p+ 1 impair, 5> 0 p+ 1 impair, 8<0

FIGURE 4.1 — Point fixe ni attractif, ni répulsif

Comme [’ est continue et f/(r) = 1, il existe un voisinage de r sur lequel f’ est
strictement positive, c’est-a-dire que f est strictement croissante. Par ailleurs, on a
au voisinage de r :

17 (0)
(p+1)!
Sur un voisinage convenable de r, le signe de f(x) — z est celui de —3(x — 1)

L’intersection de ces voisinages contient un intervalle |r —eg,r + £o[ ou les conditions
sur les variations de f et le signe de f(x) -z sont remplies.

J(@) =2 Ble =) o((@-r)P*) on f=-

p+1

Si une suite converge vers r, ses termes appartiennent a cet intervalle a partir d’un
certain rang. Quitte a oublier les premiers termes, on peut donc supposer qu’elle est
a valeurs dans |r —eg,r + g9

— Premier cas : p+ 1 pair.
— Premier sous-cas : > 0. Si xg € |r,7 + o[, alors r < 2,41 < x,, pour tout n >0
donc la suite (z,,) décroit vers r.
Si un terme x,, appartient a |r —gq, r[, alors x,4+1 < @, < r. Il n’existe donc pas de
suite & valeurs dans |r —£¢, r[ qui converge vers r — sinon on aurait z,+1 < g < r
pour tout n, ce qui est absurde.
— Deuxiéme sous-cas : < 0. Si zg € |r —eq,r[, alors (x,) croit vers r et il n’existe
pas de suite a valeurs dans |r,r + 9| qui converge vers r.
— Deuxiéme cas : p+ 1 impair.
— Premier sous-cas : 8 > 0. Si xg € |r —eo,r[, la suite (x,) croit vers r et si zq €
|r,r + o[, la suite (x,) décroit vers 7.
— Deuxieéme sous-cas : 3 < 0. Il n’existe pas de suite non stationnaire qui converge
vers r.

Soit (z,,) une suite non stationnaire qui converge vers r a valeurs dans |r — g, + go[.
Quitte & remplacer (x,) par (uy,) = (2, —7) et f par g : u— f(u+7)—-r, on peut
supposer que r =0 (en effet, up41 = Tps1 —7 = f(zn) =7 = f(up +7) —r = g(u,) pour
tout n et limy, 400 uy, = 0). Quitte & remplacer (z,,) par (v,) = (-xy,) et f par h:v



32

CHAPITRE 4. SUITES REELLES ET COMPLEXES

—f(-v), on peut supposer que xg > 0 (en effet, vpi1 = —2ps1 = —f(zp) = —f(-vy) =
h(vy,) pour tout n et vy = —zp). On vient de voir qu’alors, on a nécessairement /3 < 0.

D’abord, la suite (y,) converge vers 0. On a pour tout n :

)—1/p

= (an+a+a)” /P

-1/p

Yns1 = (a(n+1) +

= (((cm + a)_l/p)_p + a)
)—l/p

(y;p +a = ga(yn)

ou, pour tout x >0,
ga(x) = (7P + a)_l/p =z (l+ axp)_l/p.
Remarquons que la fonction g, est du type < voulu » car au voisinage de 0, on a :

ga(x) =2 - A o(zP™).
b

a b
L’hypothese s’écrit : —— < = < ——. Pour z € ]0,&¢[, on a :
p p

flx)=go(z)=2- BaP*t 4 o(po) - (x - %xml + o(xp+1)) = (—ﬂ + % + 0(1)) Pt

quantité strictement positive pour 2 dans un intervalle de la forme ]0,&’[. On mon-
trerait de méme que f(x)-gp(z) < 0 pour & dans un intervalle ]0,”[ convenable. En
prenant € = min(e’, &), on obtient la double inégalité voulue sur ]0, e[.

Comme (x,,) converge vers 0, il existe N tel que pour tout n > N, le terme x,, appar-
tient a ]0,e[. Vérifions par récurrence sur k que

0< (ak + w_p)_l/p <INk € (bk + x&p)_l/p <e.

Il n’y a rien a démontrer pour k£ = 0. Soit k£ un entier pour lequel l'inégalité est
satisfaite. Comme xny € ]0,¢[, on a I'encadrement g,(zn:k) < f(ZNsk) < gp(TNik) <
TN+k, C€ qui permet de conclure puisque

(a(k+ 1)+ 2d) ™ = gu(ak+ ) ™7) et (bk 1)+ 2d) ™ = (k) ).

Rappelons que N est fixé. Factoriser ce qui est grand, an, donne 1’équivalent :

-p\~1/p -1/ —aN +ay i -1/
(a(n-N)+a ) " = (na) P 1+ ———2 ~ (na)~P.

Dot :

-py\~1/p -p\~1/p
o Lp (1 N M) <ntPg, <bUP (1 + M) .
an bn

Jusque 13, a et b étaient arbitraires. On va les choisir proches de —pf®*1(0)/(p+1)!,
de sorte que a /P et b=1/? sont proches de :

P -1/p
+1 -1/p
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Soit 1 > 0. Par continuité de u — u i , on peut choisir a et b tels que
C-n<a P <p P it

Ce choix détermine € et N comme ci-dessus. Pour n > N, on a donc :
-py\~1/p -py\~1/p
—aN + 2P =N + 2
<e_n>(1+—N) gnvam)(“—N) |
an n

Les suites entre parenthéses tendent vers 1 donc il existe N’ > N tel que pour n > N/,
on ait :
0-2m<nPr, <0+ 2.

Autrement dit, n*/Pz,, converge vers £. Ainsi, si f(x) =2 - BaP*t + o(2P*h),

Ty ~ (_&f(pﬂ)(o))l/p ~ (npB)~1/P
L ST pey

3 -1/2
1 3
(d) Avec f(x)zsin:vzx—%+o(x3), 0nap=2et5=6,d’of1 ZL‘n"'(%) ~y/ =
n
3. Lorsque f’(0) = -1, la discussion est plus difficile & structurer, il y a trop de cas pos-

sibles. La premiére remarque, c’est que les sous-suites (z2,) et (z2,4+1) sont des suites
récurrentes pour la fonction g = f o f, qu’elles convergent nécessairement vers r et que
g'(r)=f'(r)f'(f(r)=1.

Supposons que f(z) = -z - BaP* +o(zP*), alors g(z) = x+ (1- (-1)P*1) BaP*! +o(xP*). Si
p+1 est impair, alors g(z) = x+2BxP* +o(xP*1), ce qui donne lieu & des suites convergentes
si et seulement si § < 0. Mais si p+ 1 est pair, tout peut arriver selon les termes suivants
du développement limité (s'ils existent). Par exemple, si f(z) = —x — B2 — vo3 + o(2?), on
trouve g(x) = 2 —2(8%-v)z3+o(z?) et I'existence de suites convergentes non stationnaires
dépend du signe de 3% - ~, voire des termes suivants si 5% -~ = 0.

4.2 Suites complexes

Exercice 16
Soit A = (24) une matrice complexe telle que (c,d) # (0,0). Pour z complexe tel que cz+d # 0,

on pose :

A-z=a2+b

cz+d

Soit (un )nso la suite définie par un complexe ug et la relation : Vn € N, uy1 = A-u, (quand
cela est possible). On cherche des conditions d’existence, une expression plus ou moins explicite
de u, en fonction de n, et la limite éventuelle de la suite.

1. On suppose que la suite est définie jusqu’au rang n. Montrer que u, = A™ - ug.

2. On suppose la suite définie jusqu’au rang n— 1. Montrer que u, est définie si et seulement
si

An(uo’ 1) ¢ Cel’

oil on note (eg,ez2) la base canonique de C?.
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3. On suppose ici ad — be = 0. Que peut-on dire de la suite (u,)? On distinguera le cas
nilpotent et le cas non nilpotent.

4. On supposera dorénavant que ad — bc # 0, c’est-a-dire que A est inversible. Montrer que
la suite est bien définie, sauf pour un nombre au plus dénombrableﬁ de valeurs de uy.

5. Traiter le cas ou A est diagonale : b=c = 0.
6. Traiter le cas ou A est triangulaire mais non diagonale : a =d, c=0, b # 0.

7. Soit P une matrice complexe inversible et soit, pour n entier naturel, v, = P - u,, (cette
suite est bien définie <« en général »). Montrer que (v, )neny est la suite homographique
définie par vg et la relation : Vn e N, v,.1 = A’ v, ou A’ = PAP™L.

8. En déduire, selon que A est diagonalisable ou non, une expression de u,, faisant intervenir
les valeurs propres de A et 'existence éventuelle d’une limite.

Soluce
1. La question se rameéne & montrer que si A’ = (Z,/ fll,), A" (A-z) = (A'A) - z, lorsque la
formule a un sens. Méme si ce n’est pas tres éclairantﬂ nous allons appliquer la méthode
brutale :
raz+b /
A" (A-2) = w
C/a,z+b +d
cz+d

_(da+Vc)z+ (a'b+b'd)
C(da+dc)z+ (cb+dd)
=(A'A) -2

2. On note A" := (i” Z” ) D’apres la question qui précede, u,, existe si et seulement si A™ - ug

existe, et donc si et seulement si c,ug + dy, # 0. Ceci revient a dire A™(ug, 1) ¢ Ce;.

3. Comme A est non inversible mais non nulle, son rang est 1, et donc, les vecteurs (a,b) et
(¢,d) sont proportionnels. Puisque (¢, d) # (0,0), il existe un réel X tel que (a,b) = (¢, d).
Il en résulte deux cas :

Premier cas

Si ug est racine de ’équation cz + d = 0, alors la suite s’arréte a ug. Une breve histoire.
Deuxieme cas

Si ug n’est pas racine de I’équation cz + d = 0, alors u; = A. Donc, soit A est racine de
cz +d =0, dans ce cas, la suite a’arréte a uq, soit A n’est pas racine de cz +d = 0, et dans
ce cas, la suite (uy)nen+ est constante et égale a .

Notons, pour la gloire, que ces deux sous-cas correspondent auz cas ou A nilpotente, ou A
non nilpotente. Effectivement, on a par hypothese, a = ch. Une valeur propre de A est
donc 0 (puisque A est non inversible), l'autre étant tr(A) = a+d = cA+d. Le sous-cas ot A
est racine de cz +d correspond donc au cas ot 0 est valeur propre double de A, et donc, A
nilpotente, par Cayley-Hamilton.

4. D’apres la question 2), la suite est bien définie, sauf si ug appartient & ’ensemble

d
S:= {——n, avec n tel que ¢, # 0}.
Cn

7. Se rapporter a la notion d’action par homographie sur la droite projective permet d’enluminer un peu ce
gros calcul.
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On utilise au passage le fait que si ¢, est nul, alors d,, ne I’est pas, puisque A™ est inversible.
On a donc bien que I’équation ¢,z + d,, = 0 possede forcément au plus une solution. Donc,
I’ensemble S est au plus dénombrable, puisqu’il s’injecte dans N.

5. On a donc, par hypotheses, a et d non nuls, et u, = up-1; une suite géométrique qui ne
sera un secret pour personne.

6. On a donc, encore par hypotheses, a = d non nul, et u,, = u,_1 + % ; une suite arithmétique,
dont il serait méchant de se moquer.

7. On a vu dans la question 1) l’égalitélﬂ A" (A-2)=(A'A) -z, et donc

Un+1 =P tps1 =P (A-uy) = (PA) -u,
=(A'P) - up=A"-(P-u,)=A"v,.

8. On distingue deux cas :
Premier cas

Si A est diagonalisable, avec P tel que

A=pP! (A 0) P
0 w
Dans ce cas, v, = 2—:1)0, et donc
)\TL
-1
Unp = P . (M—nP . UU)

On ne détaillera pas plus ce calcul.

Si A = p, alors la suite est constante. Si [A| = |u|, avec A # p, alors, la suite (vy,) est une
suite géométrique non constante de raison e’ donc, on voit facilement par 'absurde que
la suite (u,) ne converge pas non plus. Sinon, on peut supposer sans perte de généralité
que |A| < |p|- La limite est donc égale a

lim wu, =P71.0,
n—>+00
lorsque ce complexe est défini (le module de u,, tend vers l'infini sinon). On peut voir (avec

un peu de travail) que le cas ou la limite est infinie correspond au cas ou eg est vecteur
propre de A pour la valeur propre A.

Deuxieéme cas
Si A non diagonalisable, avec P tel que

__1)\0,
A=P (OAP

a

Dans ce cas, a et A sont non nuls car A est non diagonalisable et inversible. On a v, = vo+7,

par la question 6), et donc
Up, :P_l-(P-u0+n%)

8. Finalement, cette égalité est celle qui définit la notion d’action de groupe. Mais ici, GL,(C) n’agit pas
vraiment sur C, puisque l'action n’est pas toujours définie.
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Ce calcul peut étre détaillé a I’envi par le lecteur.
La limite de (v, ) est infinie, et la limite de (u,) est donnée par

lim u, = lim Ptz
n—>+00 |z|—>+00

On peut voir (avec un peu de travail) que la limite de u,, est finie sauf dans le cas ou A
est triangulaire (non diagonale).



Chapitre 5

Séries numeériques

5.1 Formule d’Abel

Exercice 17 (Formule sommatoire d’Abel & applications)
Soit (an)nen+ une suite de réels, et soit > 1. On note A(z) la somme des termes d’indice
inférieur ou égal a x, c’est-a-dire :

=]
A(z)= ) an=), an,
n=1

1<n<z

ou | x| désigne la partie entiere de x.
On consideére f, une fonction de classe €, réelle ou complexe, sur [1,+oo[.
Le but de cet exercice est de démontrer la formule sommatoire d’Abel :

Ve [1,+o00[, 1<Z< anf(n) = (1<Z< an)f(m) _ /f (1<Z<ta") f'(t)dt.

1. En découpant l'intégrale sur [1,z] en somme d’intégrales sur [1,2],- [|z] -1, |z]],
[|x], 2], démontrer que I'on a
z lz]-1
Ji A7 @dt= 3 Am(en 1) = £0m)) + Adle]) (@) - f(lz])

2. En déduire la formule sommatoire d’Abel sous la forme :

T [z]
[T A®F®dt=- ¥ anf(m) + A@)f(2)

m=1

Soluce
1. On écrit, malgré nos réticences naturelles a suivre I'indication donnée par 1’énoncé :

T [xJ—l m+1 x
f1 A f (t)dt:mZ::l fm A) f'(H)dt + fmA(t)f £)dt.

37
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Or, dans la premiére intégrale, t varie entre deux entiers consécutifs, donc, A(t) est constant
et vaut A(m). De méme, dans la seconde intégrale, on a A(t) = A(|z]). On obtient

T [z]-1 m+1 T
f1 OLOLED) f A(m)f (t)dt+[LxJA([xJ)ftdt

mJZ: A(m)/ (t)dt + A(|w )f ‘(t)dt

J_
= ), Am)(f(m+1) = f(m)) + A=) (f (=) - f([z]))

m=1

,_

On tombe sur la formule souhaitée.

2. En remarquant que A(z) = A(|z]), la formule d’Abel se déduit de la question précédente :

z [z]-1 lz|-1
f1 A(t) f'(t)dt = Z A(m)f(m+1) - Z A(m)f(m) - A(|=]) f(|=]) + A(z) f(x)

[:L’J
:2A(m 1) f(m) - Z A(m) f(m) + A(z) f(x)

z)

= 2, (A(m) = A(m-1))f(m) - A1) f(1) + A(2) f(2)

m=2
|
= 2 amf(m) + A(2) f(x)

m=1

—

,_
8

Et la formule sommatoire d’Abel est démontrée.

Exercice 18 (Formule d’Abel et constante d’Euler)
1. Ecrire la formule obtenue précédemment, avec a, = 1, pour tout n € N, et f(x) = %, pour
x €[1,+oo].

2. Démontrer, pour tout n € N*, la formule :

no1
ZE—lnn—

k=1

3. En déduire I'existence de hm (Zk 17— In n) et en donner une expression intégrale.

Cette limite n’est autre que la constante d’Euler.

Soluce
1. Si l’on prend a,, = 1 pour tout n, on obtient, pour x € [1,+oo[,
[z]
A(z)= > 1=> 1=

1<n< n=1

De plus, pour f(z) = %, pour tout x > 1, on a :

@) =-—
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La formule d’Abel donne alors
1 T
Y - = lz] + / %dt.
e B 1ot

dt
t )

Zl—lnn=m+fnmdt— nidtzl—/nt_[tjdt.
n 1 1 t2 1

2. En écrivant Inn = [ €, et en appliquant la formule établie ci-dessus avec = = n, il vient :

2k 2 2
3. On veut montrer que lim (ZZZI % —lnn) admet une limite en l'infini; d’aprés ce qui
n—+oo
précede, il s’agit d’étudier la convergence de l'intégrale 1+°° t_tgtJ dt.

L’inégalité
-1t 1
2
valable pour tout ¢ > 1, montre que I'intégrale est convergente par comparaison a ’exemple
de Riemann.

0<

On en déduit 'existence de la limite souhaitée, v, qui en passant, est comprise entre 0 et 1.

Exercice 19 (Formule d’Abel et équivalence d’une série)

On étudie ici une autre application de la formule sommatoire d’Abel.
N
On souhaite donner un équivalent, pour N entier qui tend vers l'infini, de Z Inn.
n=1

1. Reprendre la formule sommatoire d’Abel avec a, = 1, et pour f, la fonction logarithme.

N
2. En déduire un équivalent pour Z Inn.
n=1

Soluce
1. On prend, comme indiqué, a, = 1, pour tout n, de sorte a avoir, de méme que dans
lexercice [18| précédent, A(z) = | x|, pour tout z > 1, et f(z) =Inz, pour z > 1.
La formule d’Abel s’écrit alors, pour N € N* :

o Nt
zjlnnlenN—/1 Tdt.
n=1

2. Comme, pour tout ¢, on a 0 < |t] <t :

N N
os/ Mdtéf dt=N-1.
1 t 1

Or, comme N -1 est négligeable devant NIn N, on obtient I’équivalent :

N
InN! = Z Inn ~NInN.

n=1

5.2 Fonction zéta de Riemann
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Exercice 20 (Fonction zéta de Riemann)
Pour s réel strictement supérieur a 1, on pose

+ool

((s)=2 pord
n=1

1. Montrer que ¢ est une fonction de classe € sur ]1,+oo[, et exprimer sa dérivée.

2. En effectuant une comparaison série-intégrale, montrer que

too dt 1
= = < .
= S¢)

Vs> 1, ((s)—1</1

3. En déduire la limite de ¢ en +oo, ainsi qu'un équivalent de ¢ en 1*.

4. Montrer que l'on a :
0o ts—l

Vs> 1, C(S)F(s):f0+ —

olu, naturellement, I est la fonction d’Euler définie pour tout réel s >0 par

+00
I'(s) = [O t5 e tdt.

dt,

Soluce
1. Pour montrer que ¢ est une fonction de classe €' sur 11, +oo[, il suffit de démontrer qu’elle
est de classe €1 sur tout intervalle de la forme [a, +oo[, ol a > 1.

Fixons donc a > 1. Tout d’abord, la fonction ¢ est limite simple, sur |1, +oco[, de la série

1

n>1 n®
Montrons a présent que la série des dérivées converge uniformément sur U'intervalle [a, +oo].

On a, pour tout s > a,
d(l)_ Inn
ds\ns)]  ns’

De plus, en écrivant a =1+ 2h, h > 0, on obtient

Inn Inn I 1
na gk ek O\ R )
puisque, lorsque h est fixé,

Inn

— — 0.
nh n—+oo

Comme h > 0, le critere de Riemann assure que la série de terme général 1/n'*" converge ;

on en déduit donc la convergence de la série

Inn
> )

a
nx1 1
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Comme de plus, pour tout s > a, on a

on en déduit que la série

converge normalement, donc uniformement, sur lintervalle [a,+oo[. Cela montre que la
fonction ¢ est de classe €' sur cet intervalle, et que sa dérivée est donnée par

Vsza, ('(s)=). —1nn.

S
n>l T

Ceci étant vrai pour tout a > 1, la conclusion est également valable sur ]1,+o0[ et l'on
obtient le résultat voulu.

2. Notons tout d’abord que, en utilisant de maniere classique le critere de Riemann sur les

intégrales, la fonction ¢t — 1/t° est intégrable sur |1, +oo].
A présent, effectuons une comparaison série-intégrale. Pour tout s > 1, pour tout n € N*,

1 <[n+1dt< 1
(n+1)s " Jn  t5 s

D’apres la question 1, les séries convergent sur ]1,+oo[ ; on peut donc effectuer une som-

+00 n+1 dt +o00 1
2 (n+1)s f < s

c’est-a-dire, par changement de variable et par linéarité de 'intégrale,

c@-1-3 < [T R,

on obtient :

mation, pour obtenir :

. Utilisons ’encadrement précédent pour en déduire la limite de la fonction ¢ aux bornes de

lintervalle ]1,+oo[. D’apres ce qui précede, on a, pour tout s > 1, pour tout n € N*,

g(s)—1<f1+°°%<g(s).

f+°°dt_ 1 [1]+°°_ 1
1 5 1-slts1]y  s-1

Comme

on en déduit ’encadrement

Ainsi, lorsque s = 1*, on a

¢(s) ~

Pour étudier la limite en I'infini, observons que ( est une série a termes positifs, dont le
premier terme est 1. On a donc, pour tout s > 1,

< ().
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On en déduit, pour tout s > 1, ’encadrement

1<¢(s) <1+

Par le théoreme des gendarmes, on a alors

((s) — L.

5—>+00

. Posons s > 1. Ecrivons un développement en série de I’élément 1/(e’ —1) : pour ¢ >0, on a

1 e—t +00 +00
— — — eft efnt — Z efnt
1 1 —€ n _1

f+oo 51 +oo io :
dt = / £ ( e )dt.
o e-1 0 =

Supposons pour le moment que I’on peut allegrement intervertir somme et intégralelﬂ; on

obtient alors
+00 tS 1 L
fo [ A

Par le changement de variables u = nt, qui est un difféomorphisme de R} dans lui-méme,
on obtient

+00 ts 1 +00 s—l du +00 (8) +00
[0 -dt - Zf T s —F(s)z = T(s)¢(s).

On obtient bien I’égalité souhaitée :

et —

On peut donc écrire

+oo ts 1
[ St =)o),

Reste maintenant & justifier proprement l'interversion somme/intégrale. Pour s > 1 fixé,
posons alors, pour tout ¢t € R}, pour tout n € N*,

fn(t) - ts—le—nt‘

Pour tout n > 1, la fonction f,, est intégrable sur R} puisque, en 0, f, est équivalente a
t — t571, intégrable par le critére de Riemann car s > 1; et en l'infini, elle est négligeable
devant t — 1 /1527 puisque intégrable, par le méme critere.

De plus, comme les fonctions f,, sont positives sur RY, il reste a vérifier que la série des

> [ 5= % [ g

n>1 n>1
converge. Or, par le calcul effectué précédemment, on obtient
S fou = X[ 0= T () (),

ce qui prouve la convergence voulue, et justifie l'interversion somme-intégrale, par le
théoreme d’interversion de Lebesgue.

nx1 nz1

1. La justification ne saurait tarder.
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Exercice 21
On rappelle que ((s) = Yj>1 k7% pour s> 1. Le but de cet exercice est de démontrer que

Z C(Qn)

22n-1 "~

1. Etablir la formule annoncée en utilisant la définition de ¢(2n) et en permutant 'ordre de
sommation.

2. (a) Démontrer que pour n entier non nul, on a :
2n-1

1 ED g
(2n—1)!/0 o198 = ¢ (2n).

(b) En déduire la formule annoncée.

3. Dans lexercice [34] il est démontré que

1 1
VreR\7Z, cotx=—+2x) ———.
x ,;xz—k?w?

En déduire que pour ¢ réel tel que 0< [t/ <1, on a :

3 C(an)2n = 1 -7t cot(mt)

i1 2

)

puis la formule annoncée.

Remarque Cet exercice est tiré de Math Stack Fxchange. Il permet d’utiliser un certain nombre
de théoremes d’inversion de sommes et d’intégrales.

Soluce
1. (a) Ona:
2
D "
= ,;,; o 1k,2n ;,;17;1 (4k2)2” par ’exercice
1 1 1
ZQQ@X@ZQ,;—AWA

>1 )
= s

la derniere somme étant télescopique.

2. (a) Soit n > 1. La fonction x + x2"71/(e® — 1) est continue et positive sur R*; elle est
équivalente & 22772 au voisinage de 0 et négligeable devant e 2 au voisinage de
I'infini. L’intégrale suivante existe donc, et un développement en série entiere donne :

[+ v dz = [+ 2"l (1-e ™) ldz = /+ Y e Pz,
0o e'-1 0 0

p20
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Le théoréme de convergence monotone appliqué a la suite fp : x — 227! Zlf;:o e~ (pr1)z
(P € N) permet de permuter la somme et U'intégrale :

f+ 2n-1 Z —(p+1)xdx Z f 2nflef(p+1)xdx _ Z /‘+<>o $2"*Ie*kxdx'
0 250 50 k170
Or, pour k € N*, on a en posant t = kx :
T on-1 —ka _ +oo g2n1 725 1 1 _ (271,— 1)'
'[0 e dr = /0 2n1® kdt o I'(2n) = o

(on peut calculer I'intégrale par récurrence grace a une intégration par parties sans
faire appel a la fonction gamma de 1’exercice 45)). On en déduit en sommant sur k :

2n—-1

[0“”’ dz = 2(2’;—1) (2n - 1)I¢(2n).

X __
e’ -1 k>1

(b) La série de terme général ¢(2n)/22""! est convergente puisque ¢(2n) < ¢(2). Do,
par convergence monotone encore une fois pour 1’égalité non évidente :

¢(2n) 1 +oo g2n-l
2ot = Lo —1'[ e
n1 w1 (@n-1)Jo e

2n-1
+00 z 1 +00 hZ
:/ EL dl':/ S 2 d.f[}
0 Si(@2n-1)ler-1 0 et/2(e%/2 - ex/2)

+o00
= f 1eﬂ”/QdJC =1.
0 2

3. Pour t = 0, ’égalité est triviale. Si 0 < |t| < 1, on a en prenant x = 7t dans le développement
de la cotangente :

1 1 1
1-mteot(mt) = 2722 Y ——— = 2722 X —
I; 7-(-2k2 _ 7-‘-2-[:2 k‘Z:I ’7T2k'2 _ 12_22
t2 +2
EDINED LTI opypaceg Dopape
k;l p>0 k>1nx1

_ _ 2
=2y szn-2EC(2n)t "
n>1k>1 k>1
(NB : La permutation des sommations est justifiée par ’exercice plus précisément par
la question |1|si ¢ est positif donc par la question 2| pour ¢ quelconque.)
La formule tant désirée et tant démontrée résulte du choix ¢ = 1/2.

Remarque Les deux premiéres méthodes sont astucieuses mais la troisieme apporte plus infor-
mation. Elle permet par exemple de calculer :

¢2n) w ™ s

—1)1 = —coth=-1=
,;( s ety t =

La premicre méthode buterait sur la somme Y51 1/(4k% +1).

5.3 Tests de convergence
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Exercice 22 (Cas douteuxﬂ du test de d’Alembert : régle de Raabe-Duhamel)
Pour déterminer si une série réelle converge ou non, le critére de d’Alembert nous rend bien
souvent service. Cependant, il arrive de tomber sur le cas que personne ne veut croiser :

Uu
n+1 1

Uy N—+0o

Le critere qu’il faut alors utiliser dans ce cas est le critere de Raabe-Duhamel, que 'on va
détailler ici.
Soit (uy) une suite a termes réels strictement positifs telle que

M = 1_g+0(i)

Uy, N—=+00 n n2
pour un certain réel a. On veut alors montrer le critére de Raabe-Duhamel : la série de terme
général (u,) converge si et seulement si a > 1.
1. Montrer que la série de terme général vy,,1 — vy, ol v, = In(n%u, ), est convergente.

2. En déduire I'existence d’un réel strictement positif A tel que

A
U N =
" potoo n&

3. Démontrer alors le critéere de Raabe-Duhamel.
4. Exemples d’emploi.

(a) Déterminer la nature de la série de terme général

. _ 135-(2n-1) 1 _ +o0  dt a
1) un = —516-5m vn iii) wy, = (fo a+5Hn ) » aeR

0a ! *
) on = EDE)-Em @ <R

(b) On considere la suite donnée par la condition initiale uy = 1 et la relation de
récurrence, pour tout entier naturel n,

Upsl Mt a

Up, n+b

ou a et b sont deux réels strictement positifs. Etudier suivant les valeurs des réels a
et b la convergence de la série de terme général u,.

5. On reprend la premiére question avec ’hypothese (plus faible) suivante :

Un+l 1—g+0(l)

Uy MN—=+0 n n

Préciser les valeurs de a pour lesquelles on peut conclure a la convergence de la série Y w,,
pour lesquelles on peut conclure a sa divergence, et pour lesquelles on ne peut conclure.
Indication : on pourra utiliser la suite v, = ln(nﬁ un) ou [ est un réel différent de a.
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Soluce
1. Soit n € N. En utilisant I’hypothese sur la suite (u,), ainsi qu'un développement limité de
la fonction logarithme, on écrit :

1 (0%
Unt+1 — Up = In((n + 1)%ups1) — In(n%uy) = In ((1 + —) u"“)
n Up

:aln(1+%)+ln(ug—;l)
ce(Eeo( L)) sm(a-20(L))

o) (o))

Ainsi, |v,41 — vp| est dominé par le terme général d’une série convergente, par le critere de
) )
Riemann, donc, la série Y (v,41 — v,) converge absolument, donc, converge.

2. On a vu dans la question précédente que la série de terme général v,,1 — v, converge; Or,
pour tout N € N, par téléscopage, on a :

N

Z(Un+1 - Un) = UN+1 — Vo-
n=0

La convergence de la série implique donc la convergence de la suite (v,) : il existe p € R
tel que

In(n®up) =v, — p
n—+oo

On en déduit 'existence de X :=e! € R} tel que

n“u, — A\
n—+oo

On a donc bien I’équivalence en I'infini :

A
Un"’n—a.

3. Le critere de Duhamel se déduit directement de la question 2, ou1 ’on a obtenu un équivalent
en 1/n® du terme u,. Par le critere de Riemann, la série de terme général \/n® converge
si et seulement si « > 1; donc, comme équivalent de ce terme, il en va de méme pour la
série Y. uy,.

2. Mais non contagieux !
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4. (a) (i) Soit neN. On a:

Upe1  1-3-(2(n+1)-1)  2-4---(2n) n
up,  2-4-(2(n+1)) 1-3-2n-1)Vn+1

B n 2n+1
“"Von+12n+2

1
:1+% 1

1
L+a 1+l

o))
o )5 o()
-t

D’apres le critere de Raabe-Duhamel démontré précédemment, on en déduit

Pexistence d’'un A € R} tel que :
A

Up ~ —,
n

qui est le terme général d’une série divergente. Ainsi, Y u,, diverge.

Remarque (méthode alternative) La définition de la suite (uy,) n’est pas
sans rappeler les intégrales de Wallisﬂ définies par

™

I, = .[05 sin"(z)dx.

... Et a raison, puisque, en utilisant une intégration par parties, on obtient la
relation de récurrence
n—-1
In = _In72a
n

ce qui implique que, pour p € N*,

_(2p-1)(2p-3)-3-17
T 2p(2p-2)-2 2

I,

On en déduit que
2

Up = Ignﬂ_—\/ﬁ.

Or, en poursuivant U'étude de lintégrale de Wallis, on obtient l’équivalent en
Uinfini

On a alors

qui est le terme général d’une série divergente. En conclusion, la série Y u, est
divergente.

3. Dont I'étude est détaillée dans [3].
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(ii) Soit n € N. De méme, on écrit

Upil (n+1)(n+1)! (a+1)(a+2)-(a+n)
u, (a+1)(a+2)(a+n+1) nn!
n+l n+1

Ca+n+l n
-1
(29 (-3
n+1 n
1
(@)
n n n
1- 1
=1- a4 +O(—2)
n n
On obtient alors 'existence d’un A € R} tel que

A

nl-a’

Up, ~

La convergence de la série Y u, va dépendre de la valeur de a € R} : si a <0, la
série Y u, converge; si a > 0, elle est divergente.

I ‘_ f+w dt
" Jo (1+3)n

On va établir une relation de récurrence entre 1,41 et I,,. Par une intégration par

(iii) Soit n € N. Posons

parties, on obtient :

0 (1+3)n+
:/+°°1+t3—t3dt
o (1+t3)
:h_/“*_iﬁz_
o (1+e3)n+t
+00 t2
_1 _([—_t]“’lif“” L)
" 3n(L+8)" |, 3nJdo  (1+83)n

1 (1-)
3n

En utilisant un développement limité, on en déduit

un+1 I?Ll 1 a a 1
e (19 ) =150 )

Up I 3n 3n

Finalement, on obtient I'existence de A € R} tel que

A
Up ~ — -
n3
Encore une fois, la convergence de la série Y u,, dépend de la valeur de a € R : si
a > 3, la série converge ; sinon, elle diverge.
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(b) Pour n € N, reprenons la formule de récurrence définie dans ’énoncé :

() ) = ()0 o )

=1+a_b+0(i2)
n n

Up+1 _n+a_1+

3|3

Unp, n+b 1+

On se ramene alors au cas de la question 1, et on en déduit qu’il existe A € R} tel que

A

~ nb-a’

Un
Ainsi, la série Y u, est convergente si et seulement si
b>1+a.

5. On suppose cette fois que 'on a, pour n € N,

Unp+1 e} (1)
=1-—+o0|—].
Up, n n

Suivons l'indication de 1’énoncé, en posant
U = In(nPuy,),

ou 8 # a. On a de méme que précédemment

R B C RO ) R O R )

D’ou I'équivalent en 'infini :

b -«
Un+1 —Un ~
n

Ainsi, la série Y (vn41 — vy,) diverge, et donc, par télescopage, de la suite (v,). Deux cas se
présentent :
e Si B —a >0, alors la suite v, tend vers l'infini. Dans ce cas, on a

e’ = nPu, — +oo.
n—>+o00
Ainsi, a partir d’'un certain rang, on a
1

Cette inégalité nous permet de dire quand la série > u, diverge; en effet, si 'on prend
a<l, et fe]a,1],onabien f-a>0,et B<1, ce qui assure la divergence de la série de
terme général 1 /nﬁ, et donc, par I'inégalité précédente, celle de terme général u,,.

On ne peut cependant pas conclure sur les cas de convergence de Y u,,.

e Si B—a <0, alors la suite v,, tend vers —oo, et on a donc

e’ = nPu, — 0.
n—>+00
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Dans ce cas, a partir d’un certain rang, on a

Cette fois, cette inégalité nous permet de dire quand la série Y u, converge; en effet, si
Pon prend a> 1, et S € ]1,af, on a bien B-a <0, et 8> 1, ce qui assure la convergence de

la série de terme général 1 /nﬂ , et donc, par I'inégalité précédente, celle de terme général
Up,.-

Remarque Observons un cas ot o = 1, et l'ou ne peut pas appliquer le critére de Raabe-
Duhamel ; posons, pour n € N,

On a

Upt1 M Inn
u, n+1lln(n+1)

o)) e (G)

On wvoit ici que l’on n’est ni dans le cadre du critére de Raabe-Duhamel, ni dans le cadre ou
l’on avait pu conclure sur la nature de Y u, dans la question 5, puisque l'on se retrouve dans le
cas limite ou o = 1.

En revanche, il est possible de conclure directement sur la nature de la série Y. 1/(nlnn),
puisque c’est une série de Bertrand; et par ce critere, cette série diverge.

5.4 Groupement de termes, comparaison et interversion

Exercice 23 (Groupement de termes, ou sommation par paquets)
Etant donnée une série > uy, a termes réels ou complexes, on étudie la série obtenue en regrou-
pant par paquets des termes d’indices consécutifs.
Plus précisément, soit ¢ une application strictement croissante de N dans N telle que ¢(0) =

0 et soit

p(n+1)-1

Un = Z Uk

k=p(n)

On veut étudier les liens entre la convergence de la série Y u, et celle de la série " v,,.

1. Montrer que si la série > u,, converge, alors la série > v, converge et les deux séries ont
méme somme.

2. Montrer que si la série Y v, converge, si la longueur des paquets est bornée et si la suite
(uy,) tend vers 0, alors la série ) u, converge et les deux séries ont méme somme.



5.4. GROUPEMENT DE TERMES, COMPARAISON ET INTERVERSION 51

3. Montrer que si la série Y v,, converge et si chaque paquet ne contient que des termes de
méme signe (donc Y u, est supposée étre a termes réels), alors la série > u, converge et
les deux séries ont méme somme.

4. Application : déterminer, suivant la valeur du réel «, la nature de la série de la série de
terme général

(-1)EG/™)

n ’I’La

Soluce
1. Supposons que la série Y. u, converge. Posons S, := ug + u1 + - + u,,. Par définition, on a

Vo=Uptup+--+ Up(1)-1

U1 = Up(1) + 0+ Up(2)-1

Un = Up(n) + 0 F Up(n+1)-1
FEn sommant, on obtient alors
Vo + o Up = UQ UL+ F Up(ne1)-1 = Op(nil)-1-

Or, par hypothese, la série Y u, est convergente, ce qui ce traduit par l'existence de S,
finie, telle que
S, — S.

n—+oo

On en déduit que
Sgo(n+1)—1 — S,

n—+oo

en tant que suite extraite de la suite (S, ),. Ainsi, la convergence de la série Y u,, implique
celle de Y vy, et les deux séries ont bien méme somme, S.

2. Supposons maintenant que la série Y v, converge. Fixons n € N, et considérons S, =
ug + -+ +uyp. Par hypothese sur la suite (v,,), la suite (S,p)-1) est convergente, et tend vers
une limite finie, S.

De plus, comme la fonction ¢ est strictement croissante, a valeurs dans N, elle tend vers
I'infini, ce qui implique que, pour ce n fixé, il existe un p € N, forcément unique, tel que :

ne[p(p);e(p+1)[.
Nous avons alors
Sn =upt+--+tup=u9+--+ u@(p),l + u(p(p) + uw(p)+1 + et Uy = S<p(p)—1 + Tp,

avec Tp = Uyp(p) + Ugp(p)+1 T T Un.
Notons que, quand n tend vers 4++oo, p aussi, par croissance de la fonction ¢ ; et 'on a
alors, par inégalité triangulaire,

Il = [ug(p) + Uppyer + o + | < [+ + Jun
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Comme 'entier n a été supposé compris entre ¢(p) et ¢(p+1) (strictement), on en déduit

rp| € |u ot g < u + ot U 1| <M- max U
7] ‘ so(p)‘ [un] ‘ ¢(p)‘ | ©(p+1) 1‘ @(p)skw(pﬂ)_J Kl
ol

M:=max(p(p+1) - ¢(p)),

peN

qui correspond au nombre de termes, ou encore, la longueur du « paquet » étudié dans
Iinégalité précédente ; donc, par hypothese, M est fini.
De plus, comme la suite (u,) tend vers 0, on a

max lug| — 0,
e(p)<k<p(p+1)-1 p=too
ce qui montre que
rp, — 0.
p—>+oo

Ainsi, en rappelant que
Sn = Sp(p)-1 + s

et en remarquant que, si n tend vers l'infini, alors, p aussi, on en déduit que

lim S,, = lim (S

n—>+oo p—>+00 v (p)-

1+rp)=S+0:S.

Donc, la série Y u,, converge, et elle a méme somme que la série > v,,.

. Attention, dans cette question, M n’est plus supposé fini. Reprenons I'inégalité précédente,

avec n fixé dans N, et p défini comme dans la question précédente ; on avait
1ol < [uppy| + - + [ugpray-a -
Or, par hypothese, chaque paquet ne contient que des termes de méme signe ; on a donc

Il < ‘“so(p)| toeet ‘uso(ml)fl‘ = ‘“@(p) toeet ug@(p+1)fl| = [vp|,

et le terme |vp| tend vers 0 quand p tend vers 'infini, puisque la série ) v, est supposée
convergente. Or, comme p tend vers l'infini avec n, on a donc

rp, — 0,
n—>+00

et cela entraine bien la convergence de la série de terme général u,,.

. Soit la série de terme général u,, tel que défini dans I’énoncé; on a alors, pour n € N, et en

choisissant pour ¢ la fonction x — 22, qui posséde bien les propriétés souhaitées, on a

(n+1)2-1 n2+2n (_1)E(\/n_2) ) n2+2n (-1)" _( n’+2n q

Up = Z Up = Z -1)" Z —.

o (e}
p=n2 p=n2 p p=n2 p=n? p

Il faut alors étudier plusieurs cas :

e Si o> 1, alors, par le critere de Riemann, la série > u,, est absolument convergente, donc
convergente.
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e Si o <0, il suffit de voir que le terme de la série des u,, ne tend pas vers 0 pour en déduire
que la série Y u, est divergente.

e Reste & étudier le cas ot 0 < a < 1. Pour n € N, notons

Comme n? < p <n?+2n, et a >0, on obtient

2n+1 A <2n+1
(n2+2n)e =" pla
Or,
2n+1 2

(n? +2n)e ne+oo p2a-1’

On voit alors ici deux sous-cas se profiler : si 0 < o < 1/2, alors, (2n + 1)/(n? + 2n)® est
équivalent a un terme qui ne tend pas vers 0, dont la série diverge, donc. Cela implique la
divergence de la série Y v,. Ainsi, par la contraposée dans la question 1, on en déduit que,
pour 0 < a <1/2, ¥ u, diverge.

Supposons a présent 1/2 < a < 1. Effectuons un développement asymptotique de (2n +
1)/(n?+2n)* :

2n+1 :2n+1(1+z) :2n+1(1_2_oz+o(i))

(n?2+2n)®  n2o n n2e n n?

2 1 2cv 1

2 1
T p2a-1 +0 (n%)

On a ainsi montré :

ce qui prouve que

2 1
An - n2a-1 O (@) ’

et donc que

2 1
_(_1\* .
v, = (-1) e +O(n20‘) )
Pour conclure, utilisons le théoreme spécial sur les séries alternées. Comme par hypothese,
200—1 > 0, la suite de terme général 2/n?*~1, qui est de signe constant (positif strictement),
tend vers 0 en décroissant. Ainsi, le théoreme spécial s’applique, et on en déduit que ¥ v,
converge pour 1/2 < a < 1.

Finalement, par la question 3, on en déduit la convergence de la série > uy,.

Exercice 24 (comparaison série-intégrale dans le cas ¢!)
Soit f:R, — C une fonction de classe €' dont la dérivée f’ est intégrable sur R,.
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1.

2. Déterminer la nature de la série de terme général u,, =

CHAPITRE 5. SERIES NUMERIQUES

(a) Montrer que f possede une limite finie en +oo puis que pour tout n € N*,

fnml (t—(n+1))f’(t) dt=f('rz)—fnwrl f(t) (5.1)

(b) Montrer que la série de terme général u,, = f(n) - fnn+1 f est absolument convergent

et que par conséquent les séries de termes généraux f(n) et fnn+1 f(t)dt sont de
méme nature.

(c) Montrer enfin que la série de terme général f(n) et lintégrale [;° f sont de méme

Soluce

1.

(a)

(b)

nature.

sin /n
—

On a, pour tout z >0, on a f(z) = f(0)+ [, f'(t) dt; puisque f” est intégrable sur R,
le second terme de 1’égalité précédente admet une limite finie en +o0. Ainsi f possede
une limite finie en +o0. L’égalité (4) résulte, elle, d’une simple intégration par parties.

D’apres (4), on a :

- [T [ w0y a
<[l ir@las [T ipmlar

n+1

Puisque, par hypothese, [ [f'(t)|dt est le terme général d’une série convergente,
la série de terme général u,, est absolument convergente. Par conséquent les séries de
termes généraux f(n) et fnn+1 f(t) dt sont de méme nature (si 'une converge, l'autre

aussi comme somme de deux séries convergentes).

— Silintégrale f0°° f est convergente, la série de terme général [ nml f(t) dt est conver-
gente donc, par ce qui précede, celle de terme général f(n) aussi.

— Supposons réciproquement que la série de terme général f(n) est convergente.
Toujours d’apres ce qui précede, la série de terme général fnml f(t) dt converge ce
qui équivaut & dire que [;* f(¢) dt posseéde une limite finie en +oo ; montrons qu’il
en de méme de la fonction = — [ f(¢) dt. Si x > 0 et n est sa partie entiere, alors
Jo f@)yde=[f)" f(t)dt+ [ f(¢)dt; d’apres la question 1, on :

‘fnxf(t)dt

Mais par hypothese, fnml |f/(t)| dt et f(n) sont les termes généraux de deux séries
convergentes, donc ils tendent tous deux vers 0 quand n — +oo, il en est alors de
méme de fn27 f(t)dt; on en conclut que l'intégrale f0°° f est convergente.

— Conclusion : la série de terme général f(n) et I'intégrale [, f sont de méme nature.

< [Tirwlas [Mrolar<izols [Tl

2. Notons d’abord que les résultats des questions précédentes restent encore vrais si on rem-

place R, par l'intervalle [ng,+oo[ ol ng est un quelconque entier naturel et considérons
la fonction f:t — Sin—t\/z; elle est de classe € sur [1,+oco[ et f'(t) = _sinyE | cosvE A

t 2t3/2

()] < &+ 2t+/2 et alors f’ est intégrable sur [1,+oo[ par comparaison avec une intégrale
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de Riemann; d’apres les résultats précédents la série de terme général u,, est de méme

nature que l'intégrale [, f(t)dt. Le changement de variable u = V/t montre que cette

derniére intégrale est de méme nature que 'intégrale 2 f1°° Sig“ dt dont la convergence est

notoire. Conclusion : la série de terme général u,, = # est convergente.

elwﬁi

na

1
Remarque Ceite technique permet de montrer que la série Z est convergente pour o > 3

Exercice en plus 1 (comparaison série-intégrale, bis)

1. Soit f une fonction continue positive décroissante intégrable définie sur R*. Montrer
I’existence de la limite suivante et la calculer :

tlirél+ Y tf(nt).

n20

2. En déduire un équivalent lorsque u tend vers 1~ de },,59 u™,

FIGURE 5.1 — Comparaison série-intégrale

Soluce

1. Soient t > 0etneN. Pour k € {0,...,n} et x € [kt, (k+1)t], ona: f((k+1)t) < f(z) < f(kt)
d’ol, en intégrant su cet intervalle de longueur ¢ :

tf((k+1)t) < /;:M)t f(z)dx < tf (kt).

En sommant, il vient (si ug = tf(kt), Yo Uk+1 = Lpeo Uk — U0 + Uns1) :

fo("+1)t f(2)dzx < i tf(kt) < fo(n+1)t f(x)dz +tf(0) =t f((n+1)t).
k

=0

Les hypotheses sur f font que lim,_ o tf ((n + 1)t) = 0. En faisant tendre n vers l'infini,
il vient :

fo f(x)d:zc:th(k:t)sfo F(2)da +f(0), don tli%th(kt):fo F(2)dz.

k>0 k>0

2. Lorsque u tend vers 17, In(u) tend vers 07. Mieux : In(u) ~ (u—1). On transforme le
terme u" pour le mettre sous la forme f(nt) : u™ = e’ Inu = o=(V/InuD)®  Op egt amend
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a poser f(x) = e pour z € R*, fonction dont lintégrale vaut V72 d’apres Dexercice
On en déduit que

n? /1 (n\/|lnu)2 ﬁ
%;)u vapn 7;) ny \/1—u 2

Exercice 25 (permutation de sommes)
Soit w: NxN - C, (n,p) = uyp une suite double.

1. On suppose que uy, , est un réel positif ou nul pour tout couple (n,p). Démontrer que

Z Zun,p Z Z“mp ZZuzk i

n>0 p>0 p=0n=0 k>01=0

On pourra par exemple introduire la borne supérieure de l’ensemble des ¥ (p p)eA Unp
lorsque A parcourt les parties finies de N x N.

2. En déduire que ces égalités restent vraies pour une suite double complexe quelconque
telle que Y,50 Yrs0 |Un k| < +00.

3. Que se passe-t-il pour uyp, = (-1)P/(n+p+1)7?

Remarque Le programme du concours ne permet pas de permuter ’ordre de sommation dans
les séries (bien que figure le produit de Cauchy de deux séries), ce qui est souvent bien commode.

On voit dans que pour les séries positives, on peut librement permuter les sommes, qu’elles
convergent ou pas. Pour des séries complexes (ou réelles de signe non constant), I’hypothese de
convergence absolue est indispensable.

Soluce
1. Soit

S= sup{ Z Upnp, AcNxNetA ﬁni}.
(n,p)eA

Montrons d’abord que S est égal a
S1=23, ( > unvp)
n>0 \p>0

(que S et S; soient finies ou non). Soit A ¢ N x N une partie finie : elle est incluse dans le
produit {0,...,N} x{0,...,P} pour N et P entiers convenables. Puisque tous les termes
sont positifs, on a :

N P N
2. Unp < QD Uy < Z D Unp <
(n,p)eA n=0p=0 n=0pz0

Comme ceci est vrai pour A quelconque, on a : S < Sj.

Inversement, soient P et N deux entiers. Vu que {0,...,N} x{0,...,P} est une partie finie
de NxN, on a :

Z Zun,pés.

p=0n=0
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! n n n
N N K N N+P

FIGURE 5.2 — Séries positives doubles : S < Sy, S1 €S, S3<S, S1<8S3

Lorsque N est fixé et P tend vers l'infini, il vient :

puis en faisant tendre N vers U'infini : S; < S. Ainsi, S =S;. De méme, S = Ss.

Enfin, soit
k
Ss= > > Ui
k>04=0
Pour tout K, on a :
K k
Z Z i < S = Sla
k=01i=0

car la somme est de la forme Z(M,)e Un,p. Comme K est arbitraire : S3 < S;. Inversement,
pour tous N et P, on a :

N+P &k
zzun,p\ Z Zuzk i < S3,
n=0p=0 k=0 =0

d’ou en faisant tendre N puis P vers l'infini : S < Sg.

2. Soit n un entier. Par hypothese, la série ., u, ) est absolument convergente, notons sa
~ ) . Ny , -

somme Uy = Y50 Unp- On a : U, < 2 p30 |tnp|, qui est le terme général d’une série
convergente. Il en résulte que la série de terme général U, est convergente. De méme,
pour p entier, la série de terme général V, = 3,5 gunp est bien définie et convergente.

Notons & nouveau :
St = Z Z“mp et S = Z Z Unp-

n20 p>0 p=20n20

Pour N et P entiers, on a :

guﬁiiumwi S wny et zv S Syt T g,

n=0p=0 n=0p>P+1 n=0p=0 p=0n>N+1
zone A zone B zone A zone C
de sorte que
N P N P
D Un =2 V| <0 D0 lunpl+ 20 D) lungl.
n=0 p=0 n=0p>P+1 p=0n>2N+1
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P, P

% e %
N N

n
FIGURE 5.3 — Permutation de deux sommes de signe quelconque

Prenons P = N. Pour (n,p) e NxN;sip>N+1lousin>N+1alorsn+p>N+1. Dou:

N P K
Yo Nunpl + D0 YT lunpl < DS D fuagil,
n=0p>P+1 p=0n>N+1 k2N+11=0

quantité qui tend vers 0 lorsque N tend vers I'infini en vertu de la question[Il Ceci entraine
I’égalité des deux sommes, quel que soit I’ordre de sommation.

3. Prenons u,, = (-1)/(n +p+1). Notons vp = ugp = (-1)P/(p + 1). Par le critere spécial
des séries alternées, la série } v, est convergente. Pour p > 0, soit Ry = ¥ 5,41 v son
reste. Toujours par le critere spécial, la suite (R,) est alternée et la suite (|Rp|)p>0 est
décroissante donc la série Yz est convergente.

P
Pour n fixé, la série Y, unp est convergente et sa somme est R,. Par la remarque du
paragraphe précédent, la somme ¥,,50 3,50 Un,p est bien définie.
Inversement, fixons p. Comme la série harmonique diverge, la série 3., u, , diverge. Aucune
des sommes ;5 Unp n'est définie, a fortiori la somme double ¥, 3,50 Unp non plus.

Exercice en plus 2 (produit de Cauchy)
Soient (an)neN €t (bn)nen deux suites complexes. On pose, pour n € N :

n
@p = Z apbp—r-
k=0

1. On suppose que les séries Y |ay| et Y |by,| sont convergentes. Montrer que la série Y |cy,|

converge et que
Z G, = Z an Z by,

n>0 n20 n20

2. Pour n entier, on prend a,, = b, = (-1)"/v/n + 1. Démontrer que la série de terme général
¢, est divergente.

3. Pour n entier, on prend a,, = b, = (-1)"/(n+1). Démontrer que la série de terme général
cp, est convergente.

Soluce
1. 11 suffit de poser wy, p = apb, pour (n,p) € N? et et d’appliquer Pexercice [25
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2. Pour neN, on a :

- (_l)k (_1)n—k ( 1)nzn: 1
Cp = =(- :
oVE+1vn-k+1 s/ (k+1)(n-k+1)
.1 2
Etant donnés z et y positifs, on a : 4oy < (z +1)?, dolt —— > et :

/LY r+y

Comme le terme général (c,,) ne tend pas vers zéro, la série ¥ ¢, est divergente.

3. Pour n entier, on a :

OO GO D Ly 2t

=), > (

Zok+1l n-k+1 n+2 Z2\k+1 n-k+1 n+2 [

21In(n)

Par suite, la suite (¢;,) est alternée et tend vers 0 (car |cy| ~

[y

len-1] = len| = Z
2

1 n
k+1 n+2221
n-1 1 9
B (n+1)(n+2),;0k+1_(n+2)(n+1)’

Zk+1'

99

). Sin>1, on a aussi :

suite qui est positive pour n assez grand (le premier terme est équivalent & 2In(n)/n?,
beaucoup plus grand que le second qui est équivalent & 2/n?). On peut donc appliquer le

critere spécial des séries alternées pour conclure que la série Y ¢, est convergente.

Exercice en plus 3 (sommation par paquets)

Soluce
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Chapitre 6

Séries de fonctions

6.1 Généralités

Exercice 26 (Game of convergences)

Pour x € Ry, et n > 2, on pose

xe—n:p

fn(z) =

Inn ’
avec par convention f,,(0) = 0.

1. Montrer que la série Y. f,, est simplement convergente sur R,. On note f la somme de
cette série.

2. Montrer que la convergence de la série Y f,, est normale sur tout intervalle [a,+oo[, ou
a>0.Y a-t-il convergence normale de la série sur tout R, ?

3. Montrer que la convergence de la série Y f,, est uniforme sur R;. En déduire que f est
continue sur R,.

4. Montrer que f est de classe € sur ]0, +oo[.

5. Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

Soluce
1. Tout d’abord, pour z =0, on a f,(0) =0, pour tout n > 2, donc la série Y. f,,(0) converge.

Pour z >0,on a f,(z)= o (#), puisque n%f,(z) - 0. Comme # est le terme général
+00 n—+oo

d’une série convergente, par le critere de Riemann, la convergence de la série ¥ f,,(z) est
assurée, pour tout z > 0.

2. Soit a > 0. On pose @, : x — ze "*. Lancons-nous dans une petite étude de cette fonction,
afin d’en déterminer une borne supérieure. La fonction ¢, est de classe €, et ’on a, pour
tout = > 0,

ol (z) =e™ (1 -nx).

Dressons son tableau de variation, pour un n « assez grand >>|1_1

1. Ceci pour assurer que % soit suffisamment proche de 0, de sorte que, quel que soit a > 0 choisi, a soit
toujours plus grand que %

61
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)
[a)
3=
e
+
3

() + 0 - -

n(2) T

+00

8
[an}
3=
S

en () + 0 - -
©n T —

On a donc, pour un entier n suffisamment grand (plus grand que 1/a pour étre précis),
max () = pn(a) = ae™™ sur 'intervalle [a,+oo[ ; et donc, toujours sur [a,+oo] :

max(fp) = fu(a) = a;: " nstoo (i)

n2
Ainsi, la série Y, f,, convergence normalement sur U'intervalle [a, +oo].
Cependant, si I'on se place sur Ry, on a

e—l

max(f,) = () -

nlnn’

Or ,ouqa=p= 1Ce

type de série ne convergeant que pour « > 1, ou bien pour a =1 et 8> 1 la série Y,
est divergente. Ainsi, la série Y f,, ne converge pas normalement sur R,.

est le terme général d’une série de Bertrand, de la forme
‘n lnn 0‘1 nelnfn

nlnn

. On considere dans la suite (Ry,)n, la suite des restes de la série des ¥, f,,, c’est-a-dire, pour
neNetz>0,Ry(z) =212 1 fu(z). Il Sagit de montrer que (R,,) converge uniformément
vers 0.

Fixons x > 0, et soit n € N. On a

+oo o~k T +00 . xe—(nJrl)r 1
0<Rp(z) = < =
n(2) xk:zn:ﬂ Ink " In(n+1) kzzn;rle In(n+1) 1-e®

On a donc, pour tout x > 0,

xe—nm

In(n+1)(e*-1)’

Rn(x) <

et pour z =0, R,,(0) = 0.
x

Or, on a

—1;et — (. On en déduit que la fonction
et —1 z-0 e? — 1 z—>+o0

x .
six>0
f:$r—> e? -1
1 six=0

est majorée; soit M > 0 tel que, pour tout = > 0,
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On a alors, pour tout x > 0, et pour tout n € N,

0< Ry(z) < — b
In(n+1)

Comme % tend vers 0 lorsque n — +o0o, on en déduit que (R,) tend uniformément
vers 0, sur R,, ce que 'on cherchait.

La continuité de f sur R, s’en déduit ensuite, comme somme d’une série de fonctions
continues uniformément convergente sur R,.

4. Pour montrer le caractere €' de la fonction f, on va utiliser le théoreme de dérivation des
séries de fonctions. Soit n > 2. La fonction f,, est de classe € sur R, et pour tout = > 0,

on a
e (1 -nzx)

Inn

fu(@) =

De plus, si 'on se place sur le segment [¢,d], o 0 < ¢ < d < +00, on a

1
(@) € e (14 na) <

Ainsi, par le critére de Riemann, la série ). f/ est normalement, donc uniformément conver-
gente sur [c,d]. Par le théoréme de dérivation des séries, la fonction f est de classe €1 sur
le segment [c,d], et pour tout x € [¢,d] :

ﬂm=iﬁu>

Ceci étant valable pour tous ¢ et d dans R, on en déduit que la fonction f est de classe ¢
sur R7}.

5. On étudie le taux d’accroissement

@ 0)_F e g

z-0 —Inn

On veut montrer que © n’admet pas de limite finie en 0. La fonction © est décroissante
sur 0, +oo[, et donc © admet une limite finie en 0 si, et seulement si, elle est majorée. Il
s’agit donc de montrer que © n’est pas majorée.

Par ’absurde : supposons qu’il existe M tel que 0 < © < M. En particulier, on aura, pour
tout x € Ry, et pour tout Ne N :

On fait tendre x vers 0%, pour obtenir, pour tout N € N :
N1
2 <M

Ceci est absurde, puisque la série ¥, —— i diverge. Conclusion : f n’est pas dérivable en 0.
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Exercice 27 (Dini & Weierstass)

Soit (f)r une suite de fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R et convergeant simplement
vers une fonction continue f. On suppose de plus que, pour z fixé, la suite (f,(x)), est
croissante.

1. (a) Montrer que la suite définie, pour n € N, par u, = ||f — fu||c est convergente.

(b) Montrer que, pour n € N, il existe x,, € [0,1] tel que u, = (f — fn)(zn).

(c) Montrer que (uy), a pour limite 0, c’est-a-dire que la convergence de (fy,)n vers f

est uniforme sur [0, 1].

2. On considere la suite (P,,),, de fonctions polynémes sur [0, 1] définie par les relations :

z - P, (x)?

Pp=0 et VneN, Ppii(z)=P,(x)+ 5

(a) Montrer que, pour x € [0,1], 0 < P,(z) < /x.

(b) Déduire de ce qui précede que (P,), est uniformément convergente, sur [0,1], vers

la fonction x +— /.

(¢) Montrer que la fonction x — |z| est limite uniforme, sur [0, 1], d’une suite de fonctions

Soluce

1. (a)

polynémesﬂ

Soit n € N. Par définition de la suite (uy,)n, et de la norme infinie sur R, on a

Un+1 = ||f - fn+1||oo = Ssup |f(33) - fn+1($)|

z€[0,1]
Comme, pour z € [0, 1] fixé, la suite (f,(x)), est croissante, on obtient

uns1 = sup |f(z) = fua ()| < sup [f(2) = fu(@)] = un.
x€[0,1] z€[0,1]

Ainsi, la suite (uy, ), est décroissante. Elle est de plus minorée par 0 (c’est une norme!) ;
par le théoréeme de la limite monotone, la suite (u, ), est donc convergente.
Soit n € N. La fonction = — (f - f,)(x) est continue (car f et f, le sont) sur [0, 1],
qui est un intervalle compact de R. Elle est donc bornée, et elle atteint ses bornes;
autrement dit, 3z, € [0,1]; up, = (f — fn)(zn).
Comme on a fixé n € N arbitrairement, ceci est valable pour tout n € N.
On a montré dans la question 1 (a) que la suite (u,) est convergente. Notons [ sa
limite. On veut montrer que [ = 0.
Faisons dans un premier temps une hypothese supplémentaire : supposons que la suite
(z5,) est convergente, et tend vers un certain z € [0, 1].
Fixons p € N. Comme la suite (f,(x)), pour un x donné, est croissante, on a, pour
tout n2p:

0< f(zn) = falan) < f(zn) — fp(an).

2. Ce résultat permet d’établir le théoreme de Weierstrass, puisque toute fonction continue peut étre approchée
uniformément par des fonctions continues affines par morceaux, qui, elles-mémes, s’écrivent comme combinaisons
lindaires de fonctions de la forme x — |z — ¢|.
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On fait alors tendre n vers l'infini; la continuité de la fonction f implique
0<I< f(x) - fpz).
Puis, en faisant tendre p vers l'infini, on obtient
0<1<0,

ce qui implique [ = 0.

A présent, revenons au cas général, ou la suite (z,) n’est pas forcément supposée
convergente. Comme (z,) est une suite a valeurs dans [0,1] qui est compact, par le
théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de (z,) une sous-suite qui converge
dans [0, 1]. Notons (7,(,)) cette sous-suite, et y sa limite.

En effectuant les mémes calculs que précédemment, en remplagant (z,) par (Zy(n)),
et x par y, on obtient de méme que u,, tend vers 0.

Soit x € [0,1]. On montre ce résultat par récurrence sur n.

Pour n =0, il n’y a rien a dire. Si ’on suppose le résultat vrai au rang n, il est déja
clair que P41 (z) est positif, car alors z — P,,(2)? > 0. De plus, comme z € [0,1], on a
x < y/x. En utilisant en plus 'hypothese de récurrence, on obtient

Ppi1 - \/5 = Pn(aj) — \/EJ'_ (\/E_ P”(m))Q(\/E"' Pn(x))

= (Va-Pu(@))( -1+ M)

(VZz -Pp(z))( -2+ z +Pp(z))
2
(\/5_ Pn(x))(Q\/E_ 2)

< <0,
2

ce qui termine la récurrence.

On va utiliser ici le théoreme de Dini démontré précédemment.

Commencons par noter que (P, ) est une suite de fonctions polynémes, donc en par-
ticulier, continues.

Soit maintenant x € [0, 1] fixé. La suite (P, (z)) est croissante, d’apres la question 2 (a),
majorée par \/x; elle est donc convergente. Notons (z) sa limiteﬂ; elle vérifie 0 <
{(x) < /z. De plus, comme (P,+1(z)) et (P, (x)) ont méme limite £(x), en passant &

la limite dans 1'égalité P,.1(x) = P, (z) + M, on obtient I’équation
— ()2
() = by + “

dont les solutions sont ¢(x) = \/z ou ¢(z) = —/x ; mais comme 0 < P,,(z) Vn € N, alors
la limite £(z) est également positive. Autrement dit, on a £(z) = \/x.

On a donc obtenu une suite (P,,) de fonctions continues de [0, 1] & valeurs dans R qui
converge simplement vers la fonction z — /z, continue. Comme de plus, pour z € [0,1]
fixé, la suite (P, (z)), est croissante, toutes les conditions sont réunies pour appliquer
le théoréme de Dini, qui assure que cette convergence est uniforme sur [0, 1].

3. A priori, elle dépend de z.
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(¢) D’apres ce qui précede, (P,,), converge uniformément vers la fonction x — \/z. Donc,
la suite (Qy), définie par Q,(z) = P,(2?),z € [0,1], converge uniformémentff} par
continuité, vers la fonction z — Va2 = |z|.

Remarque Le résultat de la question 2)c) peut s’obtenir directement en appliquant le théoréme
de Dini a la suite Q.

6.2 Séries entieres sur R

Exercice 28 (Un probléeme de dénombrement : les nombres de Bell)
Pour tout n € N, on note D,, le nombre de partitions de ’ensemble [1,n], avec par convention
Dp =1.

1. Calculer Dy, Do, Ds.

2 (n
2. Montrer que, pour tout n € N, on a la formule D1 = Z (k:)Dk En déduire que, pour
k=0

tout n € N, D, < nl.
+00
3. On pose f(z) = >, —72” (que l'on appelle série génératrice exponentielle de la suite
k=0 T
n)ns0). Montrer que cette série entiére a un rayon de convergence R non nul, puis
D Mont tte séri tie d R 1 i

calculer sa somme pour z € |-R,R[.

4. Exprimer D,, comme somme d’une série.

Soluce
1. Détaillons d’abord les cas n=1,2,3.

Pour n =1, il n’y a rien a dire.
Pour n = 2, les partitions[’| de 'ensemble [1,2] sont

{13 {23} et {{1,2}},

ce qui donne Dy = 2.

Enfin, pour n = 3, on partitionne 1’ensemble [1,3] en

{1y, {23, (33}, {{1.2.3}}, {{1}.{2,3}}, {{2}. {1, 3}}, {{3}.{1,2}},

donc D3 = 5.

Soit maintenant n > 3. Pour k € [0,n], on considére a présent Ej, 'ensemble des partitions
de [1,n + 1] pour lesquelles la partie qui contient n + 1 est de cardinal k + 1, fixé. On
regarde cette phrase droit dans les yeux, et on trouve #Ej = (Z)Dn,k. Effectivement, pour
constituer la partie contenant n + 1, il faut choisir k¥ éléments dans [1,n], puis réaliser une
partition des n — k éléments restants.

4. On a utilisé ici le résultat suivant : si (f,) est une suite de fonctions continues, qui converge uniformément
vers une fonction f, continue également, alors, pour g fonction continue, (f, o g) tend uniformément vers f o g.

5. On rappelle qu'une partition d’un ensemble X est une famille de sous-ensembles X; non vides et disjoints
dont la réunion est I’ensemble entier, i.e. tels que U; X; =X et X;nX; =@ si¢#j.
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De plus, comme les (Ej)ge[o,,] forment une partition de I’ensemble des partitions de [1,7+
1], on obtient la formule :

2o(n “on
Dpi1= ). (k)Dn—k = Z( .)Dj,
k=0 j=0\J
le passage de la deuxieme a la troisieme égalité n’étant qu'un changement d’indice j = n—k.
Quant a I'inégalité D,, < n!, elle se démontre par récurrence sur n € N. Elle est d’abord
vraie pour n < 3. Ensulte, si on la suppose vraie au rang n, alors :
2o(n n 1
Diot < ( )k:! Sl L C(n+1)!
kz:% k = (n—k)!
Et emballez, c’est pesé!
2. Par la question qui précede, pour tout n € N, on a =%+ < 1. On en déduit que le rayon de
convergence R de la série entiere est supérieur ou egal a 1, donc non nul.
Soit maintenant z dans |-R,R[. On a alors
Dyi1 +1
f(z)=1+) ———2"""
n=0 ( + 1)'
La fonction f est dérivable sur |-R, R[ (cette propriété sur les séries entiéres sur leur disque
de convergence étant une conséquence du théoreme de dérivation des séries), et 'on a
+ 00 D
fie)= 3 ot
Par la formule trouvée a la question 1, on en déduit que, pour z € |-R,R][ :
+ 00 1 n + 00 n Dk 1
=3~ (Z( )Dk)z”: > (Z——)z”.
=0 7'\ \F =0 \i=0 k! (n—k)!
Ne reconnaissez vous pas dans le terme de droite un joli produit de Cauchy ? Eh si! Celui
des séries ¥ 2 —r2" et ¥ %15 la premiere a pour somme f(z), on I'a vu, et la seconde, e*
Toutes les deux ont un rayon de convergence supérieur ou égal a R (pulsque celui de la
série Z% est infini). On a donc, pour z € |-R,R[, f'(2) = f(2)e*. On en déduit, par
intégration, qu'il existe C € R tel que, pour z € |-R, R[,
f(z) = Celo 't = e
Enfin, pour calculer C, il suffit de se rappeler que f(0) = Dy = 1 par convention, ce qui
donne C = %
Finalement, on obtient, pour z € |-R,R[ :
1 .- 2
f(z)==e =L,
e
3. La série entiere définissant I’exponentielle ayant un rayon de convergence infini, on a, pour

tout z€C :
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On va a présent utiliser le théoreme d’interversion de Fubini pour les séries doubles. Pour ce

faire, considérons la série double (uy k) k)ene définie par w, k= u Il s’agit de vérifier
que la série Y |u,, x| est convergente, puis que Y., ¥, [up x| Uest egalement

Pour le premier point, on a :

|7”LZ|k e|nz|
puis
+oo nfnz| 400 (e‘z|)n o

La série double est donc sommable, sur C. Par le théoréme de Fubini, on peut alors
intervertir les sommes, et en déduire que, pour tout z € |-R, R[,

-1 5 (Sun)- B (151

k=0 \n=0 i=o\ €0 !

Or, on avait f(z) = 2% %z”, et comme le développement en série entiere d’une fonction

est unique, on compare les deux expressions obtenues, et I’on en déduit que, pour tout
keN,

Exercice 29 (Lien entre polyndomes de Bernoulli et la cotangente)
Le but de ’exercice est de donner une méthode alternative expliquant le lien entre les polynoémes
de Bernouilli B,, définis dans l'exercice B3] et la cotangente, voir exercice [34]

1.

. Trouver une équation différentielle simple dont },,59

Ba(t
"( ) g converge

Montrer que |B,(¢)| < n! pour t € [0,1]; en déduire que la série Y,,50
pour tout z tel que |z| < 1; a z fixé.

Bn(t s .
”( ) 2", considérée comme fonction

de ¢, est solution. La résoudre, puis montrer que pour w complexe de module strictement
inférieur & 1 et t € [0,1], on a :

Bn(t) , xe®
2 =

56 nl e -1

Montrer que le rayon de convergence de la série (en x) vaut au plus 27. (En fait, c’est
27.)

Montrer que ’on a, sur un voisinage de 0 dans C convenable : xa; 7 + g = gcoth g
e p—
Bo (0
En utilisant cot z = i coth(iz), en déduire que zcotz = ) (-1)k2% (222()') 22k,
k>0

( 1)k+1 2k
En écrivant (ﬂc2 2) 1o Z (nm)2rz retrouver la formule de I’exercice
o (nm
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Soluce
1. Montrons par récurrence sur n que |B,(t)| < n! pour ¢ € [0,1]. Pour n = 0, rien a faire. Soit
> 1, supposons que, pour tout ¢, on ait : [B,-1(¢)| < (n - 1)!, de sorte que |B/,(¢)| < n!
Comrne [01 B, = 0, le polynéme B,, admet au moins un zéro z, € [0,1]. Pour t € [0,1], il

vient alors :
t t 1
f B, (u)du Sf ‘B;(u)’du§f nldu = nl.
Zn Zn 0

4 - Grie cdométr n(t)n
Il en résulte, par comparaison avec la série géométrique, que la série 3, =" a, pour

tout t € [0,1], un rayon de convergence R supérieur ou égal a 1. Dans la suite, notons,
pour |z| <R et t €[0,1],

[B.(t)] = [Bu(t) - Bu(za)| <

f(t,x) = Z BnT('t)m”

n20
2. Fixons 2 € D(0,1) (i.e. |x| < 1) et posons f,(t) := B’;—(!t). Le terme général wu,(t) := f,(t)a"
de la série qui définit f est dérivable par rapport a ¢, et 'on a : u),(t) = fn-1(¢)z™. Comme
| fr-1(t)2"| < |z["!, la convergence de ¥ u/, est normale sur [0,1] (la variable est t...). On
peut donc dériver terme a terme :

of ~ nBp_1(t) ~ B,(t) P
E(t,x)—ngl—x (n-1), 1‘1;) " =xf(t,z).

Par suite, = étant fixé, la fonction f, : t » f(t,z) vérifie 'équation y' = xy. On voit donc
qu’il existe une fonction g(z), ne dépendant que de z, telle que f(t,z) = g(x)e® pour
tout ¢ € [0,1]. Fixons maintenant x non nul, toujours dans D(0,1), et intégrons sur [0,1].
D’une part, on a :

A ()= A go)ettdt - @(ex ~1);

d’autre part, comme | f,(t)z"| < [z[", la série 3 f01|fn(t)x”‘dt converge, et on peut permuter
somme et intégrale :

ff(t x)dt—f P "(t) ”dt—Zf B (t) ”dt—z f B (t)dt—O(;foldtzl.

n20 n! n20 n>0 T
En comparant ces deux égalités, on trouve que g(z) = z/(e” —1). Un prolongement par
continuité donne également un sens a la formule pour x = 0, de sorte que :

xea:t

B, (t
vte[0,1], Vo eD(0,1), Y, "()x”: .
a0 n! e -1

(En fait, la formule est vraie pour tout z complexe de module < 27.)

3. La fonction g : x — z/(e”-1) admet un pole en x = 2i7, donc le plus grand disque sur lequel
elle admet un développement en série entiere est inclus dans le disque ouvert D(0,27) ;
par suite, quel que soit t, le rayon de convergence de Y. B, (¢)z" est au plus 2.

4. Pour £ e C\2inZ, on a :

_e”C/2+e_:”/2 e?+1 e"-1+2 14 2
sh§_e$/2—e‘x/2_ex—1 et —1 et —1"

ch

SINE

coth -
2
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A présent, on multiplie par /2 et on prolonge par continuité : la fonction x ~ %, et
donc zcoth 5, se prolongent par continuité en 0 car x = e — 1 a une dérivée non nulle
en 0. On trouve, pour z € D(0,27) :

xT X e X
+ — = —coth —.
et—-1 2 2 2

. On en déduit instantanément que pour tout x € D(0,27), on a :

B,
§coth —§+Z (O) ",

n>0

Comme B1(0) = —-1/2, le terme correspondant & n = 1 de la somme se simplifie avec /2.
Bn(O) 2"

Comme la fonction du membre de gauche est paire, on en tire que la somme Y59
Iest aussi : par unicité du développement en série entiere, cela signifie que B2k+1(0) =0
pour tout k > 1. En substituant 2iz & z, on obtient, pour tout z € D(0,7) :

: , Bok(0) . ok ko2k B2k(0) o,
xcotx =ixcoth(iz) = Y —/——=(2ix)™" = ) (-1)"2""—=——Lx*".
g;) (2k)! ,§] (2k)!

. Pour zeD(0,7r) et n>1,ona:

11 1 2?2

-3

12 —n2r2 (mr)Q 1- ng; fert (nﬂ-)2k’+2'

On somme sur n et on permute les deux sommes :

2k 2k

DI M7 (nﬂ.)2k2+2 -2 n2k+2 2k2 -2 C(2k+2) 45— 22

2_ 22
n>l L& —N°T n>1 k>0 E>0n>1 k>0

La permutation est justifiée par le fait que tous les termes de la somme double sont positifs
et que dans un ordre de sommation, la somme double converge — c’est le théoreme de Fubini
pour les séries.

Or, par I'exercice ona:((2k+2)= (2k+2), = 92kl ZH+2B,, 5(0), d’ot

k1 B2k+2(0) Joks1 ok 1k B2k (0) Jor ok
E( b 1(2/<: vy’ 2 = _332 2x2,§( ANETeY 2%,

d’on, avec I'expression de la cotangente de ’exercice :

Z 1 1 1 ¢ ) ¢ 1 9 Z 1
————~=-———+—cotx, de cotr=—+2r) ————.
Sia?-n?n? 222 2z ’ x 51 a? - n?n?

Bien stir, on peut inverser le processus et retrouver I'expression de ((2k) en fonction de
Bk (0) & partir du développement de la cotangente et de la formule de la question 1).

Remarque (pour quelques formules de plus)

En manipulant la série génératrice f dont on a une expression si simple, on déduit de quelques

manipulations algébriques et de 'unicité du développement en série enticre de jolies formules.
Par exemple :

—pe(170) pevt B,(1) o

ZB(l t)( 1)nn: - — :Z

=0 et -1 e? -1 5 nl
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d’ou B, (1-1t) = (=1)"B,(t) pour tout n et tout t (ce que l'on peut prouver facilement par
récurrence). En remplacant (t,z) par (-t,—x) :

_ xt PN 1 4 x
Z Bn(t)xn _ Z Bn( t) (_1)nxn — ze _ xre — ( xl : _ € )xext — _:Be:ct,
e —

a0 n! =0 n! e?-1 e?-1 e? -1

d’0t, By (t) = (=1)"Bp(=t) = —nt™' pour tous n et t. En particulier : B,(0) =0 si n impair.
Encore une pour la route, qui utilise le produit de Cauchy de deur séries entieres :

Bn(t+u) , pet(ttu)  gert - Bk (t) o
Z n! v e -1 :ef—le Z k! ZE'
n20 : k>0 : >0
Bk(t)u ( ) ET"
= " Bi(t)u n-kZ_

En prenant t =0, u =1 et en utilisant Br(1) = B(0), le coefficient de ™' donne une relation

n—1 1
de récurrence permettant un calcul efficace : (n+1)B,(0) == )" (n;— )Bk(()).
k=0

6.3 Séries entieres sur C

Exercice 30 (Théoréme d’Abel)
Soit ¥ a,z™ une série entiére, ou les a, sont complexes, de rayon de convergence 1 sur R. On
note f la somme de cette série. On suppose de plus que la série Y a, est convergente.

On se propose d’établir que la convergence de la série Y a,x” est uniforme sur [0, 1].

1. Etablir le résultat dans le cas particulier ou les a,, sont tous positifs.

2. Etudier le cas particulier ot a,, = (=1)"by,, (by,) étant une suite décroissante et convergente
vers 0.

3. Montrer alors le résultat dans le cas général. Pour cela, on pourra poser

+00
E: ag,

k=n+1
puis montrer que, pour tous entiers n et p tels que p > n + 2,

=il
Z apr’® = rpa™tt 4 Z N G e
k=n+1 k=n+1
4. En déduire que la fonction f est continue.
5. Etudions a présent quelques exemples.

(i) Montrer que
Ji" - w
o+l 4

(ii) Soit (ay) et (b,) deux suites de nombres réels. On pose, pour n € N,

o — Z apbyg,

ptq=n
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et on suppose que les séries de termes généraux a,, b, et c, sont convergentes.
Montrer que :

(;Z:Zan) (;Zj) b") - ;Z:C”'

Soluce
1. Pour tout z réel appartenant a [0,1], on a

lanzy| < lap| = an.

Comme la série Y a, est convergente, on en déduit que ) a,x" converge normalement,
donc uniformément, sur [0,1].

2. Pour tout z € [0,1], on a

+ 00 +00
Rp(z)= > apa? = Y (-1)Pbya”.
p=n+1 p=n+1l

Or, la suite (b,aP) est une suite positive, décroissante, de limite nulle. D’apres le théoreme
spécial des séries alternées, pour tout n € N, pour tout x € [0,1] :

H{n($)|<|(—1)"bn+1$n+1|< br+1.

Comme lim b, = 0, la suite de fonctions (R,,) converge donc uniformément vers 0 sur
[0,1], et rg sogrle > apx™ est bien uniformément convergente.
3. On pose, pour tout entier n, .
S ar.
k=n+1

On a alors, pour tout entier £ non nul, ay = r,_1 — r%, et pour tous entiers n et p vérifiant
p>n+2, pour tout z € [0,1],

Z ara® Z (Tgp-1—71)
k=n+1 k=n+1
En partageant la somme en deux, et en réindexant, on obtient
o 2 k
Zakaz zrklm—Zrkx:Zrkx+—zrkx.
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n k=n+1

On obtient bien le résultat

p p-1
> apa’ = ra™t ¢ > rp(aft - k) - rpal.
k=n+1 k=n+1

Cela nous permet d’avoir I'inégalité suivante :

p p-1
> g <l [+ rpl 2P+ Y el (2 - 2, ()
k=n+1 k=n+1
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ceci étant valable pour tous entiers n et p vérifiant p > n + 2, et pour tout x € [0,1].

Soit maintenant € > 0. La série de terme général a,, étant convergente, la suite des restes
partiels (r,,) converge vers 0; soit alors N € N tel que, pour tout n > N,

Irn| <.

En revenant & l'inégalité («), on obtient alors :

p-1
<elg™ M +elzPl+e ) (xF — 2h*hy,
k=n+1

P
Z akxk

k=n+1

valable pour tous p > n+2 2 N+ 2, et pour tout z € [0,1].

En factorisant, on a

P
> apz®| < 2e2™t < 2e.

k=n+1

Ainsi, le critere de Cauchy est vérifié, et la série est bien uniformément convergente sur
[0,1].

4. La fonction x — a,a™ est continue sur [0, 1], pour tout n. La somme f est donc continue
sur [0,1], comme limite uniforme d’une série de fonctions continues.

5. (i)

On sait que, pour tout x € |-1,1[,

+m)(_1)n$2n+1

arctan(z) = Y

=0 2n+1

(x*)

Lo L - . - L -1)"
Par le théoreme spécial des séries alternées, la série de terme général (2n 21 est

convergente. Ainsi, le résultat établi précédemment s’applique, et on en déduit que
_1\n..2n+1 . . .
T Z;Z‘{) (lz)n—i est une fonction continue sur [0, 1], et que la fonction arctan est

continue sur [0,1].

Le passage & la limite dans 1’égalité (), quand z tend vers 1 par valeurs inférieures,
donne enfin :

T +00 (_1)n

4 22n+1l

Considérons les séries entieres > an,x™, > bpx™, et > cpa™. Les séries de terme général
respectif a,, b, et ¢, étant supposées convergentes, ces séries entieres ont un rayon
de convergence supérieur ou égal a 1. Nommons f,, resp. fp, resp. f., la somme de
la série Y apx™, resp. Y. b,z", resp. Y. cpx™. Le théoreme d’Abel s’applique une fois
encore, ce qui permet d’affirmer que les séries entieres considérées sont uniformément
convergentes, et que leurs sommes sont continues sur [0, 1].

De plus, par convergence normale des fonctions sur [0, 1[, on peut appliquer le produit
de Cauchy, pour obtenir, pour tout x € [0, 1] :

fa(z) - fo(x) = fe(2).

Comme les fonctions sont continues, par passage a la limite quand z tend vers 1 par
valeurs inférieures, on obtient le résultat voulu.

6.4 Séries de Fourier
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Exercice 31 (Egalité des coefficients de Fourier de fonctions continues)

On note E l'espace vectoriel des fonctions continues 2m-périodiques de R dans C, et 'on
consideére 'application linéaire ¢ : E - C% qui, & f dans E associe la suite (en(f))nez de
ses coefficients de Fourier exponentiels. Le but de cet exercice est d’étudier 'image de ¢.

1. Montrer que ¢ est injective.
2. Montrer que im ¢ c £2, o1 £? désigne I’espace des suites indexées par Z de carré sommable.

3. En utilisant par exemple la fonction g : R - R, fonction périodique de période 27, définie
sur [0, 27[ par :
Tt
—— site]0,2n[
g(t) =1 2

0 sit=0,

montrer que im ¢ # 2.

4. Montrer que im ¢ est dense dans £2.

Soluce
1. Par linéarité de l'intégrale, ¢ est bien une application C-linéaire. Intéressons-nous a son
noyau; si f € ker ¢, alors, f est continue, 2w-périodique, telle que, pour tout n € Z, ¢, (f) =
0. Par le théoreme de Parseval, on a alors

n=+oo

o [P fea(HF =0,

n=—00

La fonction |f |2 étant continue, positive, et d’intégrale nulle sur [0, 27], elle est alors nulle
sur cet intervalle ; par périodicité, on en déduit qu’elle est nulle sur R.
Ainsi, ker ¢ = {0} ; ¢ est injective.

2. Si f € E, alors f est continue, 27-périodique de R dans C. Le théoréeme de Parseval énoncé
précédemment nous donne

n=+oo

LT r Rt - 2

5 Jy HOFdt= 3 en(DP.
ce qui montre que la suite ¢, (f))nez est de carré sommable ; autrement dit, ¢, (f))nez c €2,
et donc, im ¢ c 2.

3. Intéressons-nous aux coefficients de Fourier de la fonction g ; g étant impaire, on a a,,(g) =0
pour tout n € N. De plus, par une intégration par parties, on obtient, pour tout n >
0, bn(g) = 1/n. Enfin, en utilisant les relations entre coefficients de Fourier complexes
et trigonométriques, on obtient co(g) = 0, et pour tout n > 0, ¢,(g) = —i/(2n); ainsi,
(¢n(9))nez est bien dans £2.

Dans la suite, pour simplifier, notons, pour tout n € Z*, ¢, := —i/(2n). On va montrer qu’il
n’existe pas de fonction f dans E telle que, pour tout n € Z, ¢, (f) = cp.

Pour ce faire, supposons par I'absurde qu’il existe une telle fonction. Alors, la fonction
f — g étant continue par morceaux, périodique de période 27 et égale a sa régularisée, on
peut de nouveau appliquer le théoréme de Parseval :

n=+oo

%‘/0\27r|f(t)—g(t)|2dt: z |Cn(f)—6n|2=o,

n=—0oo
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Par continuité de la fonction f — g sur tout segment [a,b] inclus dans ]0,27[, on en déduit
f=9=0; o0n a donc, pour tout ¢ € ]0,27[, f(t) = g(t).
Or,

™ . .
5 N t—H)I,Itl>Og(t) B t—l%)l,ltgof(t)?

et

v . .
—5 = dim g(t) = Tim f(0),

ce qui contredit la continuité de la fonction f en 0. On a donc montré que im ¢ # £2.

4. Considérons le sous-espace vectoriel des suites de CZ & support fini, que ’on nommera M ; et
munissons I’espace £2 de la norme ||. ||,. On va montrer que l’espace M est dense dans £2 ; en
effet, puisque I'image réciproque de M par la fonction ¢ est 'espace vectoriel des fonctions
trigonométriques, M est inclus dans I'espace im(¢), et donc, par la suite d’inclusions

M cIm(¢) %,

la densité de im(¢) dans ¢? en découlera.

Pour ce faire, soit une suite (v, )nez de 1?. On note (e )rez, la suite de l'espace £2 dont
tous les termes sont nuls, sauf le terme de rang k, pour tout k € Z, qui est égal a 1.

Considérons enfin la suite définie, pour tout p € N, par :

k

=p
ulP) = Z Ve
k=-p

Cette suite appartient a I’espace M, par construction et définition de la suite (vy, ), ; mon-
trons que la suite (v(P)), converge vers la suite (vy)nez, pour la norme ||.||, dont on a
muni Pespace 2.

On a, pour tout p e N,

+00
”(...’fl)_p_l’fu_p7 ...’/UO’ ...7/Up"Up+17 ) —_ u(p)H2 = Z |’Uk|2 —+ |U_k|2 .
k=p+1

Or, comme la suite (v, )nez a 6été prise dans £2,

+00 9 9
lim ve|” + lv_g|” = 0.
Jim 3 fonf oy

Cela montre que la suite (u(p))peN converge bien vers (v, )nez. Ainsi, comme voulu, M est
dense dans £2, ce qui implique également la densité de im(¢) dans l'espace £2.

En un point de discontinuité, la série de Fourier d’une fonction €' par morceaux converge
simplement vers la régularisée de la fonction (Dirichlet) mais la convergence n’est pas uniforme.
C’est & peu pres évident : la limite uniforme d’une suite de fonctions continues (des polynémes
trigonométriques) est continue! Le phénomeéne de Gibbs permet de quantifier ce phénomene
dans ’exemple le plus simple d’une fonction créneau.
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FIGURE 6.1 — Troncatures des séries de Fourier de ’échelon : (Sy,)o<n<s, S14, Sa9

Exercice 32 (Phénomeéne de Gibbs)
Soit f la fonction 27-périodique impaire qui vaut 1 sur ]0,7[ et 0 en 7.

4

1. Vérifier que les seuls coefficients de Fourier non nuls sont : bog,1 = ——— (k € N).
m(2k+1)
n
Soit, pour n entier et t réel, S, () = Z bak+1 sin((2k + l)t).
k=0
2 sin2(n+1)t
2. Pour t ¢ 7Z, montrer que S/, () = = w En déduire les variations de S,,.
T sin

2 s
3. Soit My, = S,(527). Montrer que lim M, = - fo SIY qu ~ 1.17897974447217 > 1.

n—>+00 U
Conclure.

Riemann, on t’a vu, sors de la!

Soluce
1. Comme f est impaire, les coefficients a,, sont nuls. On calcule alors les coefficients b,,, pour
n € N*; par imparité de f, on obtient

0 ™ n

b= [ f@ysin(uryae =2 [Tsin(ur)ac =2 [%(nt)] 21- (1)

-7 T

Ainsi,

0 si n est pair,
bn =4 4 . . .
— sl n est Impalr.
™

2. Pour neN, on a :

n 4 '
Sn(t) = kz:%) m Sln((2k + 1)t),
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donc, pour t € R\7Z, en reconnaissant une série géométrique a 2n+2 termes, de raison ezit7
Sn(t) = Z —cos(2k + 1)t = — Z(GZ(%H)t " e—z(2k+1)t)
k=0T T (20

2 iansty S i
—e 2 e

T k=0
ze—i(2n+1)t 1— e21(2n+2)t
T 1 - e2it

On factorise 'arc-moitié, et ’on obtient :

S, 2 ei(2n+2)t _ e—i(2n+2)t 2 sin(2n + 2)t

t)== _ == .
n(t) T eit — e~it T sint
Les variations de S,, sur ]0,7[ s’en déduisent : comme le sinus est strictement positif sur
cet intervalle, seul compte le numérateur. La dérivée S/, s’annule en changeant de signe
aux 2n + 1 points t; = % (1<k<2n+1); elle est strictement positive au voisinage de 0.
Ainsi, S,, est strictement croissante sur |0, ¢1 ], décroissante sur [t1, 2], etc., et décroissante

sur [top+1,7[.

3. On a:
m o4 osin(Figm) 2 &osin(3hT)
M”:S“( )ZZ_ = Z 2kt1
2n +2 =0T 2k +1 n+1/5 Sy T

Et 1a, shazam! On reconnait une somme de Riemann! Pour tout k, le point xj = ggiéﬂ'

est le milieu du k-iéme intervalle de la subdivision réguliére de [0, 7] en n + 1 intervalle et
le k-ieme terme de la somme est g(xy), ot g(x) = *2* pour x € ]0,7].

De plus, comme la fonction g se prolonge par continuité en 0 par g(0) = 1, on déduit que

9 rls
lim My, = lim S, (5] == [ 22840 = 117807974447217 > 1= £ )
n-teo nteo T\2(n+1)) mJo x 2(n+1)

ce qui montre que la convergence de S,, vers f n’est pas uniforme sur [0,7].

Remarque Ainsi, la différence lim,,_, 0o M, — f(0%) vaut environ 0,18, ce qui représente 9 %
du saut f(0*) = f(07).

Par ailleurs, les estimations précédentes entrainent que la convergence de S, wvers f est
uniforme sur tout domaine de la forme [-%, 2]\ [-¢,e] (avec € >0) ou [, 25|\ [r—¢,m+€].

D’autre part, il est classique que pour une fonction f de classe €7, on a : |f - Sn(f)‘ =
O(1/n"). Par suite, la convergence de la série de Fourier d’une fonction € est plus rapide que
tout polynéme (en n).

1l en résulte que le phénomeéne de Gibbs est trés général pour les fonctions classe € par
morceaur qui n'ont qu’un nombre fini de discontinuités. Une telle fonction peut s’écrire comme
somme d’une fonction de classe € et d’'une somme de fonctions créneaur semblables a f. La
convergence de la série de Fourier est uniforme hors des discontinuités et, en chaque disconti-
nuité, il y a un écart d’environ 9% du saut entre la limite de la série de Fourier et la limite de
la fonction.
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Exercice 33 (Polynémes de Bernouilli et fonction zéta)
On va définir une famille de fonctions polynomes, B,,, n € N, omniprésente en analyse, et tout
particulierement en lien avec la fonction zéta de Riemann.

1. Montrer qu’il existe une unlque suite de polynémes de R[X] (B, )nen telle que By = 1,
B! =nB,,_1 pour n > 1, et fo B,, dt = 0 pour n > 1. Calculer By, By et Bs.

2. Montrer que si n > 2, alors B,,(0) = B, (1).

3. Pour n > 2, soit f, la fonction périodique de période 1 telle que f,,(t) = B, (¢)/n! pour
t € ]0,1] et de période 1. Montrer que f, est continue sur R, et que ses coefficients de
Fourier sont : co(fn) =0; ¢p(fn) = -1/(2ipm)™ pour p # 0.

4. En déduire que pour tout entier naturel non nul k, on a 1’égalité

ou la fonction zéta est donnée par ((s) = Y j>1 kis, pour s > 1.

Soluce
1. L’existence et I'unicité des B,, (n € N) se fait par récurrence. On suppose le polynéme B,,_;
défini de facon unique. Alors, la condition P’ = nB,,_; définit une famille de polynomes
P =P, +k, ou k est une constante, et un unique polynéme P,, : la primitive de nB,,_1 qui
s’annule en 0. La condition fol P dt = 0 impose une unique constante k = — [01 P, =0. On
en déduit 'existence et I'unicité de B,,.
En voici les premiers termes :
— de Bi(t) =1, on tire : B1(t) =t + by avec fol(t+ by)dt =0, donc by = -3 ;
— de Bh(t) =2t - 1, on tire : Bo(t) = t2 —t + by avec .[0 (t2 =t + by)dt = 0, donc by —%,
— de B4(t) = 3152 -3t+3, on tire : Bg(t) =3 - ‘” + & +bg, avec I (t3 3% 41y bg)dt =0,
donc b3 =
— (gratos) on trouveralt de méme : By(t) = t* - 263 + 12 - @
2. Soit n > 2. L’idée, c’est de comparer B, (1) et B, (0), sachant tres peu de choses sur B,
on en connalt sa dérivée, qui, a un facteur pres est un autre polynéme de Bernoulli, donc
qui possede une intégrale nulle. Mettons cela en formules :

Bn(l)—Bn(O):folB;(t)dt:nfoan_l(t)dt:o

la derniere égalité étant valable car n—1 > 1.

3. En effet, la fonction fj est continue sur Z puisque B (1) = Bx(0). Elle est donc continue
sur tout R, et €1 par morceaux.

Pour tout n > 1, on a : co(fn) = 7 /0 B, (t)dt = 0. On note que f; = ; =2Bp1 = foo1
Pour p # 0, on effectue une intégration par parties :

~ 1 ipmt B e—2ip71't 1 1 e—2ip7rt
)= f) e 1,00 _%m]o+ S G

_ fn(l) _fn(o) + Cp(fn—l)
—2ipm 2ipr
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Pour n =1, le terme intégré vaut

1 1 . 1 .
cp(fl):fO (t—§)e‘2“”tdt:[0 te_QZp”tdtz[t dt = —1/(2ipn),

o-2ipmt 1 1 o-2ipmt

—2ipm |, 0 2ipm
ce qui amorce une récurrence. Remarquons, pour I’hérédité, que pour n > 2, le terme
intégré est nul car B, (0) = B, (1), ce qui donne ¢,(f,) = %}’;1).

4. La relation résulte directement du théoréeme de Dirichlet appliqué a for, en ¢ = 0. On déduit
du caractere €' par morceaux de f,, I'égalité :

—2ipmt + eQipﬂt

for () = Y ep(for)e 2P == 3" °

PEZ p>0 (2ip7T)2k
En évaluant en 0, cela donne

2
far(0) = - :
z%(:) 22k(_1)kp2k7r2k

B
gk(O') = (1Rl R o2k SN Rk (kg 2kl 2k (o)
(2k)! px1

Ceci permet de conclure.

Remarque Si l'on fait la méme chose pour la fonction fory1, avec k > 0, on obtient
for+1(0) = 0, c’est-a-dire, Bog,1(0) = 0. On peut obtenir cette égalité par des moyens plus
élémentaires. Par exemple, si l'on pose U, (t) = B, (t + %), alors on voit, par la dérivation
des fonctions composées, que Ul = nU,_1, puis, par récurrence, que U, est de la parité
de n. On en déduit B,(1-z) = (-1)"B,(z), ce qui force B,,(0) a étre nul si n est impair.

Exercice 34 (développement de la cotangente, le sinus comme produit)
Soit aw € R\ Z. Soit f, : R - R, 2w-périodique telle que pour x € |-m, 7], fo(z) = cos(ax).

1. Calculer la série de Fourier de f, et en déduire

1 1
Vx e R\ 77, cotx:—+2xzm.
7 s T2 —niT

2
2. En déduire que pour z € |-m,7[, on a : sinz =z H (1 _ ﬂ)
n>1 n=m

Penser la cotangente comme une dérivée logarithmique : cot = (Inosin)’.

Soluce
1. La fonction f, est paire sur Uintervalle |-, 7]. Comme f,(-7) = fo (=7 +27) = cos(an) =
cos(—arr), la fonction f, est continue en —7 donc sur R. Elle est de plus ¢! par morceaux.
On en déduit aussi qu’elle est paire sur [-7, 7], et donc paire sur R, puisque, pour tout x
réel, il existe k entier tel que x — 2kw € |-, ], et donc

fa(z) = fo(x = 2k7) = cos(ax — 2kma) = cos(—ax + 2kra) = fo(—2).



CHAPITRE 6. SERIES DE FONCTIONS

Par parité, les coefficients b,, de f, sont nuls. On a, pour n € N, vu que o ¢ Z :

ay = 1 /Wcos(at) cos(nt)dt = 2i [ﬂ(cos(a +n)t+ cos(a — n)t)dt
m™J-7 ™ J-m

_ 1 [Sin(a +n)t N sin(a — n)t:|7r _1 (sin(a +n)m . sin(a — n)w)
2m

a+n a-n T a+n a-n

1 . 1 1 -1)" 2a sinam

= —(—l)nsmom( + = (=1) 5 5
T a+n a-n T a’-n

Par le théoreme de Dirichlet, il vient, en évaluant en x =7 :
ag sinam  2asinamw 1
cosa7r:—+2ancosn7r: + 53
n>1 T T n>1 @71

En choisissant x € R\ 7Z et en posant o = = (de sorte que 'on a bien « ¢ Z), on en déduit

2(z/m) 1

.. . s . . . _ 2 .
en divisant par sinam = sinz (qui est non nul!) et en simplifiant G

1 1
cotr=—+4+2r ) ——.

x 7;1 x2 —n2n2
. L’idée est de constater que la cotangente est la dérivée logarithmique du sinus. Le sinus
est strictement positif sur ]0,7[ donc, sur cet intervalle, (Inosin)’(z) = cot(x).
Considérons la fonction

g:]-m,n[ — R, a:»—>:cn(l— v )

2.2
n>1 nem

Le produit est bien défini car tous ses facteurs sont strictement positifs et la série Y In(1 -
2?2 /n?71?) converge absolument (et méme normalement) sur |-, 7[ car, par convexité du
logarithme, [In(1 - 2?/n*7?)| < 22/n?7? < 1/n? On a : Ing(z) = Inz + 3,5, In(1 - ng—;)
pour tout x € |0, 7[ par continuité du logarithme.

Chaque fonction u,, : ln(l - ng—;), n > 1, est dérivable sur ]0,7[ et on a :

_ 2z 92
u/(m)_ n2w?2  _ T
n - 22 2 22"
1--2%2, z°-n°m
nem

Mieux : pour n > 2 et z € |0,7[, on a : |u),(z)| < % de sorte que la série Y u;, converge
normalement sur |0, 7[. Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, on en déduit
que Inog est dérivable, et que

(Inog)'(z) = i v2r Y

=cotz = (Inosin)' ().
> a (Inosiny (2)

Les fonctions continues Inog et Inosin sont donc égales, & une constante pres, sur |0, [,
et g et sin sont égales a une constante multiplicative pres. Or, lorsque z tend vers 0, on
a: g(x) ~ x car, par convergence normale de la série de terme général In(1-2%/n?7?) (par
application du théoréme de la double limite), le produit dans g(x) tend vers 1 lorsque x
tend vers 0. Bien siir, sinx ~ x aussi donc la constante multiplicative vaut 1.

On a donc : g(z) = sinz pour tout x € ]0,7[. Cette relation est évidente pour x =0 et se
prolonge & ]-m, 7| par imparité des deux fonctions. Ainsi, pour x € |-m, [,
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Exercice 35 (Formule sommatoire de Poisson)
Soit f : R — C intégrable, et de classe €’'. On suppose qu’il existe a > 1 tel que 2 — (1+|z|%) f(z)
et x — (1+|z|*)f'(x) sont bornées. Soit w € R¥, et T := 27/w. Pour ¢ réel, on pose

F(t)= > f(t+nT).

nez

Le but de cet exercice est de démontrer la formule sommatoire de Poisson :

Z f*(n)einwt,

1
VieR, > f(t+nT)=—
TnsZ

nez

]_ + 00 .
ou Vn € Z, f* désigne la transformée de Fourier de f, définie par f*(n) = = f f(t)e ™ dt.

1. (a) Justifier I’existence de F.

(
(b) Montrer que F est une fonction de classe €.
(

- (a)
)
(¢c) Montrer que F est périodique, de période T.
(d) En déduire la formule de Poisson.
2. (Application) Soit a > 0.
a) Calculer la transformée de Fourier de la fonction f : 2 — %l & Paide de la formule
sommatoire de Poisson.
1
(b) En déduire une expression pour Y. R
nez
2
(¢) Retrouver la formule ((2) = @

Soluce
1. (a) Remarquons tout d’abord que ‘f(t)e_i”‘“‘ = ‘f(t)
sur R, f* est bien définie.
Pour montrer que la somme existe, on va montrer que la série Y. f(¢t + nT) converge
simplement sur R. Prenons K > 0. Par hypothese, t — (1 +[t|*) f(t) est bornée, donc il
existe M > 0 tel que, pour tout ¢ € R : [(1 + [¢t|*) f(¢)| < M. On obtient alors, pour tout
t € [-K,K], et pour tout n € Z, en supposant de plus |n|T > K :

; comme f est supposée intégrable

M M M

t T)| < = h 7
D)< e © |l T — [¢]|* ‘ In| T - K[

la seconde inégalité provenant de la formule (appliquée ici en remplagant y par —y) :
] = Jyl| < | = 9.

De plus, on a
M M 1

TT—Tc A ==—
InT-K|" Ton®
qui est le terme général d’une série de Riemann convergente puisque «a a été supposé

supérieur a 1. Par suite, la série Y. f(t + nT) converge normalement sur le segment
nez
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[-K,K], ce qui entraine la convergence simple sur le compact [-K,K]. Ceci étant
valable pour tout K > 0, la convergence est simple sur tout R ; F est donc bien définie.

Pour montrer que F est de classe €, on va utiliser le théoreme de dérivation des séries.
On a déja montré que la série converge simplement sur tout R, donc (tautologie) en
n’importe quel point de ’axe réel. De plus, par hypothése, f est une fonction de classe
€', donc pour tout n € Z, f, :t~ f(t+nT) est dérivable sur R.

Plagons-nous d’abord sur un segment du type [-K,K], K > 0. Reste & montrer que
la série de terme général f; converge uniformément sur [-K,K]. Cela se démontre de
fagon similaire a la question 1, en utilisant ’hypotheése de majoration de la fonction
x> (1+|z))*f'(z). Alors, par le théoreme de dérivation des séries, la fonction F est
bien de classe ¢! sur [-K, K].Ce résultat ne dépendant pas du choix de K, F est donc
de classe €' sur tout R.

Fixons t € R. Alors, pour tout Ne N :

N N+1
Y f((E+T)+nT)= > f(t+nT).
n=-N n=—-N+1

En faisant tendre N vers +oo, on en déduit ’égalité F(t + T) = F(t).

Nous avons montré que F est une fonction périodique, et de classe ¢! sur R (donc en
particulier, continue sur R). Par le théoreme de Dirichlet, on en déduit que la somme
partielle S, (F) converge uniformément, donc simplement, vers F. Autrement dit, pour
tout teR :

S en(F)e®™ = F(t)

nez
Il ne reste plus qu’a calculer les coefficients de Fourier de F, et ’affaire est dans le sac.
C’est tout droit :

1 ,T ,
VneZ, calF) = fo F(t)e mtds
1 & T —iwnt
-z X fo F(t+ kT)e @ty
k=—o00
1 o ,(k+1)T ,
:T Z ﬁT f(t)e—’mw(t—kT)dt
k=—oc0

= % [ " ety
SN0

Le passage de la premiere a la deuxieme ligne mérite quelques justifications. D’apres
ce qui précede, pour tout n € Z, f, est une fonction continue sur R, et que la série de
fonctions Y, f,, converge uniformément vers F sur R, donc en particulier sur [0, T]. On
peut donc bien intervertir somme et intégrale.

Au final, on obtient bien la formule sommatoire de Poisson recherchée.

La fonction f: z — e~ est intégrable, continue sur R, et de classe €' sur R, et il
n’est pas difficile de se convaincre que x — (1 + |z|*)f(x) et z — (1 + |x|*)f'(z) sont
bornées ; la formule de Poisson s’applique donc, et 'on a

S f(t+nT) = % 3 £ (n)e™,

nez nez
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Il s’agit maintenant de calculer la seconde somme. Soit n € Z. On trouve

+00 . 0 ) +oo ‘
f*(n) = [ e—alt\e—mwtdt: [ e(a—znw)tdt+f0 e—(a+mw)tdt

) ([e(a—inw)t) :|0 [ e—(a+inw)t)
=lim||————| +|-————
A—oo a — 1w A a +1nw

1 1
= - + -
a—1inw a+inw
2a
a? + n2w?
On en déduit que
2a einwt

F(t) _ Zefa|t+nT| _

nez

T2

2 2,,2°
AL + ncw

)
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En appliquant la formule précédente avec w = 1 (c’est-a-dire T = 27), et t = 0, on

obtient :
F(O) _ 2a _ Ze—2a\n|7r :226—2an7r_1 :22(6—2a7r)n_1 -9 1 _
27T a2 +n? nezZ neN neN l-e
Ainsi,
1 2 1+e720m 207 1]
I . = coth(7a).

%nezaz +n2  l-e20m  g2am _]
Finalement, on obtient
Z 1

ﬁ = E coth(7ra).
nez @ +n a

Isolons dans la somme le terme en n =0 :

1
Z 2 2 = 22 a2+ 02’
ez, @° M neNr a” 1N
et posons
1 1
g:aw~ ——; h:aw~ 2—2 5
he7,a”+ N neNr At + 1

D S |
a2+n2 S p2

De T'inégalité

on déduit que la série de fonctions continues ah#nQ
neN*

converge normalement, donc uniformément, et que h est continue sur R (comme somme

uniformément convergente de la série des fonctions continues h,, : a —

Trouvons un développement asymptotique de g en 0 :

e—I

- 2 2
coth(x) = i = (1 + % + o(xS)) 1 (1 + % +o(x?)
x

1 2 1
=— 1+x—+o(x3) =—+£+0(9§2).
3 z 3

X

1
aZ+n?’

n e N”).
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On a donc, en utilisant la formule précédente :

1 1 7
g(a) = Ecoth(mz) - (— L 0(a2)) -+ Dy o(a)
a a 3 a? 3

Finalement, on a démontré 1’égalité

1 1
=+ 2h(a) = g(a) = — + -+ o(a),

d’ott
1 w2
Y ——— =h(a) = — +o(a).

e a? +n? 6

En faisant tendre a vers 0 et, compte tenu du fait que h est continue, on obtient

finalement : )
1 T
— =h(0) = —.

Z TL2 ( ) 6

neN*



Chapitre 7

Intégrales : généralisées, a
parametre, multiples

7.1 Intégrales généralisées

Cadre (Gauss sous toutes les coutures)
Le but des exercices suivants est d’étudier et calculer I'intégrale de Gauss :

+00
I= / e du.
0

Exercice 36 (Premiére méthode : intégrales de WallisE[)
La méthode que l'on va suivre ramene le calcul de I aux intégrales de Wallis, en obtenant
Iintégrale de Gauss comme limite d’une suite d’intégrales.

Soit alors, pour xz € R* et n € N*,

(1—%)” si 0<z<n

fn(x)={ 0 si x>n

On définit également f(x) =e™ pour x € R*.
Enfin, on définit une autre suite de fonctions, pour x € R* et n € N*,

gn(x):fn($2)’ et g("]j) :f(xQ)'

1. Montrer que
o

nl_l)l}loo ; gn(t)dt = 1.

2. En utilisant 1’équivalent en l'infini des intégrales de Wallis, en déduire la valeur de
lintégrale de Gauss.

Soluce
1. Nous allons utiliser le théoreme de convergence dominée.

1. Prochainement dans le second tome, découvrez la méthode Futuna!

85
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Tout d’abord, pour tout n € N*, la fonction g, est intégrable sur R™, puisqu’elle est continue
sur l'intervalle [0, \/ﬁ], et nulle partout ailleurs.

Fixons maintenant x € R*. Pour z ¢ [O, \/ﬁ], les fonctions étant nulles des que x > \/n,

on a : o\ ) ,
gn(x) = (1 - SU_) - enln(l—%) _ en(_%+o(71l)) _ 6—12+0(1).

n n—+00

On en déduit que la suite de fonctions (g, ) converge simplement sur R* vers la fonction g.

A présent, majorons les fonctions (g, ),. Remarquons déja que, pour tout n € N* et pour
tout x € R*, 0 < g, (). De plus, fixons n € N*; on sait que, si z > /n, on a

gn(x) = 0.

Ensuite, pour x € [0, ﬁ[, on a

1,2

0<1-—¢<1.

n
Comme, pour tout u € [0,1[, on a In(1 —u) < —u, par inégalité des accroissements finis, on
peut écrire, pour n € N* et v ¢ R* :

22

PRI Oy D o N

qui est une fonction continue, et intégrable sur R* puisque, en 0, elle est négligeable devant
x — 1/\/z, qui est intégrable, par le critere de Riemann, et qu’en I'infini, elle est négligeable
devant x ~ 1/22, intégrable, par le méme critere.

Ainsi, le théoréme de convergence dominée s’applique, et I'on obtient :

+00 +00 +oo
I ntdt:/ I ntdt:f £)dt = 1.
im o gn()dt= | lim ga(?) . 90

n—+00

. L’égalité de la premiere question se réécrit de la facon suivante :

n—+00 n

+00 vn 2\"
I= lim gn(t)dt = lim f (1—:”—) dz.
0 n—>+oo J(

Il s’agit donc d’étudier le membre de gauche. Pour n € N*, posons

N
Jn._fo (1—5) da.

On effectue alors le changement de variables z/\/n = cos(t), qui est un difféomorphisme
de ]0,/n[ dans ]0,7/2[. On a alors

Jp = [;(1 —cos®(t))"(—v/n sin(t)dt) = \/ﬁfog sin?"*L(¢)dt.

On reconnait ici une intégrale de Wallis, d’indice 2n+1. Or, par une intégration par parties,
et en étudiant le quotient des intégrales de Wallis d’indice pair sur celles d’indice impair,
quand n tend vers l'infini, on trouve 1’équivalent

fogsin"(t)dt ~ T

n—+o00 2n
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Dongc, ici, on a
T \/_

Jn ~ —_— .
”n»mf 2(2n + 1) notoo 2

Finalement, en regroupant ce résultat avec celui de la premiere question, on obtient la
valeur de 'intégrale de Gauss :
_VT

I= lim J, =

n—+0o 2

Exercice 37 (Deuxiéme méthode : intégrale & paramétre & équation différentielle)
Tout est résumé dans le titre : la valeur de l'intégrale de Gauss va provenir de I’étude d’une
fonction définie par une intégrale solution d’une certaine équation différentielle.

Pour ¢ > 0, on pose
L +oo @~ ta?
t
(t) = / 1+a:2

1. Montrer que la fonction h est bien définie, et qu’elle est continue.

2. Montrer que h est dérivable, et calculer sa dérivée. En déduire que h est solution d’une
équation différentielle a déterminer.

3. Résoudre cette équation différentielle.

4. En comparant la limite de la fonction h en +oo et sa valeur en 0, déterminer la valeur de
la constante. En déduire la valeur de 'intégrale I.

Soluce
1. Dans toute la suite, notons

—tx

[, t) =

définie sur R, x R}. Fixons ¢ > 0. Tout d’abord, la fonction x et /(1 +2?) est continue
sur R*. De plus, z — e’mz/(l + 22) est négligeable devant x ~ 1/z? en linfini, qui est
intégrable par le critere de Riemann ; cela montre que la fonction f est intégrable sur R,
et donc, que la fonction h est bien définie sur R7.

Pour montrer qu’elle est continue, on va utiliser le théoreme de continuité sous le signe
intégrale. Pour tout ¢ > 0, la fonction f(¢,-) est continue (par morceaux) sur R, ; et pour
tout x > 0, la fonction f(-,x) est continue sur R}. De plus, pour tout ¢ > 0 et pour tout
reR,, ona

t) < T 9
£l < g

fonction indépendante de ¢, et intégrable sur R, toujours par le critere de Riemann.
Ainsi, par le théoréeme de continuité sous le signe intégrale, la fonction h est bien continue
sur R,.

2. Pour montrer la dérivabilité, on utilise le théoreme de dérivation sous le signe intégrale.

Tout d’abord, pour tout ¢ > 0, la fonction f(¢,-) est continue, et intégrable, sur R,. De
plus, pour tout x > 0, la fonction f(-,z) est continue, dérivable sur R}, et la dérivée est

af $2 —ta?
L (¢t -z
ot (t,z) 1+ 22
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qui est une fonction continue en les deux variables. De plus, si I'on fixe a > 0, alors, pour
tout (t,z) € [a,+oo[ x R}, on a
‘ 2 2

e
1+ 22

fonction continue et intégrable sur R, , par le critére de Riemann, toujours.
Ainsi, par le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, on en déduit que la fonction A
est dérivable sur [a,+oo[, et sa dérivée est donnée, pour tout ¢ > 0, par :

, ~ +00 % _ ]-+oo 562 2
R'(t) = /0 ot (t,x)dx = L dx.

Ceci étant valable pour tout a > 0, la dérivabilité est valable sur tout R}.
Maintenant, en écrivant 2/(1+z?) = (1 +22 - 1)/(1+z?), on trouve alors que la fonction
h est solution de I’équation différentielle suivante, sur RY,

—tx2 o
h'(t):_[+°°e-tw2dx+[+°° e’ d:nz—[+ e da + h(t).
0 0o 1+22 0

En effectuant le changement de variables u = v/tx, qui est un difféomorphisme de R* dans
lui-méme, on obtient I’équation différentielle satisfaite par h :

B (t) = -%nh(t). ()

. Il s’agit maintenant de résoudre cette équation. L’équation homogene

h' —h=0
se résout de maniere classique. Ses solutions sont déterminées par une constante réelle C :
h(t) = Ce'.

Quant a la solution particuliere, utilisons la méthode de variation de la constante. Si
h(t) = C(t)e' est solution de I'équation (*), alors on a

C(t)et + C(t)et = I (1) = —%1 +O(1)e,

et donc
ot

C’(t) = %

L

qui se résout en
e—u

C(t) = —I[Otﬁdu.

Cette intégrale se calcule en effectuant le changement de variables v = \/u, qui est un
difféomorphisme de ]0,¢[ sur ]0, \/f[ :

Vi s
C(t) = 21 [ e du.
0
Finalement, la solution générale de I’équation différentielle est de la forme

Vi
h(t) = Cet - 21 fo e Hdy,

ou C est une constante.
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4. Commencons par étudier la valeur de la fonction h en 0 : on a d’une part, par définition

de h,
h 0) B f+oo 1
(0) = 0 1

D’autre part, la nouvelle expression pour h donne :

- [arctan(a:)]goo = g

h(0) = C.

Ainsi, on trouve

Pour tout z de Ry, on a : limy_4e0 f(,¢) = 0. De plus, la majoration 0 < f(x,t) < 1/(1+x?)
uniforme par rapport a t permet d’appliquer le théoreme de convergence dominée et de
permuter la limite en 'infini et 'intégrale :

+oo +oo
lim A(t) = tEErnoo fo f(x,t)dx = fo tlgrio f(z,t)dx = 0.

t—+o00
On a donc également
lim h(t)e™* =0,

t—+oo

c’est-a-dire, en utilisant I'expression trouvée précédemment,

Vi,
lim c—zlf e dv| =0,
t—+o00 0

:--21] -“dv———212

Comme I est I'intégrale d’une fonction continue et strictement positive sur R,, I'intégrale
de Gauss est positive et ’on obtient enfin :

ou encore

Exercice 38 (Intégrale de Fresnel)
Le but de cet exercice est de déduire de 'intégrale de Gauss et de 'inégalité %x < sinz (ou
x € [0,7/2]) la valeur de l'intégrale de Fresnel :

= f+°o e
0

Pour r réel positif, on définit un chemin par la concaténation de trois courbes (figure :

— S, le segment [0, 7], parcouru de 0 vers r,

— T, Parc de cercle de centre 0 et de rayon r compris entre les arguments 0 et 7/4, parcouru
dans le sens trigonométrique,

— U, le segment [re’™*, 0] parcouru de re'™/*

vers 0.
1. On veut montrer que pour toute courbe fermée T', [, e?’dz = 0.

(a) Montrer que pour tout n € N et toute courbe fermée I', on a : fr Z2"dz =0
Utiliser le fait que 2™ /(n+ 1) est une < primitive > de la fonction a intégrer.
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(b) Développer e~*" en série entiere et justifier la permutation de la série et de I'intégrale.

En déduire le résultat annoncé.
2. On veut montrer que lim;, o -[Tr e?dz=0
(a) Vérifier que pour w € [0,7/2], cos(t) > 1 —2u/x).
(b) Calculer le module de e lorsque z € T, et en déduire la limite annoncée.

3. Démontrer enfin que J existe et la calculer a 'aide de I = lim,_, o fSr e de.

FI1GURE 7.1 — Contour pour l'intégrale de Fresnel

Rappel Pour I' une courbe paramétrée par v : [a,b] - C (supposée €' p.m. et €°) et pour f
une fonction continue sur un voisinage de I', on définit I'intégrale curviligne de f le long de I :

b
ﬂf(z)dZZL Sy (@)~ (t)de.

Soluce
1. Supposons que la courbe I' est paramétrée par 7 : [a,b] — C. Dire qu’elle est fermée, c’est

dire que y(a) = y(b).
(a) Posons, pour z complexe, f(z) = 2" et F(z) = 2"*}/(n +1). Pour t € [a,b], on aEI :

(Fo)'(t) =7 )(v(1)" = F(7())Y (®).

11 vient, puisque y(a) =~(b) :

[eraz= [ az= [ iGN 0= [FGO)] = F(v(a) - F((8)) =0
v g a

(b) La courbe I' est compacte donc contenue dans un disque de centre 'origine et, disons,
de rayon R. On a :

[re_zzdz=fnz>%(z dz—/anzz) ¥ (t)———— _7())

2. Abus : ce qui est écrit n’est vrai qu’en-dehors des points de discontinuité, il faudrait recoller.
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Posons, pour t € [a,b], fn(t) = ’y’(t)(—’y(t)Z)n/n!. Pour tout ¢, on a la majoration :

2n 2n
L0l<cl e [nmlar<co-at
n: a n

ou C = supte[a’b]"y’ (t)|. La convergence de la série ¥ [, ab] fn| permet d’échanger la
somme et l'intégrale, et on voit que chaque terme est nul :

f /(z dz = (1) fz%dz=0
n>0 n>0 n! r

2. (a) Cela vient de la concavité du cosinus sur [0, 7/2] car sa dérivée seconde y est négative.
(b) Un point T, est de la forme z = re' ou t € [0,7/4]. On a :

2 2 .2it 2 e _2(1_4t
—z‘:‘e—re —e " cos?tger(l ﬂ).

le
On a donc :

/ e dz

m/4 i
/ o r2e2 t tht
0

_ 77/4 4r2t
<re” f e 'dt
0

2
e "

r2 T
4r (e 1) 4r

Remarque L’estimation est assez bonne puisque d’apres des calculs numériques, le
module de l'intégrale semble étre équivalent a 1/(2r) (exercice...).

3. On parametre S, par z = 2 pour z € [0,7]... Vu le sens de parcours, l'intégrale sur U, est

I'opposée de l'intégrale sur le segment paramétré par z = teim/4 pour ¢ € [0,7]. On a alors :

2 2
" =™ On a donc :

0= / dz—f $2dm+[ e_Zde—f o gim/Aqy
T, 0

Or on sait que quand r tend vers l'infini, la premiere intégrale tend vers l'intégrale de
Gauss, la deuxieme tend vers 0. Par conséquent, la troisieme a une limite, ce qui prouve
I'existence de l'intégrale de Fresnel et donne :

/+oo e—’it2dt = lim " e—’itht — e—iﬂ/4 f+00 e—Ide — e—i71'/4ﬁ
0 0 0 2’

r—>+00

[§]

ce que l'on peut écrire :
+o00 +00 1 T
cos(t?)dt = / sin(t?)dt = —\/j.
/0 ()de= J, ()dt=51/3

Exercice 39
Soit A € .#5(R) une matrice symétrique définie positive. Calculer I'intégrale :

I:= ffR2 exp(~'XAX)dzdy ol l'on a noté X = (Z) .
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Soluce

Comme A est symétrique définie et positive, on sait, par le théoreme de Sylvester, qu’il existe

une matrice réelle inversible P telle que A = "PP, ce qui implique en particulier det(A) = det(P)?.
Comme Dapplication X ~ PX est un difféomorphisme de l’espace R2, le changement de

variables U = PX est licite (son jacobien est le déterminant de P); il donne, en notant U = (Z) :

I= ./.ZW exp(='UU) det(P) 'dudv = det(P) " ffRz exp(—u? - v?)dudo.

On passe alors en coordonnées polaires : u =7 cos(f), v = rsin(f), pour obtenir

I=det(P)™? [[R+x[0 - exp(-r?)r dr dé.

Par le théoreme de Fubini (on est dans un cas de séparation de variables, avec deux fonctions
continues, respectivement, en u et v), on a :

+00 2
I=det(P)! [U exp(-r?)r d'r’/(; dé.

Une primitive de exp(-r?)r est —% exp(-r2). On obtient en définitive :

s

V/det(A)

Exercice 40 (Wallis et les hyperboules)

On considere ’espace R” muni de sa structure euclidienne usuelle. On veut calculer le volume
V. (R) de 'hyperboule B,,(R) de rayon R définie par

Bo(R) := {(xl,---,xn) eR", Zn:xg < RQ}
i=1

On propose de montrer la formule suivante

m . X
%RQ’” si m = 2m est pair,
Vn(R) - 2m+1
m \m . . .
2 _min (2mTl';T, R?™*1  §inp=2m+1 est impair

1. Vérifier la formule pour n =1 et 2.

2. On veut calculer l'intégrale de Wallis I, := [0% sin™(t)dt.

(a) Montrer, par une intégration par parties, que nl, = (n - 1)I,,_2. En déduire, au
passage, que nl, I, 1 = 3.
(b) Calculer Igy,.1, puis, Iop,.
3. En vous ramenant a l'intégrale de Wallis apres changement de variable, montrer par
récurrence la formule proposée.

4. Etudier les variations du volume de la boule B,,(1) en fonction de n.
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Soluce

1. Pour n =1, on trouve B;(R) = 2R, qui correspond bien a la longueur du segment [-R,R],

et pour n =2, on a By(R) = 7R2, la surface du disque, formule qui n’est plus & présenter,
et qui en a séduit plus d’un, d’Archimede & Grothendieck.

(a) On peut commencer par décomposer,

I, = /(;5 sin” (t)dt = '[05 sin™ (1) (1 - cos®(t))dt = I,,_ — /(;5 sin™ "2 (t) cos?(t)dt.

2.

On suppose n > 1 et on intégre par parties en posant u’ = sin™ 2(t) cos(t), v = cos(t),
et donc, u = -1 sin""!(¢), v’ = —sin(t), pour obtenir :
3 cos(t z 1 3 1
/ * sin"2(¢) cos?(t)dt = [J sin”_l(t)]g + [ *sin”(t)dt = ——1,,.
0 n-1 n—-1Jo n-1

%In, et donc, nl, = (n - 1)L, 2.

On en déduit alors, en multipliant par L,,_1 cette égalité, que la suite de terme général
nl,Il,—1 est constante. Il vient donc

D’ou I'égalité I,, = 1,,_0 —

Ty =Tlp=1-2 =

T
2 2
En effet, on trouve, en intégrant sin(t), que I =1,

(b) On a par récurrence Ig,.1 = %Il Comme I; =1, il vient :

I Cm)(2m=-2)-(2)  (2m)?(2m-2)%-(2%) 22" (m!)?
T om+1)(2m - 1)-3 (2m +1)!

C@2m+ 1)
Puis, la relation (2m + 1)Igy,4110p, = %, prouvée plus haut, montre que

L - @em)! =«
2T 02m(in))2 2

3. La boule B,,(R) est I'ensemble des n-uplets (z1,-+,7,) tels que ¥, z? < R?, inéquation
que 'on peut aussi écrire

R R

2 2
1 < R, - (L’n.
Ceci implique

B,(R) = {(u,z,) e R" ' xR, uweB,_1(v/R2-22), -R <z, <R}.
Par un corollaire classique du théoreme de Fubini, il vient
R
vnR:f d :f / VRZ—22)dudiz,.
(R) L BM( 7, )dudz

On suppose, par récurrence sur n, que V,(R) = u,R"™, pour un réel u,, dépendant de n.

Notons cette hypothese H,. L’hypothese H; est vraie, avec p = 2. Supposons H,, vraie,
alors, d’apres ce qui précede,

R R
Vn+1(R) = /:R f (\/ R2 - w%.;.l)dden-H = [R Un(Rz - xi+1)n/2d$n+1-
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Le changement de variables .1 = Rcos(t) donne

0 s
Vios1(R) = —unf R" sin”(t)Rsin(t)dt=R"+1un[0 sin™" (¢)dt.

Notre récurrence est donc bien établie, avec

s
Hn+1 = Hn -/0 Sinn+1(t)dt = 2pnlnyi1,
en utilisant sin(F —¢) = sin(¢). En particulier, cela implique

2
pn = 4pin—2lply g = 7#n—2-

Comme p1 =2 et g =, on trouve les formules annoncées.
4. Le volume de la boule unité en dimension n est V,,(1) = piy,.

Comme p,, = 27” ln-2, On constate, par exemple en prenant le logarithme, que p, tend vers

0, ce qui ne manque pas de décevoir sur la représentation intime que ’on pourrait se faire

d’une hyperboule.

Plus précisément, comme la fonction sin est comprise entre 0 et 1 sur [0, g], on voit que
sin"*1(t) <sin™(t) sur ce méme intervalle, et donc, la suite I,, décroit. On peut noter, par
un petit calcul utilisant les formules de 2)b) que 2I5 > 1 > 2I5. On obtient alors, puisque
tn = 21 pin—1, que la suite p, croit jusqu’a wps, puis, décroit pour tendre vers 0.

On peut, par pur voyeurisme, regarder cela de plus pres, en calculant py = 2, po = m ~ 3,14,

3= =419, g = 5 = 4,93, ps = 3 = 5,26, jg = T = 5,16, g = 0T ~ 4,72,
Remarque On peut trouver un équivalent de py, & l'aide de la formule de Stirling, pour voir que
Un converge rapidement vers 0. On peut aussi décliner sans peine le probléme avec des boules

pour la norme N, donnée par
1
Np(@1,2n) = (] + - zn]”) 7

Remarque Et [’ <« hypersurface> de ’hyperboule, alors ¢ Il suffit de dériver la formule du volume
que l'on vient de déterminer!

7.2 Intégrales a parametres

7.2.1 Fonction Gamma

Exercice 41 (Formule des compléments)
On fixe z € 0, 1[, si bien que I'(z) et I'(1 - z) sont bien définis.
Le but de cet exercice est de démontrer la formule des compléments :

T(z)T(1-2) = —0

sin(mz)

Plus précisément, nous allons montrer qu’elle est une conséquence de la formule de dupli-
cation de Legendre, qui fait 'objet des exercices [43] et [44] de ce recueil.

On rappelle que, dans ’exercice [44] en question est démontrée la formule suivante, valable
pour z € 0, 1] fixé, et lorsque n — +oo,

nn!

()= nl—i>r+nooz(z +1)(2+n)’
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1. Démontrer la formule suivante, qui donne un développement de la fonction sinus sur R
en un produit infini :

+00 22
VzeR i = 1-——=].
zeR, sin(z) zg( 772k:2)

2. A l'aide de la formule rappelée ci-dessus, en déduire la formule des compléments.

Soluce
1. On ne présente plus la formule suivante, qui donne I’exponentielle comme une limite po-
lynomiale :

n
VreR, €= lim (1+£) ,

n—+oo n
ainsi que la formule reliant exponentielle et sinus :
i _ =i

VrxeR, sin(z)= 57
i

Cela donne I'idée de poser, pour z € R, et pour tout n entier ma‘curellﬂ7

. 2n+1 . 2n+1
Po(z) = — (1+ v ) —(1— v )
21 2n+1 2n+1

Par une étude classique de limite, on voit que, pour z € R,

lirP P,(z) =sin(z),

comme attendu. Dans toute la suite, on fixe n € N.
Etudions maintenant les racines de ce polynome ; on cherche les z € R tels que

. 2n+1 . 2n+1
(1+ 1z ) _(1_ 1z ) _0,
2n+1 2n+1

; 2n+1
(1 * el ) 1

ce qui s’écrit encore

iz
2n+1

Fixons k € {-n,...,n}; définissons alors z par la formule
1+ 52k :eXp( ik )

— iz 2n+1
1 2n+1

Comme le membre de droite exp ( 22;’1]17;

et n, I’égalité précédente équivaut a :

) n’est jamais égal a —1, quel que soit k entre —n

2ikm
e2n+l — ]_

2ikw
ezn+l + |

zp=—i(2n+1) (-n<k<n).

3. On verra pourquoi choisir 2n + 1 au lieu de n plus tard.
4. C’est la I'intérét d’avoir considéré les termes impairs, de la forme 2n + 1.
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Enfin, en factorisant I’angle moitié, on obtient :

? ln(QZfl)

2cos (5747)

On obtient alors 2n + 1 éléments, distincts, qui annulent le polynéme P,, (il suffit de le
vérifier) ; on a bien trouvé les racines de P,,.

k
zp=—i(2n+1) :(2n+1)tan( i
2n

") (n<ken), (+)

Enfin, notons que le polynome P,, n’est pas nul, au moins a partir d’'un certain rang,
puisque lim;,, o, P, (2) # 0 (en général) ; et son degré est au plus 2n + 1. Cela assure que
les 2n + 1 racines (distinctes) exhibées précédemment sont toutes de multiplicité 1.

On peut donc écrire, pour tout z € R et tout n € N, et en regroupant les termes par paireSEL

P,(z)=2 p
= ’“=‘1;[k¢0 (1 (2n +1) tan(2n+1)) H ( (21 +1)2 tan® (5755 ))

On aimerait maintenant pouvoir faire tendre n vers U'infini... Hélas, I’étude d’une suite
doublement indicée s’impose. Fixons dans tout ce qui suit z € R, et posons alors

k 52
z 1- . sil<k<n
vg(n) = E( (2n +1)%tan? (5=L)

2n+1
P,(2) si k>n.

Pour u € [0, T /2[ on a par convexité de la tangente tanu 2 u. Pour 1 k‘ n, on a donc :
- (n) < i - (n)

Vip-1\N) & Vi-1\(Nn).
() k-1 (k)2 !

2n+1

E
(2n +1)% tan?

|Uk(n) - Uk—l(n)| =

Par ailleurs, supposons que z # 0 (le résultat est trivial si z = 0) et utilisons l'inégalité
In(1 - u) < —u, valable pour w € ]0,1[. On écrit :

2
Injvg(n)| <In|z| + Z In |1

(2n +1)2 tan? (52L; )
.2

n(|z]) + Z

=

z
<lInlz| + —— < +00
2 ()2

1(2n +1)2tan? (2 11)

(Dans la derniére ligne, on a utilisé a nouveau la majoration tanwu > u pour u € [0,7/2[.)
Grace a cette seconde inégalité, pour tout 1 < k < n, le logarithme de vi(n) est borné, ce
qui implique que vg(n) est borné. Il existe donc un réel C,, dépendant du réel z, tel que
pour 1<k<n

C.

k2’

Cette majoration est aussi valable pour k& > n, puisque pour un tel k£, on a v — vp_1 = 0.
On en déduit que la série de fonctions

Z (Vg — Vr-1)

k>1

‘vk(n) - vk_l(n)‘ <

5. Et sachant que le terme en k£ =0 vaut 1...
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converge normalement, donc uniformément, sur N. Or, par télescopage, cette série est égale
a la limite de la suite des (vg ) ; on en déduit donc que la suite (vg) converge uniformément.

Enfin, comme, pour tout k > 1, la suite (vk(n))n>l admet une limite finie, le théoreme de

la double limite s’applique donc, et ’on a, pour tout z € R,

52
sin(z) = lim P,(z)= lim lim vg(n)= hm lim vk(n)—zn( —2)

n—+oo n—+00 k—+oo — 400 N—>+00 7'(2]

Finalement, on obtient la formule désirée : pour tout z € R,

in(2) = = 1‘[ ( 2;)

2. Observons la formule rappelée dans I’énoncé. Etudions alors le produit :

z2(z+1)-(z+n) (1-2)(2-2)(n+1-2)
n#n! nl=2n!

En distribuant les facteurs de n! dans les facteurs du numerateur, et en regroupant les
différents éléments du produit deux par deux pour faire apparaitre des égalités remar-
quables, on obtient

z2(z+1)(z+n) (1-2)(2-2)-(n+1-2)

n#n! nl=#n!
~ 2Z(L+2)(1+35)(1+2) ‘ (I-2)(1-35)-(1-2)(1-2z+n)
B n? nl-z
2(1-z+mn) 9 22 ( z”)
=2 7T 1-21(1-2=
n (-2 )( 22 n?2
n 22
)
k=1 k?
En utilisant le résultat de la question précédente, on en déduit alors que, lorsque n — +o0,
1 o2z 1)(z4n) (1-2)(2-2)(n+1-2)
D(2)[(1-2) n—+oo n#n! nl=2n!
(-
= lim 2z 1-—
n—too 5 k2
+00 22
= 1-
1l-=)

Or, par la question 1, ceci est égal & sin(nz)/m. On a donc démontré la formule des
compléments : pour tout z € ]0,1[,

1 _ sin(7z)

I'(x)F(1-z) =
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Soluce
1. On a, par définition de T,

+00 +oo0 +00 +00 ,
I'(a)l(a) = fo s le ™ ds [) t* tetdt = . f . s et s dt.
s= t=

On pose alors le changement de variables (u,v) — (uv,u(1-v)), dont on vérifie qu’il définit
bien un ¢*-difféomorphisme, de R** x 10, 1[ vers R** x R**, d’inverse (s,t) = (s +t, -%).
On calcule son jacobien

1-v -u

Par le théoreme de Fubini, on obtient :

’ +00 ; 1 ,
I'(a)l(a) = ]] (uv)* ey du do = f ut e duy / 2 (1-0) 1 do.
Rix]0,1] U v
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La formule I'(a)'(a) = T'(a + o')B(a, &) en découle.
2. Pour ac€ ]0,1[ et &’ = 1-aq, il vient, en constatant que I'(1) = 1 et en faisant le changement
de variable t = £,
1 1 1

1 a-1 aq +oo d by d +oo g0 d
Blat-a)- [Letaog - [ o .
la) (a @) 0 ( ) 0 1+u b 0 1+u b 1 1+u b

Dans le terme de droite, on pose, fagon de parler, « u = % >, pour obtenir

pla) = [ Cl+u du.

Pour en déduire le développement désiré, on va développer 1/(1+u) en série entiére : pour
NeNetue]0,1[, on écrit :

(_ )N+1
= "™ + ———,
Z( ) 1+u
puis
1 ,,a-1 N —1)" 1 (_,\N+1, a-1 1 ,,N+1 1 1
f v du:2u+[ CO e ono< [Y dusfuN”du: .
0 1+u oa+n Jo 1+u 0 l+u 0 N+2

En passant a la limite N - +oo et en procédant de méme (o ~ 1 — ) pour la deuxicme
partie de 'intégrale, on trouve :

Z( " f (" _+z°:°(—1)”++z°:° GO 3 1"
o a+n l-a+n Ha+tn pHa-n-1 ‘= a+n
3. Par ailleurs, pour x ¢ 7Z,
x cosZ 2cos’Z-1 1 1
cot - —cotx = —5 - ——— = = % = = = .
sing  2sinjcoss  2sinjcosgy  sinw
D’apres 'exercice en écrivant x = o :
1 1 2a 1 1 1
WCOtwa‘_+2ﬂaZﬂ:_+Zﬁ=—+Z( + )’
o Sima? -n Q@ faf-n* a Si\a-n a+n
d’ou

—7TC0t7a—7TCOtﬂ'a—l+Z( 1—k‘+—-1|-k‘) Z( 1 + 1 )

sin o o~ msi\a-n  a+n

N

(6]
2
1 1
= —+ lim Z( )— lim ( + )
a N-too i \a— 2k: a+2k N-+oo S \a—n a+n

- §(ﬂ+ﬂ):l+z(ﬂ+ﬂ)=zﬂ.

a N-oto = \a-n a+n a Ssi\a-n a+n ] JZa+n

Justifications :
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— de Pantépénultieme égalité (notée =) : pour n pair, n = 2k, on trouve

2 2 1 1 1 1
(a—2k+a+2k)_(a—n+a+n):a—n+a+n;

pour n impair, on trouve juste

1 1
_(ain+ain)'

(1"

atn °

— de la derniere égalité : elle est justifiée par la convergence des séries alternées Y,
On peut alors conclure.

Cadre (Formule de duplication de Legendre)
Le but de cet exercice est de démontrer la formule de duplication de Legendre. On rappelle tout
d’abord que la fonction gamma est définie pour x réel strictement positif par :

+00
['(x) = /(; ettt

La formule de duplication est alors la suivante :

a+1

Ya >0, 2a—1r(%)r( ):ﬁr(a).

Exercice 43 (Premiére méthode : intégrales multiple et changements de variables)
Partie 1
Pour a >0, et £ >0; on pose

+o00 T
Ho(z)i= [ e @B
0
On rappelle également le résultat suivantEl :

+00
f e_tht = ﬁ
0 2

Montrer que la fonction Hy : [0, +00] — R est continue.
Calculer H,(0).

Montrer que la fonction H, est dérivable sur ]0, +ool.

= 89 =

Calculer, pour x >0, H/ (z) en fonction de H,(x).

On pourra utiliser le changement de variables t = &, pour o convenablement choisi.

5. En déduire que, pour A >0 et >0,

1 W - axr
Hy(z) = 5\/56 ez
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Partie 2
Pour a > 0, on pose

_ 2, @
J(a) := f(R*)2 e\ +92)x°‘_%dxdy.
1. En utilisant la partie 1, montrer que

U

J(a) = 2a—f1r(a).

-

T montrer que l'on a
=,

Y

- (3)r(257).

3. En déduire la formule de duplication de Legendre, pour tout a > 0.

<

U
2. En effectuant le changement de variables v

Soluce
Partie 1

1. II s’agit ici d’utiliser le théoréeme de continuité sous le signe intégrale. Tout d’abord, pour
tout t > 0, la fonction z e_(at2+t%) est continue sur [0,+oo[ ; de méme pour la fonction
t e —(at? + 72) sur ]0,+oo[, pour tout = > 0. De plus, pour tout (z,t) €e R, xR}, on a

—(at?+= _at2
(a4 ) ¢ gmat?

qui est une fonction continue, indépendante de x, intégrable sur [0, +oo[, puisque

—at? _ l
© - t—>?—oo (t2) ’

Ainsi, d’apres le théoreme de continuité sous le signe intégrale, la fonction H, est bien
continue sur [0, +oo].

2. On a, par définition,
+o0
H,(0) = f et 4.
0

En s’inspirant du résultat sur l'intégrale de Gauss rappelé dans I’énoncé, effectuons le
changement de variable u = \/at (on rappelle que a > 0), qui est bien un difféomorphisme
de [0, +oo[ dans [0, +oo[. On obtient alors

1 +o0 2 1 /7
H oz—f “dt= -/ —.
«(0) Va Jo ¢ 2V a

3. On utilise ici le théoreme de dérivation sous le signe intégral. Tout d’abord, pour tout

~(at?+ %)

x 2 0, la fonction f:t — e est intégrable sur ]0, +oo[. En effet, elle est continue,

6. Il s’agit de 'intégrale de Gauss, qui peut se calculer de plusieurs fagons : intégrale de Wallis, passage en
coordonnées polaires... Voir les exercices [36] et
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donc intégrable sur tout segment inclus dans ]0,+oo[; en linfini, f est équivalente & la
fonction t e‘“tQ, qui est, comme on ’a vu précédemment, négligeable devant la fonction

t— t%, qui elle-méme est intégrable en l'infini, par le critere de Riemann. En 0, de méme,
f est équivalente a la fonction ¢ — e 2 = .0 (t_%), fonction intégrable en 0, par le méme
critere de Riemann.
De plus, pour tout t > 0, la fonction f admet une dérivée partielle en z,

of -1 _(at?+ %)

Vt>0, V£ 20, —(x,t)=—¢e 27

8:):( ) 12
et cette dérivée partielle est continue en ¢ et en x, respectivement sur ]0, +oo[ et sur [0, +oo],
et, pour tout t >0,z >0, on a

of

ox

qui est une fonction continue, indépendante de x, et intégrable sur 0, +oo[.

1 2
(x,t) St—26 at”,

Ainsi, par le théoréeme de dérivation sous le signe intégral, la fonction H, est dérivable sur
10, +ool.

. Dans la question précédente, on vient de démontrer que la fonction H, est dérivable sur

10, +00[; la dérivée est également donnée par le théoreme de dérivation sous le signe
intégrale : pour tout x > 0,

+oo ] T
H)(z) =- f t—ze_(at2+?)dt.
0

On effectue alors, comme indiqué dans 1’énoncé, le changement de variable ¢t = «/s, avec
a >0 que l'on déterminera plus tard ; ¢’est un difféomorphisme, de ]0, +oo[ dans lui-méme ;
on obtient alors, pour tout x > 0,

1 0 g2, 82 1 froo g 82
H(’l(x)zaﬁ e (OLSQMEQQ)CIS:__‘[0 o (@2 +e2y) 40

[ (6]

Pour retomber sur l'intégrale H,(x), on pose alors o = \/g, bien défini puisque z est
strictement positif, et 1’on obtient alors, pour tout x > 0, :

+00 T
H' (z) = —\/Ef e (@ E) s = —\/EHa(x).
T JO X

. Une primitive de la fonction x — —\/% est z — —2\/ax ; I’équation différentielle précédente

donne alors :

H,(z) = Ce 2%,

ol C est une constante réelle, et ott « > 0. De plus, par continuité de la fonction H, en 0

par la question 1, on a
1
—\/f ~ H,(0) = C.
2V a

On en déduit que pour a >0 et x >0,

1 T _ axr
Hy(z) = 5\/56 ez,

Partie 2
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1. En utilisant le théoréme de Fubini (la fonction intégrée sur (R*)? est positive), et en se
servant du résultat de la partie 1, on écrit, pour a >0 :

+00 +00 —(x 2, T 1
J(a) =[0 [[0 e +yz)dy]$o‘ 3de

1

+o00
= fo H,(z)z“ 2dx

=/+Oo 1 \/%e_%xo‘_%dx
0 2z

+00
= VT f e 2z g
2 Jo
Ne reste plus qu’a faire le changement de variables difféomorphe u = 2z, de [0, +oo[ dans
lui-méme, et 'on tombe sur le résultat désiré :

N
2a+1

J(a) = I'(a).

2. On effectue le changement de variables préconisé dans ’énoncé. On vérifie que c’est une
bijection de (R**)? dans lui-méme : la réciproque est donnée par = = Juv, y = \/u/v. De
plus, le jacobien est égal a

92 L _ 2zy = _4x
y oy y
non nul par hypothese sur = et y. En I'exprimant en fonction de u et de v, cela donne

I

13
—4uipa,

L’intégrale J devient alors, pour « > 0,

J(a):f+w /~+ooe,(u+v)u%(a*%)vé(a*%) (luivi)dudu
0 0 4

soit, en invoquant le théoreme de Tonelli,

1 +00 — +00 - 1 1
J(a) =~ f e_“uTlduf e Vw2 dy =T (a - )F (g) ;
4 Jo 0 4 2 2

ce qui est exactement le résultat désiré.

3. 1l suffit maintenant de regrouper les deux questions précédentes :

()

et par simplification, on obtient la formule de duplication de Legendre,

() ()L

2 2

Exercice 44 (Deuxiéme méthode : formule de Weierstass)
La formule de duplication de Legendre peut étre vue comme une conséquence de la formule de
Weierstrass :

V>0 L -:L"ewJﬁ)(1+£)e_£
’ F(.’L‘) n=1 n 7
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ou y désigne la constante d’Euler.
On rappelle que la fonction bétaﬂest définie comme suit :

1
Va,y >0, B(a:,y):fo VA € R ) LA

1. Commencons par démontrer quelques résultats sur la fonction B.

(a) Montrer que la fonction béta satisfait aux équations fonctionnelles suivantes :

Vx>0, Yy>0, B(z,y)=B(y,z) et B(z+1,y)= %B(m,y).
Ty

(b) Pour n e N*, et x >0, on pose

L,(z):= fon (1 - %)n " 1dt.

Montrer que, pour tout x > 0,

lir+n L,(z) =T ().

(¢) En exprimant la fonction I,, en fonction de béta, en déduire que pour tout x > 0,

n®n!
n—>+°°9:(33 +1)(z+n)

I'(x) =

2. En utilisant le développement limité du logarithme, démontrer la formule de Weierstrass.

3. En déduire la formule de duplication de Legendre.

Soluce
1. (a) La premiere égalité s’obtient en effectuant le changement de variables u = 1 - ¢, qui
est un difféomorphisme de [0, 1] dans lui-méme ; on obtient bien, pour tout z,y > 0,

B(r,y) = [ o (1= 0y (~du) = By, ),

Quant a la seconde égalité, il suffit d’utiliser une intégration par parties, & condition
de régler le probleme d’existence en 1 : pour cela, on commence par étudier I'intégrale
sur un intervalle de type [0 1- ] ou tout est défini, puis on fait tendre n vers l'infini;
le probleme d’existence de l'intégration par parties en 1 est réglé. On écrit alors

B(z,y) = / ( ) (1-¢)"1de

:[_(1—t) (1x+);+y:|0+xfy.[ol(%—t)x 1(1 t)my(l_l t)2 dt

X
- B .
o (z,y)

On obtient I'égalité désirée.

7. Un béta majuscule s’écrit B.
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(b)

Fixons 2 > 0. On définit la suite de fonctions (g, )nen+ sur R par :

) =100 (1)

ot 1f¢,1(t) désigne la fonction caractéristique de l'intervalle réel [0, n].
Utilisons le théoreme de convergence dominée. D’abord, en écrivant pour tout ¢ > 0,

) ae
gn(t) — 1[07n](t)enlog(1 n)t:v 1’
et en utilisant un développement limité du logarithme a I'ordre 1, on obtient
gn(t) _ 1[O,n] (t)en(7%+o(%))tmfl _ 1[0,n] (t)efteo(l)tmfl7
ce qui montre que la suite de fonctions (g, )nen+ converge simplement vers la fonction
te et g o0y (1)

De plus, de I'inégalité

log(1-u) < -u,
valable pour w € ]0, 1] et qui s’obtient par I'inégalité des accroissements finis, on tire
en posant u = t/n,

t n —t
Vte[O,n], |1-—] <e™.
n

Ainsi, pour tout t € [0, +oc0[, on obtient la majoration
lgn(t)] < &7,

qui est une fonction intégrable sur R, , puisque, en l'infini, elle est négligeable devant
t + 1/t2, fonction intégrable, par le critere de Riemann ; et qu’en 0, elle est équivalente
a la fonction t + t*71 qui est intégrable, toujours par le critere de Riemann (on
rappelle que z est supposé strictement positif).

Ainsi, par le théoreme de convergence dominée, on obtient, pour tout = > 0,

+00 +o00o +oo
lim L(2) = m [ gu(t)dt - fo lim_g, (1)t = fo ot 1dt = T(x).

n—>+00 n—>+00

Effectuons le changement de variables u = t/n, qui est un difféomorphisme de R, dans
lui-méme. On obtient alors, pour tout z > 0,

I,(z) = /01(1 —u)"(nu)® ndu = n® fol(l —u)"u"  du = n"B(z,n + 1).

A présent, en utilisant les résultats de la question 1 (a), on obtient, pour tout n € N*,

n! n!
(x+1)(z+ n)B(l’x) S z(x+1)-(z+n)

B(z,n+1)=B(n+1,z) =

puisque
1 1
B(l,x):/ (1-t)"dt = =,
0 T
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Finalement, en regroupant les résultats obtenus, on a, pour tout x > 0,
n*n!

I,(z)=n"B(z,n+1) = TG D)z en)

et done, toujours par la question 1 (¢), pour tout z > 0,

n*n!

T(z) = lim I,(z) = I ,
(@) notoo (@) nirfwm(x+1)---(x+n)

comme voulu.

2. On rappelle tout d’abord la série harmonique, qui donne un développement limité du

logarithme :
n

1
logn=> —-~v+o0(1).
=

On en déduit que

(z+1)-(z+n)
nn!

pe~*losn I (1 + E) = ge®emo() I ek (1 + E) .
ey k k=1 k

Or, ceci converge vers 1/I'(z), d’apres la question 1 (¢). On en déduit

1 1) noo, +oo
lim v(z+)(z+n) = lim ze"®e®o(M) [Ie* (1 + %) =z’ ] (1 + f)e_ﬁ,
n=1 n

I'(x) ~ notoo nxn! n—>+00 palic]

et la formule de Weierstrass est démontrée.

3. Fixons x > 0. D’aprés la question 1 (c) (encore!), et en multipliant par 22"*? numérateur
et dénominateur, on a, lorsque n — +oo,

1 2245 (1)2 2422245 (10112
F(J})F(l‘+—)~ - n (nh) — = 2 "2 (nl)
2) az(x+z)-(x+n)(z+n+3) 22Q2zr+1)-(2z+2n)(2z+2n+1)
I'(2x)

o 2n+2, 20+ 5 (0 1)2
Gnrz@eine "m0
[(22)222n3 (n))?  T(22)227+12 ()2

22z(2n)!(2n) ns (2n)!"

Or, d’apres la formule de Stirling, lorsque n — +oo,

(n!)? _ n?"e~2"(2mn) _ (ﬂ'n)%

(2n)!  (2np)2ne-2n(47n)z 22"

Finalement, on en déduit la formule de duplication tant attenduef]

=T (22)2" % /7.

1 (2 22n+1—21 %
['(x) (m + —) ~ (22) . (mn)

2 n2 22n
Remarque La seconde méthode a avantage de pouvoir étre utilisée dans la preuve de la formule
des compléments, voir pour cela

8. La formule n’est pas exactement celle de ’énoncé de I’exercice ; pas de panique, x a juste été remplacé par
2x...
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Exercice 45 (propriétés élémentaires de la fonction gamma)
La fonction gamma est définie pour tout réel z > 0 par la relation :

+o00 1
IM(az)) = /0 t" e tde.

1. (a) Vérifier que la définition a un sens.

(b) Vérifier, pour tout réel = strictement positif, la relation
M(z+1)=zT(x).

(¢) En déduire que I'(n) = (n - 1)! lorsque n est un entier naturel non nul.

(d) En admettant provisoirement la continuité de I sur R**, montrer au voisinage de 0*
Iestimation I'(z) ~ %
2. (a) Montrer que I" est de classe € sur |0, +oo[ et que 'on a, pour tout entier k et tout
réel x strictement positif,

+00
) (z) = fo (Int)* t*Letdt.

(b) Décrire les variations de I' sur ]0, +oo[.
3. Soit x un réel strictement positif.

(a) Montrer que
n 1 t\"
[(z)= lim f t° (1——) dt.
n—>+oo J() n

(b) Faire un changement de variable affine pour ramener la deuxiéme intégrale a une
intégrale sur le segment [0, 1] et montrer la formule de Gauss :

n® n!

F($)=7}1—{E°x(x+1)(x+n)

Soluce
1. (a) Soit x> 0. La fonction g, : ]0,+oo[, t = t*"te™" est continue. Au voisinage de 0, on a :
gz(t) ~ t*71 et la fonction t ~ t*~1 est positive et intégrable sur ]0,1]. Au voisinage
de +o00, g,(t) est négligeable devant e /2, fonction intégrable sur [1,+o0o[. Ainsi, la
fonction g, est intégrable sur ]0, +oof.

(b) Soit x> 0. Soient a et A deux réels tels que 0 < a < A.

Pour calculer faA t*e~tdt; on pose, pour t € [a, A], u(t) = t* et v(t) = —e~* — c’est une
primitive de ¢ = e™*; on intégre par parties (c’est légitime car les fonctions u et v
sont €1 sur RY) :

A st —t]A A ol -A - A
/ tYe M dt = [—txe ]a +x [ t* e tdt = -A%e ™ +ad%e "+ 1 f t*" et dt.
a a a

Puisque = > 0, on a aussi x +1 > 0 (donc I'(x + 1) a un sens); quand a tend vers 0
et A tend vers +oo, on obtient : I'(x + 1) =z '(x).
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+00 .
On a pour initialiser une récurrence : I'(1) = f etdt = [—e_t]g =1=0.
0

Soit n un entier naturel non nul. Supposons que I'(n) = (n—1)!. La relation I'(z+1) =
x['(x) est vraie en particulier pour tout naturel n > 2, d’on I'(n + 1) = nI'(n) =
n-(n-1)'=nl

D’apres I'équation fonctionnelle, pour = > 0, on a zI'(z) = I'(z + 1). Quand z tend
vers 0, en utilisant la continuité en 1 de la fonction I' et la valeur I'(1) = 1, il vient :

1
r ~ -,
() 0+ x

On va prouver par récurrence sur k que I' est de classe €% sur ]0, +oo[ et que 1'on a :
+00
Pk : Vo0, T (g) = f (Int)* = Let dt.
0

Pour £ =0, il n’y a rien a démontrer. Soit k € N. Supposons que I soit k fois dérivable
et que Z(k) soit vraie. Considérons un intervalle ]a,b[ ot 0 < a < b.

Pour tout entier p, on note
Up:]a,b[ x]0,+00[ — R, (,t) — (Int)Pt" e,

Remarquons que pour tout x de ]a,b[, la fonction ¢ — ,(x,t) est continue et

intégrable sur ]0, +oo[. (Au voisinage de 0, on peut prolonger par continuité si x > 1 et

siz<1l,ona:Yp(x,t)=0 (ta/Q’l) ; au voisinage de +o0, on a encore 1, (t) = o(1/t)).

Vérifions les hypotheses du théoreme de dérivation des intégrales a parametre :

— pour tout x € a, b[, la fonction t — i (x,t) est intégrable sur |0, +oo[;

— la fonction ¢, admet une dérivée partielle continue par rapport & x sur Ja,b[ x
10, +oo[ qui est donnée pour (z,t) € Ja,b[ x |0, +oo[ par

%(m) _ (ke
XT

— pour (z,t) € Ja,b[ x ]0,+oo[, on a: t* 1 <t¥ L sit<1let t* L <t* 1 sit>1 donc:

Oy,

‘_ <t (g let 4+ 16t
ox

(2,1)

qui est une fonction intégrable sur ]0, +oo[ et indépendante de z.
Par hypothése de récurrence et par le théoréme de dérivation sous une intégrale, I'(%)
est de classe ¢! sur ]a,b[ et, pour tout x € ]a, b[,

+00o
1“““1)(3;):/0 (In¢)F* 1= tet qt.

Comme a et b sont arbitraires, on étend cette relation a ]0,+oco[ et on conclut par
récurrence.

De l'expression de I'" comme l'intégrale d’une fonction positive, il résulte que T’
est convexe (on verra mieux plus bas) et donc que I est strictement monotone sur
10, +00[. Comme T'(1) = 0! = 1! = T'(2), la dérivée I’ s’annule en un point ¢ com-
pris entre 1 et 2 — on trouve numériquement ¢ ~ 1,46---. Ainsi, I' est strictement
décroissante sur ]0, c] et strictement croissante sur [¢, +oo[. Voir la figure
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3. Soit x un réel strictement positif.

(a) On pose, pour tout n naturel non nul et ¢ € ]0, +oo] :

1) = =1 (1 - %)n sitelo,n[,

0 sit>n.

Alors :

pour tout n, la fonction f,, est continue (et intégrable) sur ]0,+oo] ;

pour ¢ fixé, on a : t < n a partir d'un certain rang et, lorsque n tend vers 'infini, In(1-
%) = —%+0 (%) ; par conséquent, nln(l—%) =—t+0(1), donc enin(1-7) _ g-t+o(1) qui
tend bien vers e”! car I'exponentielle est continue ; ainsi lim,, 00 fn(2) = e %71,
on va dominer |f,| par une fonction f indépendante de n et intégrable sur 0, +oo[ ;
en effet, In(1 - u) < —u pour tout u < 1 (par concavité du logarithme, la courbe de
u — In(1 - u) est toujours en dessous de sa tangente en zéro); d’ou, si 0 < ¢ < n,
donc In(1 - %) < —%; en multipliant par n > 0 et par croissance de la fonction
exponentielle, on obtient : (1 - %)n <e7!; finalement, que l'on ait t <n ou t > n, il
vient : |f,(t)| < e7*71, qui est intégrable sur ]0, +oo[ (condition de domination).

D’apres le théoreme de convergence dominée, on peut donc intervertir la limite et
I'intégrale ; d’ou le résultat.

Soit I,(z) l'intégrale de f,,. Le changement de variable u = ¢/n donne :

I (x):/-nt’“”_l (1—£)n dt=flux_lnx_l(l—u)”nduznxflux_l(l—u)”du
" 0 n 0 0 '

1
En posant v(t) = (1 -1)" et w(t) = —t*, on peut intégrer par parties (v et w sont €"*
x

sur 0, 1], v"w est intégrable et vw se prolonge par continuité en 0) :

1

Jn(x):foltx-lu-t)"dt:[%] —[Ol—n(l—t)"_lgdtngn1(x+1).

0

En utilisant itérativement cette relation, il vient :

i n(n-1)-(n-(n-1)) B n!
In(@) = r(z+1)(z+n-1) Tnon(z +n) = w(@+1)-(z+n-1)x(z+n)

Par conséquent,

I (x) = n*n!
z(x+1)-(x+n-1)(x+n)
et donc : .
[(z)= lim n'n!

n—+oo p(z+ 1) (z+n)

Exercice 46 (la fonction gamma dans le plan complexe)
Considérons le demi-plan IT = {z € C, Re(z) > 0}. Pour z € II, on pose :

+oo
I'(z) = /0 t*le7tdt.
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1. Vérifier la convergence de l'intégrale ci-dessus et I’équation fonctionnelle :
Vzell, T(z+1)=2zI(2).

2. (a) Montrer que la fonction I" est continue sur II.
(b) On définit deux fonctions P,Q:R** xR - R par :

V(z,y) eR™ xR, P(z,y)+iQ(z,y) =T(z +iy).

Montrer que P et Q admettent des dérivées partielles et que l'on a :

op_9Q , 0Q_ oP

dx Oy ¢ Ox _8y'
3. (a) A Plaide de I’équation fonctionnelle, définir un prolongement de I' & C\ Z~.

(b) Déterminer le signe du prolongement ainsi construit sur R N\ Z~ et donner un
équivalent au voisinage des entiers négatifs ou nuls.

Remarque La version complexe de I' n’est pas obligatoire mais le jury pose la question, de
méme que le prolongement par ’équation fonctionnelle.

Soluce
1. (a) Fixons z dans II et notons x sa partie réelle. La fonction ¢ - t*"le™ est continue. Elle
est méme intégrable car ‘tz_le_t‘ = t*~le7* pour tout t. On en déduit en particulier :
‘F(z)‘ <I'(Rez) pour tout z de II.

(b) Soit z € II. Pour montrer la continuité de I' en z, il suffit de montrer que pour toute
suite (2,) d’éléments de IT qui converge vers z, la suite (I'(z,)) converge vers I'(z).
Fixons une telle suite et choisissons a et b réels tels que 0 < a < Re(z) < b. Quitte &
supprimer les premiers termes, on peut supposer que a < Re(z,) < b pour tout n.

On note, pour t réel strictement positif,
gn(t) =t te .

La suite de fonctions (g,) converge simplement vers t ~ t*te7. Si 0 < ¢ < 1, alors
[t7n 7L <t% et sit > 1, alors [t*» 71| <71 On a donc :

Vt>0, [rlet < (¢t e

Comme t + (t* 1 +t*"1)e est intégrable, le théoreme de convergence dominée en-
traine que 'intégrale de g, converge vers I'(z). La continuité de I" en résulte.

(c¢) Introduisons la fonction suivante de trois variables réelles :

h: R*xRxRY"* — C
(:E,y,t) —s frriy=lgt

Notons que |h($,y,t)‘ =t*"te™ pour tout (z,y,t) et, bien sir, que pour tout (x,%),

f(:v, y)=T(z+iy) = /0+<x> h(x,y,t)dt.
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Fixons y dans R et étudions la dérivée partielle par rapport & x. On a, pour tout
(z,t) e R™* x R™™ :

h A
on (x,y,t) = In(t)t* e,
ox

Ayant fixé 0 < a < b, on a une inégalité de domination sur la bande définie par
a<x<b:

<[nt] (127 + 0 )e !

O 'Y,

Par le théoreme de dérivation des intégrales a parametres, il vient, sia < x < b :

P oo ,
g—(a;, y) = fo In(t)t* - tetdt.
X

Comme a et b sont arbitraires, cette relation est vraie sur R** x R.

A présent, fixons 2 dans R** et étudions la dérivée partielle de T' par rapport & y. On
trouve, pour tout (y,t) e R x R** :

@(l’ y,t) =iln(t)t" Ve ‘a_h(x,y, <[t e™!
Y

(rappel : z est fixé). Par le théoréme de dérivation des intégrales & parametres,
or +oo : or
—(z,y) =i f In(t)t* % e tdt = i— (z,y).
oy 0 ox

Il 0’y a plus qu’a séparer partie réelle et partie imaginaire : avec I = P +iQ, Dégalité

précédente s’écrit :
8P 8Q i ( 8P 8Q )
8y 8y Ox 83:

d’ou les relations de Cauchy-Riemann :

oP  0Q ot 0Q 0P
or Oy Ox oy’
Remarque On dit que la fonction I" est holomorphe. Cela traduit que la matrice de
. pp s . ™ g . or
la différentielle de T est celle de la multiplication par le nombre compleve 5-(x,y)
(vérifier! c’est donc une similitude) et elle entraine que l'on peut developper T' en
série entiére au voisinage de tout point de II (hors programme).

Pour p € N, notons II, le demi-plan {z € C, Rez > —p}. Ainsi, Iy = II. On note de
plus f[p =11, {0,...,—p+ 1} (on enleve les entiers négatifs ou nuls de II,, voir la
figure .

Soit p € N, supposons que I' soit définie sur Hp et que I’équation fonctionnelle soit
vérifiée (c’est le cas pour p = 0). Pour z dans la bande ﬂp+1 N ﬂp, on définit I'(z) par :

e )_F(z+l)

Cela a un sens pour tout p > 1. En effet, z € H si et seulement si z + 1 ¢ Hp 1
par conséquent, I'(z +1) est bien défini et z # 0. De plus, I’équation fonctionnelle est
satisfaite sur Hp+1 puisqu’elle ’est sur Hp par hypothese de récurrence et sur Hp+1 NI,

par construction.
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Hp+1

FIGURE 7.2 — Les demi-plans épointés Ilj, ﬂl ﬂp+1

(b) On se restreint désormais & R \ Z. Comme I' est strictement positive sur ]0,+oo[,
elle est strictement négative sur ]-1,0[. Lorsque z tend vers 07, I'(z) ~ 1/z (mémes
raisons qu’en 0%) donc I'(z) tend vers —oo. Lorsque = tend vers —1%, z + 1 tend
vers 0% donc I'(x) ~ —=1/(z+ 1), qui tend vers —oo. Plus généralement, une récurrence
immeédiate fondée sur I’équation fonctionnelle montre que I' est du méme signe que
(-1)P~ sur J-p - 1, -p[ et tend vers Vinfini aux bords de 'intervalle (figure [7.3)).

JUR
Tﬂ/\

FIGURE 7.3 — Graphe de la fonction gamma (prolongée a R \ Z)

Remarques Ce prolongement est holomorphe et c’est le seul! C’est pourquoi il est moins ar-
bitraire qu’il ne pourrait paraitre.

On peut, comme le fait parfois le jury, se contenter de prolonger I' a R\NZ" grace a l’équation
fonctionnelle, en procédant sur chaque |-p—1,-p[ par récurrence sur p.

Exercice 47 (log-convexité et théoréme de Bohr-Mollerup)
1. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que I' est logarithmiquement convexe
sur |0, +oo[, c’est-a-dire que Inol" est convexe sur cet intervalle.

2. Soit ® une fonction définie sur ]0, +oo[, strictement positive, de classe €2 sur cet inter-
valle, logarithmiquement convexe et telle que ®(x + 1) = x ®(x) pour tout z. On pose
H=9a/T.

(a) Montrer que H est 1-périodique ; exprimer H'/H en fonction de ®'/® et de T/T.

(b) Soit z un élément de ]0,1]. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n,

®'(n) T'(n+1) H’(a:+n) P ®'(n+1) I'(n)
d(n) T(n+1) H(x+n) S ®(n+1) T(n)’
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puis que

H'(n) 1 H'(z) H'(n) 1
- =< < +—.
(¢) En déduire que, pour tout réel strictement positif x,
O(z)=P(1)-T'(z).

C’est le théoreme d’Artin ou de Bohr-Mollerup.
3. Application et application de I'application.
(a) Etablir la formule de duplication de Legendre

(g (51) - o

On admet provisoirement que I'(1/2) = /7 (cf. lezercice .
1
(b) En déduire que /(; InT(t)dt =In V2.

Soluce
1. Tout d’abord, T' est bien & valeurs strictement positives car la fonction t — t* e est
continue et strictement positive sur ]0,+oo[. Cela a un sens de calculer Inol.

Montrons que InoI" est convexe grace a sa dérivée seconde (puisque In et I' sont €*°) :

T -1

20 = " <I"T  (car I'?2>0).

(Inol)" 20 <

Or, pour x >0, on a d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

I"*(z) = (fom ln(t)tx_le_tdt)2
(7 () (15 e ) )
< (fom(lnt)%“f‘le‘t dt) (fom o le™t dt)

<T(2)T(2).

2

2. (a) Soit x>0, 0on a:
O(z+1) ad(z)
D(z+1) zl(z)

donc H est périodique de période 1. Par ailleurs,

H(z+1) = H(x)

H oT-or" T @ T
= = x — =

O'T — o1’
H =——— donc — X — = .
T2 H T2 » o T
(b) Soit z un élément de ]0, 1], soit n un naturel non nul. Comme Inol' est convexe,
(InoTl')" est croissante; de méme (Ino®)’ est croissante. Mais (InoI')’ = T'/T' et
(Ino®) = o/P.
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Comme O<x<1l,onan<n+x<n+1 et donc, par croissance :

®'(n) I'(n+1) . H'(xz +n) . ®'(n+1) I'(n)
®(n) T(n+1) H(z+n) &(n+1) TI'(n)

o H T/
De plus : — = — + —,donc :
® H T

H'(n) . I'(n) T'(n+1) . H'(z+n) . H'(n+1) . I'(n+1) T'(n)
H(n) T'(n) T(n+1) H(z+n) HMm+1) T(n+l) I'(n)

En dérivant I’équation fonctionnelle I'(u + 1) = uI'(u) et en divisant par I'(u + 1), on

obtient :
IMu+1) T(u)-ul'(u) 1 . I(u)

D(u+1) ul’(u) u o T(u)’

Cela donne, en remplacant dans les inégalités précédentes :

/ 4 4
H(n)_1<H(m+n)<H(n+1)+l

H(n) n H(z+n) Hn+1) n

Comme H est 1-périodique, H' T’est aussi, de méme que H'/H, ce qui permet de
conclure.

(¢) Par périodicité, la fonction H'/H prend en particulier la méme valeur K en tous les

entiers. Finalement, pour tout n,

!
— l < M < K l
En faisant tendre n vers l'infini, on obtient

H'(z) _

H(z)

Du fait que (H'/H)(xz + 1) = (H'/H)(z) pour tout x > 0, I’égalité précédente est vraie
sur 0, +oo[. Elle équivaut & dire que la dérivée de x + e X¥H(z) est nulle sur ]0, +oo[.
Il existe donc une constante A telle que H(z) = Ae 8% pour tout z € ]0, +oo[. L’égalité
H(1) = H(2) donne alors Ae™® = Ae™?X. Comme H est le quotient de deux fonctions
strictement positives, on a A > 0, d’ou K = 0. Ainsi, pour tout z réel strictement
positif,

O(z)=2(1)I'(x)

3. On pose, pour x>0 :

o(z) = 2x-1r(§)r($;1).

On va montrer que ¢ satisfait aux hypotheses du théoreme de Bohr-Mollerup et donc ¢
est proportionnelle a I' avec comme coefficient de proportionnalité :

é(1) :201“(%)1“(1) = 7.

En effet :
— la fonction ¢ est définie sur ]0,+oo[ et a valeurs dans ]0,+oo[;
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— pour x >0,

oz +1) = 2fr(“1)r(“’;2) er( 1)r(2+1)

2
=2 or(5) =2 r()r( T ) = wo(a)

ainsi, ¢ est solution de I’équation fonctionnelle.
— enfin, Ino¢ est convexe : pour z > 0,

() = (z - l)ln2+lnf(§) +1nF($+ 1),

ce qui exprime Ino¢ comme la somme de trois fonctions convexes (si f est convexe
et €2 et si a est affine (a” = 0), alors f oa est convexe car (foa) =a - (f oa) et
(foa)"=a"(f"oa)).
On peut appliquer le théoreme de Bohr-Mollerup, d’ou la formule de duplication de Le-
gendre.
4. Soit z > 0. On part de la formule de duplication : 2””’1F(§)F(m+1) V7 IT'(z). Comme

tout est strictement positif, on prend le logarithme de chaque membre :

r+1

(x—1)1n2+1nf‘(g)+lnf‘( ):lnﬁ+lnf(x),

puis on integre entre 0 et 1 :

1 1 T 1 z+1
—§1n2+/0 lnF(E)dxwL[O lnF( )dx—lnﬁ+f InT'(s).

Dans la premiére intégrale, on effectue le changement de variable u = 5 et dans la deuxieme
g = m;—l .

1 L 1 1
—51n2+2/21nf(u)du+2ﬁ T (s) =1nﬁ+f InT(s)
0 L 0

ce qui donne :

—/01 InT'(s)ds = ln(2%) +Inv/7 = In(v/27).

Remarque On a passé sous silence l'intégrabilité de Inol' au voisinage de 0! (Ce n’est
pas parce que l’on wvient de trouver un réel que pour autant cette intégrale existe.) Au
voisinage de 0, on a : I'(x) =T'(z+1)/z, avec limy+ I'(z+1) = 1. Il en résulte que InT'(z) =
—lnz+Inl(z+1), dot InT'(z) ~ —Inz. Comme x » —Inx est intégrable sur ]0,1] (sa
primitive xInx — x admet une limite en 0) et positive, Inol' ’est aussi.

7.2.2 Autres fonctions

Exercice 48 (Injectivité de la transformation de Laplace)

Le but de cet exercice est de montrer I'injectivité de la transformation de Laplace, £, définie
sur I’ensemble des fonctions continues sur R, a valeurs réelles ou complexes, et donnée par la
formule :

L(f):R, —C, s> fom o F(£)dt.
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1. (a) Soit g:[a,b] » R une fonction continue, et (P )y une suite de fonctions polyno-
miales qui converge uniformément vers g. Montrer la convergence suivante :

faan(t)g(t)dt = fabg2(t)dt.

(b) Soit f:[a,b] » C une fonction continue telle que

b
VneN, /t”f(t)dtzo.

Montrer, a ’aide du théoreme de Weierstrass, que f est nulle.

2. Soit f une fonction continue sur [0, +oo[, & valeurs réelles ou complexes. On suppose qu’il
existe un réel strictement positif sy telle que :

o —sot _
tEHlooe f(t) =0.

(a) Montrer que, pour tout s > sq, la fonction ¢ — e ' f(t) est intégrable sur [0, +oo[.
On définit alors la fonction Z(f) sur ]sp,+oo[ par :

2(N6) = [ e

(b) Montrer que Z(f) est de classe € sur |sg, +oo[.

(c) Lancons-nous au coeur de la preuve de l'injectivité de .. Supposons que Z(f) est
la fonction nulle.

i. Montrer que, pour tout entier naturel n,

+00
/ e—nt—(so+1)tf(t)dt =0 .

0

ii. Soit alors g la fonction définie sur 0, 1] par
g(u) =u*f(-Inu) .

Montrer que g se prolonge en une fonction continue sur [0, 1], et que pour tout
entier naturel n :

1
/(; u"g(u)du = 0.

En déduire que g, et donc que f, est la fonction nulle, montrant ainsi que la
transformation de Laplace .Z est injective.

Soluce
1. (a) Notons que, par hypothese sur la suite (P,,) :

sup [Pn(t) - g(t)] ——

0.
te[a,b] n—too
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De plus, on a, pour tout n € N,

| [Mawoae- [ oa]=] [7 o0 @aw - g a
< [ 10(0) (Putt) - g(0))]
< sup |Pn(t)—g(t)|'[ab|g(t)|dt

te[a,b]

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient le résultat demandé.

Quitte & écrire f = h+ig, avec h:[a,b] >R et g: [a,b] > R deux fonctions continues
sur [a,b], on peut supposer que f est a valeurs réelles.
De plus, pour tout n €N, on a

/bt" F(H)dt =0,

donc, par linéarité de 'intégrale, en effectuant une combinaison linéaire, on en déduit
que, pour tout polynéme P,

be(t)f(t)dt - 0.

De plus, d’apres le théoreme de Weierstrass, il existe une suite (Q,) de polynomes
convergeant uniformément vers f sur [a,b].

En utilisant le résultat de la question précédente, on en déduit :

[Tamsoa—— [P

Comme, pour tout n € N, d’apres ce qui précede, on a

[Fauwsa=o,

on en déduit que
b
f fA(t)dt = 0.
a
Enfin, comme la fonction f? est positive, et continue, sur le segment [a,b], on en

déduit que f?, donc f, est la fonction nullelﬂ

Fixons s > sg. Commencons par noter que la fonction ¢ ~ ¢! f(¢) est continue sur
[0, +0ol.
De plus, on a

e f(1)] = e e (1))

Or, par hypothese,
tlim e S f(t) =0,
—400

donc il existe M > 0 tel que, pour t assez grand,

e | f(£)] < M.

9. Elégant, n’est-il pas?



118

CHAPITRE 7. INTEGRALES : GENERALISEES, A PARAMETRE, MULTIPLES

Ainsi, on obtient

6 (8] =< 0L
Or, pour s > s, la fonction ¢ — e~ (*7%)t est intégrable sur R, puisque s — sg > 0. Par
comparaison, cela implique que la fonction t — e™ f(¢) est intégrable sur R*.

Montrons que .Z(f) est de classe €' sur ]sg, +oo[ & I’aide du théoreme de dérivation
sous le signe intégral. Pour cela, on considere a et b tels que [a,b] c ]sg, +oo[. Notons
¢ la fonction définie sur R* x [a, b] par

p(t,s) =e " f(1).

Tout d’abord, pour tout s > sg, la fonction (t,-) est continue (donc, par morceaux),
et intégrable sur R,.

De plus, ¢ admet une dérivée partielle par rapport a s qui est continue en les deux
variables sur R* x [a, b] :

680 _ _4.—st
%(t,s)— te " f(1).

Enfin, pour tout (¢,s) € R* x [a, b],

9 —a —(a-s -5
[SE (9| < te il (0] = e e o),

Or,
e~(@ms0)ty = (l) et e f(t)= o (1)
t2 t—>+o00 !

t—>+o0

0
d’apres I’hypothese de I’énoncé. Cela montre que la fonction ¢ — 8—90 (t,s) est intégrable
s

sur R*.

Ainsi, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégral, Z(f) est de classe €*
sur [a,b]. Cela étant vrai pour tout a et b tels que sg < a < b < +o0, Z(f) est donc €*
sur ]sg, +oof.

En appliquant ce théoréme a toutes les dérivées, on montre que .Z( f) est de classe €
sur |sg, +oof.

i. Comme, par hypothese, Z(f) est la fonction nulle, on en déduit le résultat
suivant :

VneN, Z(f)(n+1+s9)=0,

ce qui se traduit, par définition, par le résultat souhaité :

+00
f e—nt—(80+l)tf(t)dt =0.

0

ii. Effectuons le changement de variables t = —In(u), qui est un difféomorphisme de
10,1[ dans ]0, +oo[.
On a alors :

gu) = e ' f(1).

Comme, par hypothése, on a

lim e %0 f(¢) = 0,
t—+o00
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on en déduit
lin(l] g(u) =0.

Le prolongement par continuité sur [0, 1] s’obtient alors en posant g(0) = 0.

Pour la suite, en effectuant le méme changement de variables que précédemment,
et en se rappelant que .Z(f) est la fonction nulle, on a, pour tout n € N,

1 1
/0 u"g(u)du:f0 w0 f(~Inu)du
0
=—f e e f(t)e Mt
+00

+00
— A\ e—(n+1+80)tf(t)dt

=Z(f)(n+1+sp)
=0.

Grace a la question 1 (b), on en déduit que g est nulle sur ]0,1]. Cela implique
alors que la fonction f est nulle sur [0, +oo].

Ainsi, la transformation de Laplace est injective.

Exercice 49 (Formule de Stirling)
1. Soit # > 0. A l'aide du changement de variable s = (¢ — 2)/\/x, montrer que

M(x+1)= (g) \/E[:;: () g

ol, pour z >0 et s > —/x,

s
x,8)=xzIln({l+—)-sx.
p(x,s) ( \/5) vz
2. Montrer que pour z >0 et s € ]—\/5, 0], o(z,s) < —-5%/2.
3. Montrer que pour s >0 et x > 1, ¢(z,s) < ¢(1,s).

4. En déduire que

+00
lim e“"(z’s)ds:[e_SQﬂds.
T—>+00 _\/E R

T T
5. Conclure : I'(z + 1) ~ (—) 2rx.
e

Remarque Cet exercice est tiré d’un document de Patrice Lasseére.

Idée-clé C’est la méthode de Laplaceindexmethode@méthode Laplace@de Laplace efficacement
présentée. On cherche, a = fixé, pour quelle valeur de t 'argument de I’exponentielle t*e™ =
exp(xInt —t) est maximal : c¢’est pour t = x. En principe, l’exponentielle rend négligeable les
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parties de l'intégrale ou 'argument est plus petit que le maximum. On rameéne ce mazximum en 0
par une translation uw=1t—x. On doit calculer l'intégrale de

exp(azln(x+u) —x—u) :exp(a:lnx—a:+xln(1+ E) —u).
x

On factorise exp(zlnz—x) = (x/e)*. Un développement limité autour du mazimum u =0 donne :

xln(1+g)—u=x(g—2u—;+0(z—z))—x=—g+o(1§).

On fait alors un < changement d’échelle » s = u/\/x : au voisinage de 0, on est donc a peu prés
ramené a l’intégrale de es°/2 ; ce qui est ailleurs (lorsque u n’est plus < trés petit >) ne compte
pas car c’est < écrasé > par l'exponentielle de quelque chose qui tend vers —oo. Le changement

de variable composé est bien celui qui est proposé dans la question [1]

Soluce
1. Ce changement de variable affine est astucieux mais ne pose pas de probleme. D’une part,
s =(t—x)/\/x équivaut a t = x + s\/z, ce qui donne dt = \/xds. D’autre part, on a :

frat = grint—t _ exp (xln(ac +8V/x) - s\/x —x) = exp (xlnx —a:+ln(1 + %) - s\/E),

d’ou

+00 +00 ) T x too
F(:L‘ + 1) = /(; e tdt = f\/_ " nx—a:ép(a:,s)\/ids — (_) \/Ef\/_ ecp(x,s)ds.
- (] T

x
2. Ca fleure bon la formule de Taylor! Pour x > 0 fixé, on a pour tout s € ]—\/E, +oo[ :

2
%(af;,s)z \/Es VT et a—f(x,s)z—%.
Os NG Os (1_‘_%)

Fixons également s € ]—\/E, O] et écrivons la formule de Taylor-Lagrange a ’ordre 2 pour
u > o(z,u) sur [0,s] : il existe 0 € ]0, 1] tel que

2 52
s 0%p
5 gsz (P9)

0
o(x,s) = (x,0) + s—(P(x, 0) +
0s
Jp 0%y . . .
Comme ¢(z,0) =0, 8—(3},0) =0 et W(az,@s) < =1 (car #s < 0), on obtient la majoration
s s
voulue.

3. Pours>0etz>1,0ona:

g—i x,s) = ln(1+

_s
5 1 s

S
)T

On s’intéresse, avec u = s/\/x, & :

+1-1 +1 1
“ —gzln(1+u)—u

A(u):ln(1+u)—m 5 5 +2(u+1).
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On peut dériver cette fonction de u, provisoirement libéré :

Ayo Ll U 2w -(eiol w
Cu+l 2 2u+l)? 2(u+1)2 2w+ 1)2

On en déduit que A est décroissante sur R*, d’ott A(u) < A(0) =0, d’out g—i <0 tout s 0
et pour tout z, d’ou enfin ¢(z,s) < ¢(1,s) si z > 1.
4. Posons, pour x > 0 et s réel quelconque :

e?(@5) s 5> /T,

0 sinon.

@ZJ(LL’,S) = {

Pour z > 1 fixé, la fonction s — 1 (x,s) est continue par morceaux sur R. Pour s réel fixé
et  supérieur & s2, on a : s > —\/x, et alors un développement limité lorsque z tend vers

l’infini donne :
1

2
¢(x,s)=wln(1+%)—sﬁ=s 7-2 40(—z)-sva, dot lim p(r,s) =

. . _s2 . . .
Enfin, on peut dominer : si s <0, on a : 1 (z,s) < e /% (vu a la question [2[si s > —\/z,
évident sinon) ; si s > 0, e?(®*) < e#(1:5) = (145)e™*, qui est une fonction continue, intégrable
sur R* et indépendante de z. Par le théoréme de convergence dominée, il vient :

lim f@b(m,s)ds:f lim w(x,s)ds:fe_SQ/zds:fe_tQ\/ids:\/Qﬂ
R R o—+00 R R

T—+00

(on fait un anodin changement de variable t = v/2 s et on utilise la valeur de l'intégrale de
Gauss de I'exercice [51)).

5. La conclusion saute aux yeux : 'intégrale dans I'expression de la premiére question a une
limite non nulle, ce qui donne I’équivalent souhaité.

Exercice 50 (convolution et transformée de Laplace)
Soient f et g deux fonctions continues, intégrables sur R, et a valeurs réelles. Le produit de
convolution de f par g est la fonction

f*xg : Ry >R, xHAwf(u)g(x—u)du.

1. Montrer que f * g est continue sur R,.
2. En utilisant une intégrale double, montrer que, pour tout réel A positif,

[ a@lae< [ irix [l

En déduire que f * g est intégrable sur R,.

3. En appliquant le théoreme de Fubini, montrer que 'intégrale de f » g est le produit des
intégrales de f et g.

4. La transformée de Laplace d’une fonction h continue, intégrable sur R,, est la fonction
définie pour tout x réel positif par :

+00
L(h)(z) = f e""h(t)dt.
0
Montrer que la transformée de Laplace de la convolée est le produit des transformées :

L(frg)=2L(f)xZ(9).
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Soluce
1. La variable z se trouve a la fois dans une borne de 'intégrale et dans la fonction intégrée.
On fait donc le changement de variables u = zv qui donne :

(f *g)(x) ::L‘[Olf(mv)g(:r:(l—v))dv,

Définissons alors
h: Ryx[0,1] — R
(z,0) > flav)g(z(1-v)).

Pour tout = € R,, la fonction ¢t — h(x,t) est continue sur [0,1] (<« continue par mor-
ceaux » suffirait). Pour tout ¢ € [0,1], la fonction = — h(x,t) est continue sur R,.

Soit A un réel positif. Si (z,v) € [0,A]x|0,1], alors zv et z(1-v) sont dans [0, A]. Mais f
et g, continues donc bornées sur tout compact ; on a donc

V(I’,U) € [07A] X [07 1]7 ‘h(az,v)‘ < Ca ot C= NOO(f|[0,A])N°°(g’[O,A])7

et la fonction ¢ : v~ C est indépendante de z et intégrable sur [0,1].

Par le théoréme de continuité des intégrales a parameétre, f*g est continue [0, A]; comme A
est arbitraire, elle ’est sur R,.

2. Pour tout A > 0, la fonction f x g est intégrable sur [0,A] car elle est continue sur ce

segment et on a :
/OA |f * g(2)|dx < foA (j(;r‘f(u” lg(a - U)\du) dz
< [ @) gt - wduds

ou K est le triangle défini par
(u,z) e K < 0<u<x<A.

On a appliqué le théoreme de Fubini. En 'appliquant de nouveau, on trouve :

Sl ot - wjaudz= [ [7@] ote -wlar) au
= [Pl ([ ot - ) au
- [l ol )
< [l [l au
() ()

Cela prouve bien le résultat demandé; on peut méme dire que

[ g (L)) ).
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3. Soit n > 0. Les mémes calculs et les mémes applications du théoreme de Fubini que dans
la question précédente conduisent a 1’égalité :

[ reg@an= [Tr@( [T o) ay) du.

égalité que 'on peut réécrire, en utilisant une fonction caractéristique :

fonf * g(z)dx = _[O+Oo X0, (w) f () ([Onfug(y) dy) du.

Définissons alors la suite de fonctions (¢,,) par
O+ [0, 400> R, 1w Xpo()f(w) [ g(y)dy.

La suite (¢,) converge simplement vers la fonction u — f(u) f0+°° g(y) dy et on peut
majorer, pour tout n € N et u € [0, +oo[,

on)| < |f@)] [ low)]|dy.

Or la fonction u ‘f(u)‘ f0+°°’g(y)‘ dy, indépendante de n, est intégrable sur [0, +oo[ car f
I’est. On peut donc appliquer le théoréeme de convergence dominée, et on conclut :

f0+°° f*g(z)dx = (/0+oo f(az)dx) ([0+oo a(y) dy) )

4. Fixons y 2 0, et considérons les deux fonctions
fiizee™f(z) et giiameg(x).
Calculons, pour tout x :
x
firg@ = [T AWt

= /Ox eftyf(t)ef(xft)yg(t) dt
=e Yfxg(x)

En intégrant sur [0, +oo[ de chaque c6té, on obtient

[ a@)de = 201 5 9)w).

La formule démontrée plus haut, a savoir

/0+oo firxgi(x)dz = ([O+OO fl(:E)dl‘) (/O+Do gl(x)dx) ,

donne alors le résultat.

7.3 Intégrales multiples
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Exercice 51 (valeur de I' en 1/2 et intégrale de Gauss) oo
On rappelle que la fonction I' d’Euler est définie sur R} par : I'(z) = fo ettt de.

+o00
1. Montrer que, pour tout z >0, I'(z) =2 [ e 21 du.
0

+o0
2. On souhaite calculer I=T(1/2) =2 A e du = _[Re_“z du.

(a) Ecrire I sous forme d’une intégrale double sur R

(b) Calculer alors I? & I’aide d'un changement de variable en coordonnées polaires. En
déduire L.

3. La fonction bétam d’Euler est définie par :

B( _ 1 z—1 _ y—ld
x,y) = Ot (1-1¢) t.

(a) Montrer que B est bien définie pour x >0 et y > 0 et que
/2
B(z,y) =2 f cos?® 1 9sin® 716 do.
0

(b) A l'aide d’un changement de variable en coordonnées polaires, établir, pour z > 0 et
y > 0, la relation :

Soluce
1. Soit > 0. On devrait prendre a et A deux réels tels que 0 < a < A afin de travailler sur
I'intégrale de a & A et ensuite faire tendre a vers 0" et A vers +oo, ce travail a déja été fait
a lexercice précédent, donc je m’abstiens ici de prendre ces précautions...

On pose u(t) = v/t, la fonction u est un ¢ difféomorphisme de ]0, +oo[ vers ]0, +oo[. On
a t =u? soit dt = 2udu, donc, pour tout = > 0,

+o00
I'(z)=2 f ey qu.
0
En particulier, I = T'(1/2) est 'intégrale de Gauss.

2. (a) Ona:
+00 2 +00 2
12 = (2[ e du) x (2/ e’ dv).
0 0

Comme les fonctions & intégrer sont continues et positives sur ]0,+oco[, d’apres le
théoreme de Tonelli, on a :

I’ =4 '[[R m e e~ dudv.

(b) Pour (r,0) € ]0,+oo[ x ]0, g[, on pose (u,v) = @(r,0) = (cos@,rsinf), ce qui définit
un ¢'-difféomorphisme ¢ sur R** x R** dont le déterminant jacobien vaut classique-

10. La lettre B est bien un béta majuscule.
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ment . Le changement de variable donne :

=4 ﬂ ey drd@,
10,400[x]0,Z[

puis en appliquant de nouveau le théoreme de Tonelli :

=4[ d9[ re”
E 0,+00]

2 +o00
e
o1

9 .

wl=\

Comme I est positive, I = /7.

3. (a) Soient x >0 et y > 0, la fonction ¢ : ¢ —> t*71(1 - ¢)¥~! est continue sur ]0,1[, donc
les seuls problemes pour étudier I'intégrabilité sont en 0 et en 1.
En 0, on a ¢(t) & t*~1 qui est intégrable au voisinage de 0 pour z > 0 (intégrale de

Riemann). En 1, on a ¢(t) - (1-t)¥"! qui est intégrable au voisinage de 1 pour y > 0.
Donc la fonction béta d’Euler est définie pour z >0 et y > 0.

Ensuite, on effectue le changement de variable ¢ = cos? § (la fonction 6 + cos? 6 est un
¢ -difféomorphisme de ]0,7/2[ sur ]0,1[), ce qui donne dt = —2cosfsin df :

Vet 1 0 o2 2y-2
B(z,y) = f (1 =-t)Y N de = // cos™ “hsin“Y"“ (-2 cosfsinh) d
0 /2
T2 et 2y-1
=2/0 cos™  0sinY"1 0dO = J(x,y).
(b) Soient x>0 et y > 0. D’apres la premiére question, on a :
oo —u?, 2x-1 oo —v2, 2y-1
I'(z)'(y) = 4/0 e u™  du [0 e v¥  du
=4 [[] [ef(“2+”2)u2’371v23”71dudv (Tonelli)
0,+00[x]0,+0c0
=4 [[ ) [ef’gr?x*l cos® 1 (0)r* 1 sin?"1(9) rdrdd (polaires)
0,+00[x]0,7/2
+00 /2
=2 f 27201677 g 9 [ cos® 1 9sin®19de (Tonelli)
0 0
=D(z +y)B(z,y).
Comme I' est partout non nulle, on peut diviser. Pour tout x et tout y strictement
positifs,

I(z)I'(y)

B(‘T’y) = F(m+y) :
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Chapitre 8

Espaces vectoriels normés

Exercice 52
On considére un espace vectoriel euclidien E de dimension n, muni de son produit scalaire ( | ).
Soit u un endomorphisme symétrique de E et ¢ la fonction

¢:R"—R, 2+— (u(z)]|z).

1. Montrer qu'il existe 71 € E tel que |z1] =1 et ¢(21) = supjz-1 p(2).

2. Soit y un vecteur unitaire orthogonal & x1. Pour ¢ réel, on pose : z(t) = cos(t) x1 +sin(t) y.
(a) Vérifier que, pour tout ¢ réel, z(t) est unitaire.
(b) En considérant la fonction f(t) = ¢(x(t)), montrer que u(x1) est orthogonal & y.

3. En déduire que x; est un vecteur propre de u (ceci montre que u possede une valeur
propre réelle).

4. Conclure que v est un endomorphisme diagonalisable en base orthonormée.

Soluce
1. La fonction ¢ est composée de la fonction z — (z,z) de E dans E x E, et de la forme
bilinéaire (z,y) — (u(z) | y) de E x E vers R. Elle est donc continue, et elle possede donc
un maximum sur la sphere unité compacte.

2. (a) On aEI:

(costxy +sinty | costxy +sinty) = (z1 | #1) cos?t +2(x1 | y) costsint + (y | y) sin® ¢

=cos?t +sin’t = 1.

(b) Pour tout réel ¢, compte tenu du caractere symétrique de u, on a
F(t) = p(2(t)) = cos*(t) (u(a1) | 1) + 2sin(t) cos(t) (u(x1) | y) +sin® () (u(y) [ v).

Par hypotheses, la fonction f possede un maximum en ¢ = 0, puisque z(0) = x, que
x(t) est unitaire pour tout ¢, et enfin que x; réalise le maximum de ¢ sur la sphere
unité. Il en résulte que f'(0) = 0.

1. En fait, c’est le théoreme de Pythagore!
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Calculons donc f/(t) par la formule de la dérivée d’un produit (scalaire!).

f(t) = =2cos(t) sin(t) (u(wy) | 1) +2cos(2t) (u(w1) | y) + 2sin(t) cos(t) (u(y) | y),

et donc :
0= f'(0) = 2(u(z1) | y).
Ceci prouve que u(x1) et y sont orthogonaux.

3. Comme y a été pris quelconque, on voit que u(z1) est dans Porthogonal de (Rxzq)*, c’est
-a~dire sur la droite Rz;. Le vecteur z; (qui est non nul!) est donc bien vecteur propre
de u.

4. Comme u est symétrique, et qu’il stabilise la droite Rxq, il stabilise son orthogonal F. Soit v
I’endomorphisme induit sur F. Il suffit donc de montrer que v est lui-méme diagonalisable.
Or, v est clairement symétrique pour le produit scalaire (| ) restreint a F. Il suffit alors
de montrer I'assertion par récurrence sur la dimension de E (le cas de la dimension 1 est
trivial).

Remarque En décomposant un vecteur unitaire dans une base orthonormée (x1,...,Ty), on
voit que x1 est un vecteur propre unitaire pour la valeur propre mazimale de wu.

Exercice 53 (1’alternative fermé-dense pour un hyperplan)
1. Soit E un espace vectoriel normé réel.

(a) Soit V un sous-espace de E. Montrer que I'adhérence de V est un sous-espace de E.
(b) Soit H un hyperplan de E. Montrer que H est soit dense dans E, soit fermé.

2. Soit E=%([0,1],R) et F le sous-espace de E formé par les fonctions qui s’annulent en 0.
(a) On munit E de la norme | - ||oo. Montrer que H est fermé.

(b) On munit E de la norme |- |;. On munit E de la norme | - |;. Montrer que H est
dense dans E.

Soluce
1. (a) Notons F 'adhérence de V dans E.
— Il est clair que O e F.
— Soient z, y dans F et A\ un réel. Il existe deux suites (z,) et (y,) de V convergeant
respectivement vers x et y; la suite (Axzy, +y,,) est une suite d’éléments de V ayant
pour limite Az + y, ce qui prouve que Az + y est dans F.
— Conclusion : 'adhérence de V est un sous-espace de E.

(b) Soit H un hyperplan de E. Supposons que H n’est pas fermé, i.e. H # H, et choisissons a
dans HNH. On a alors E=H@®Ra c H+ H = H , la derniere égalité venant du fait
que H est un sous-espace. Donc H est bien dense dans E.

2. (a) On munit E de la norme || o. Soit (f,,) une suite d’éléments de H convergeant vers f.
La convergence uniforme entrainant la convergence simple, on a en particulier, quand
n — 400, 0= f,(0) > f(0), ainsi f est dans H, par suite H est fermé.

(b) On munit E de la norme | - ;. Soit f dans E. Considérons la suite (f,) (que l'on
appréhende mieux avec un dessin) définie par :

Vte[0,1], VneN*, f,(t)=nf(1/n)tsite[0,1/n] et fo(t)=f(t)site[l/n,1]
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Chaque f,, est dans H; estimons | f,, — f|i. On a :

1 1/n 1/n 1/n n . N
T R TS TR R A TA T TR AC O L

La quantité majorante de 'inégalité précédente tendant vers 0 quand n — +oco, la
suite (f,,) converge vers f pour la norme |-||; prouvant ainsi que H est dense dans E.
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Chapitre 9

Equations différentielles linéaires

9.1 Généralités

Exercice 54 (Zéro d’une équation différentielle : entrelacement des zéros)
Soit I un intervalle de R. Pour p, ¢ : I - R deux fonctions continues données, on considere une
fonction f solution de I’équation différentielle

Y +p(t)y" +q(t)y =0 (E)

1. Montrer que f ne peut pas avoir de zéro commun avec sa dérivée.

2. Montrer que tout zéro ty de f possede un voisinage ouvert sur lequel f ne s’annule
qu’en ty.

3. Soit J un segment inclus dans I. Montrer que f ne possede qu’'un nombre fini de zéros
dans J.

4. Soit g une autre solution de I’équation (E), linéairement indépendante de f .
(a) Montrer que leur wronskien w = f¢’ — f'g ne s’annule pas sur L.
(b) Montrer que f et g ne posseédent pas de zéro en commun.

(c) Montrer que, si f et g sont réelles, alors g possede un unique zéro dans tout intervalle
de la forme |tg,t1[, ou tg et ¢; sont deux zéros consécutifs de f (s8'il en existe).

Soluce
1. Supposons, par 'absurde, que la fonction f posseéde un zéro commun avec sa dérivée; il
existe alors g € I tel que f(tp) =0 = f'(tp). Le probleme de Cauchy suivant :

y"+p()y +q(t)y =0

y(to) =0

y'(to) =0
admet alors deux solutions : la fonction f et la fonction nulle. Comme p et ¢ sont des fonc-
tions continues sur I'intervalle I, le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique : la fonction f

est alors la fonction nulle. Contradiction avec I'hypothese de I’énoncé. On en déduit que
les fonctions f et f’ n’ont pas de zéro en commun, comme voulu.
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2.

4.
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Au voisinage du zéro ty de f, on a :

f(to+h) = f(to) + f'(to)h +o(h) = f'(to)h + o(h).

Ainsi, si h =0, on en déduit que f(to+h) =0, et si h #0, alors f(tg+h) = f'(to)h + o(h),
avec f'(tg) # 0 par la question précédente. Il existe donc un réel h > 0 tel que le seul zéro
de f dans l'intervalle ouvert |tg — h,to + h[ soit . On a bien démontré que tout zéro ty de
f possede un voisinage ouvert sur lequel f ne s’annule qu’en tp.

Supposons, par ’absurde, qu’il existe une suite (infinie) (¢, )ney de zéros de f dans I = [a, b].
Le segment I étant compact, on peut extraire une sous-suite (tcp(n))nEN de (tn)nen qui
converge vers un réel ¢ € [a,b]. Autrement dit :

Ve>0, ANeN, Vn >N, ‘tw(n)—f‘ée:tw(n)G]E—s,€+5[.

La fonction f étant continue sur I, on en déduit, par passage & la limite, que f(¢) = 0.
Ainsi, £ est un zéro de f, et tout voisinage de ¢ contient des zéros de f; cela contredit la
question précédente. Ainsi, f ne possede qu’un nombre fini de zéros.

(a) C’est une conséquence du rappel de la page m : comme les fonctions f et g sont
linéairement indépendantes, leur wronskien ne s’annule par sur I; cela s’écrit :

Vtel, wﬁg(t) 0.

(b) Supposons, par I’absurde, que f et g possédent un zéro en commun, ¢y. Alors on a

0=wyg4(to) = f(to)g'(to) — f'(to)g(to),

avec tg € I : contradiction avec la question précédente. Ainsi, f et g ne possedent pas
de zéro en commun.

(c) Supposons qu'il existe tg et t; deux zéros consécutifs de f dans I. On a donc f(tg) =
0= f(t1), ce qui implique

wy.g(to) = =f'(to)g(to) # 0. (1)

De méme,

wyg(t1) = =f'(t1)g(t1) # 0. (2)

De plus, puisque,d’apres ce qui précede, le wronskien de f et de g ne s’annule pas sur
I, on en déduit que wy4(to) et wy (1) sont de méme signe, soit :

wy.g(to)wy,g(t1) > 0. (3)

De plus, tg et t1 étant deux zéros consécutifs de f, fonction continue, f'(tg) et f'(t1)
sont de signe contraire, c’est-a-dire :

f'(to) f'(t2) <0,
ce qui implique, en combinant (1), (2) et (3) :
9(to)g(t1) <0.

Cela signifie que que g(tg) et g(t1) sont de signe contraire ; la fonction g étant continue,
le théoreme des valeurs intermédiaires assure alors l'existence de « € Jtg,t1[ tel que
g(a) = 0. L’existence est démontrée.
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Quant & l'unicité, supposons qu’il existe au moins deux zéros de g dans tg,t1[, que
I’on nomme zg et 1. En inversant les roles de f et de g, on montre alors qu’il existe

un zéro de f, disons p, compris entre zg et x1 : contradiction avec le fait que tg et 1
sont deux zéros consécutifs de f. L’unicité est ainsi démontrée.

Exercice 55 (théoréme chapeau pour les équations a coefficients constants)

Soit I un intervalle de R et soit & = €*°(I,C) l'algebre des fonctions indéfiniment dérivables
de I dans C. On note D : & - &, y = 3y’ Popérateur de dérivation.

1. Soit ¢ : I —» C une fonction de classe €.
(a) Résoudre I’équation différentielle y’ = 0.
(b) Soit m e N*. Résoudre I'équation différentielle 3™ = 0.
2. Soit a € C et soit ey, : I > C, z — e**.
(a) Soit y € & et soit z = y/e,. Comparer y' — ay et 2.
(b) En déduire, pour m entier et y dans &, une expression simple de (D - a1d)™(y).
(c¢) Décrire les éléments du noyau de (D - a1d)™.
(d) Soit gor:I1-C,z - zFe®® Montrer que (9o k )o<k<m €st une base de ker(D—-aId)™.

3. Soit un entier n non nul et soient ag,...,a,-1 des complexes. On note P(X) = X" +
Y a X! et .7 I'ensemble des fonctions  : I — C qui sont n fois dérivables et telles que

n-1 )
¥+ Y ay® =0, (E)
=0

Montrer que . est un sous-espace de & et qu'une base de .¥ est formée par les fonc-

tions gi o, olt a parcourt 'ensemble des racines du polynéme P et k est un entier inférieur
a la multiplicité de o comme racine de P.

4. Soit £ un entier et soit § un complexe. Indiquer comment trouver une solution particuliere
de I’équation

n-1 )
y(n) v Z az‘y(z) =90
i=0

Soluce

1. (a) Siy’ =0, alors y est constante sur tout intervalle I. En effet, par le théoreme des
accroissements finis, pour a et b dans I avec a < b, il existe ¢ € a, b[ tel que y(b)-y(a) =
y'(c)(b-a)=0.

(b) On montre par récurrence que si y(m) = 0, alors y est sur chaque intervalle I une

fonction polynomiale de degré au plus m — 1. On vient de traiter le cas m = 1. Pour
I’hérédité, on peut fixer xg €I et écrire : y(z) = f;f) YD (2)dt + y (o).

2. (a) Comme e, ne s’annule pas et est dérivable, z est bien définie et indéfiniment dérivable.
Ona:y-=ze, dou:
!/ !/ /
Yy =Zeq+aze, =2eq +ay,

ce que l’on peut récrire ainsi :

(D-ald)y = (Dz)eq.
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(b) On montre par récurrence que pour m entier non nul,
(D-ald)™y=(D"2)eq,.

On a vu le cas m = 1. Soit m € N*. Supposons que (D — ald)™y = (D™z2)e,. On
applique la relation connue pour m=1a Z=D"z et g = (D"2)e, = Ze,, il vient :

(D-ald)™'y = (D-ald)j = (D2)eq = (D(D"2))eq = (D™'2)eq,

ce qui permet de conclure.

(c) Soit y € & et soit z = y/e,. Comme e, ne s’annule jamais, on a 1’équivalence :
yeker(D-ald)” < (D™z2)eq =0 <= zekerD™,

ce qui équivaut a dire que z est un polyndéme de degré au plus m—1. Autrement dit, y
est le produit de e, par un polynéme de degré au plus m — 1.

(d) On vient de montrer que (ga,k)ock<m €st une famille génératrice de ker(D — aId)™.
Comme e, ne s’annule jamais, une relation de dépendance linéaire entre les gq
entrainerait une sur les monomes g, :  + z* dont on sait qu’ils sont linéairement
indépendants.

3. Soit y € .. Pour k € N, on note Hy, I'assertion : <y, 3/,. . ., y(”_l) sont k fois dérivables ». Elle

est vraie pour k = 1 par hypothese et, comme y appartient & .% et que par conséquent y(")
est une combinaison linéaire de (y, 3/, ... ,y(”_l) ), on peut en déduire que Hy, implique Hy, 1.
D’ou, par récurrence, le caractere indéfiniment dérivable de y. Ceci montre que . c &.
Comme D est un endomorphisme de &, on a :

& =ker P(D).

Notons (aq,...,q,) les racines distinctes de P et (mq,...,m,) leurs multiplicités respec-
tives, de sorte que

P(X) = f[l(x —a;)™

Comme les polynomes (X — ;)™ sont deux a deux premiers entre eux, on a par le lemme
des noyaux :
,
& =kerP(D) = Pker(D - a; Id)".

j=1
Autrement dit, toute solution de I’équation différentielle E s’écrit de fagon unique comme
somme d’éléments des ker(D —a;1d)™7, c’est-a-dire comme combinaison linéaire des gq, x
ouje{l,....,r} et ke{0,...,m; - 1}.
En particulier, on a la relation :

dim.¥ = ij =n.

J=1

. Soit m la multiplicité de § comme racine de P (avec m = 0 si P(f8) # 0). On sait que

I’équation admet pour solution une combinaison linéaire des g g avec 0 < k < £+ m.

1. Par exemple parce qu'un polynéme non nul a un nombre fini de racines ou grace au déterminant de Van-
dermonde.
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Exercice 56 (Equation de Hill-Mathieu)
On s’intéresse ici au caractere borné des solutions de 1’équation

y" +q(t)y =0, (E)

ou ¢ est une fonction de R dans R, continue, m-périodique, et paire.
On note (y1,y2) la base de ’ensemble des solutions de (E) associées au systéme

{yl(O) =1, y{(0) =0
y2(0) =0, y3(0) =1

On note W c €?(R, C) I’ensemble des solutions complexes de (E). On consideére I’application

A: W - W
y +y(+m)

Dans la base (y1,y2), Uapplication A sera notée ( Z 2 ), et on nomme T la trace de A.

1. (a) Justifier I'existence de la base (y1,y2) telle que décrite dans 1’énoncé.

(b) Montrer que A est bien définie, et que sa matrice dans la base (yi,y2) s’écrit

(yl(W) yz(ﬁ))
yi(m) yo(m) )

2. Montrer les assertions suivantes :
(i) y1 est paire
(ii) yo est impaire
(iii) det(A)=1
(iv) y1(m) = y5(m) (ie a=d).
3. On va maintenant pouvoir s’intéresser au caractére borné des solutions de (E), comme
annoncé. On va voir que cela dépend de la valeur de la trace T. Montrer que :

(i) Si|T|< 2, alors toutes les solutions de (E) sont bornées.

(i) T|=2 < bc=0

(iii) Si |T| =2, alors (E) posseéde une solution non nulle bornée.
)

(iv) Si|T|> 2, alors toutes les solutions non nulles de (E) sont non bornées.

Soluce
1. (a) L’existence d’une telle base repose essentiellement sur le theoréme de Cauchy-Lipschitz.
On considere le probleme de Cauchy suivantE] :

y' o =—q(t)y
y(0) =0
y'(0) =1

2. En fait, on aurait pu prendre le probléme de Cauchy avec des conditions initiales quelconques, pas forcément
(0,1) ; ce qui importe, c’est d’obtenir I'isomorphisme qui suit, entre W et R
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(i)

(ii)
(iii)
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Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, ce probleme admet une et une seule solution
maximale. En d’autres termes, ’application

W — R?

z — (2(0),2/(0))
est un isomorphisme de I’ensemble des solutions W vers R?. On en déduit que I'image
réciproque d’une base de R? est une base de W. L’existence de y; et de y est alors
assurée : yp, resp. ya, est I'image réciproque de 1’élément (0, 1), resp. (0,1), de la base
canonique de R?.
Pour montrer que A est bien définie, il suffit de se rappeler que ¢ est une fonction
m-périodique ; donc, si y est dans I'ensemble des solutions, la fonction y(- + 7) lest
également.
Soit maintenant x € R. On calcule :

yi(z+7) = Ayi(z) = ay1 (@) + bya(z),
qui donne en dérivant
y1(z +7) = ayi(z) + byy ().

Il n’y a plus qu’a évaluer ces deux égalités en 0, puis en 1, pour trouver

a =yi(m)
b =yi(n)

On remplace enfin y; par yo, et on trouve les expression souhaitées pour c et d.

On considere la fonction z(x) = y1(—z). Comme la fonction g a été supposée paire,
et que la fonction y; vérifie 'équation (E), en dérivant deux fois, on obtient :

Z"(x) + q(x)z(x) =y (-2) + ¢(-z)y1 (-2) = 0.

De plus, z(0) = y1(0) = 1, et 2'(0) = —y1(0) = 0. Ainsi, la fonction z vérifie le méme
probleme de Cauchy que la fonction y; ; par unicité de la solution dans le théoreme
de Cauchy-Lipschitz, on obtient z = y1 ; autrement dit : y; est une fonction paire.

On raisonne de fagon similaire que dans le (i), avec cette fois z(z) = —y2(-z).

On pose w(z) = y1(z)yh(x) - y2(x)yi (x). On dérive w : pour z réel, on a
w'(2) = y1(2)ys (@) - 2 ()91 (2) = —q(2)y1(2)y2(2) + g(@)y1 (2)y2(z) = 0.
Ainsi, w est constante, égale & w(0) = 1. On obtient finalement :
det(A) =w(m) =w(0) = 1.

On étudie la réciproque de A, qui a y associe y(- — 7). Une rapide étude nous donne
lexpression de sa matrice dans la base (y1,92) :

(e men) () )
yi(-m)  ys(-) -b d
Un calcul direct de A~! donne :

Al d -b
- a ’

qui nous donne ’égalité a = d, comme voulu.
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3. (i)

(i)

On invoque le théoréeme de Cayley-Hamilton :
0=xa(A)=A? - (tr(A))A + det(A)Id = A2 - T.A +1d.

Ainsi, si le module de T est strictement inférieur & 2, le discriminant de ya est
strictement négatif, ce qui implique que ya a deux racines complexes distinctes,
conjuguées, p et p; et ces racines sont de module 1, car |p|? = pp = det(A) = 1, d’apres
la question 2 (iii).

Soit alors (u1,ug) une base de W formée de vecteurs propres de A, respectivement
associés a p et a p. Pour x € R, on écrit :

Aui(z) =w(z+7) =pui(x)
Aug(z) =wug(z+7) = pus(z)

Cela implique que, pour j = 1,2, u;(- + m) et u; sont de méme module; comme u;
et ug sont continues et m-périodique (car appartenant a l’ensemble W), on obtient
que u1 et ug sont bornées. Tout élément de W s’écrivant comme combinaison linéaire
de uy et ug, toute solution de (E) est ainsi bornée.

Dans le sens direct, si on suppose que T = £2, on en déduit, grace a la question 2 (iv) :
a+d=22=>a=d=x1=1=det(A)=ad-bc=1-bc=bc=0.
Réciproquement, si be = 0, alors,
l=det(A)=ad=a’=>a=d=+1=T==12.

On raisonne comme dans le (i) : si |T| = 2, ¢’est-a-dire T = £2, alors, le discriminant est
nul, ce qui nous permet d’exhiber une solution, u, non nulle, telle que u(x+7) = zu(z),
et comme dans le (i), on en déduit que cette solution u est bornée.

Si |T| > 2, alors de méme, le discriminant du polynéme caractéristique de A est
strictement positif, ce qui permet d’obtenir deux valeurs propres pour A, p et p~!,
ou p € R, de module strictement supérieur a 1. On note u; et us les deux vecteurs
propres associés aux valeurs propres p et p~'; notons que (u1,us) forme une base
de W.

Soit y une solution non nulle de (E) ; alors y s’écrit comme combinaison linéaire de u;
et uo; notons « et B tels que y = auy + fus. Si « est non nul, alors, soit x tel que
u1(x) #0. On a, pour n e N :

A'(z) =y(z +nm) = apui(z) + fp"ug(2)  ~ apui(),

—

et comme le module de p est strictement supérieur a 1, cela implique que y est non
bornée.

De méme, si § # 0, on obtient, pour x tel que us(x) # 0,

A™() =y(a+nm) ~ o us(a),

—>+

et donc, ici encore, y est non bornée. L’assertion est démontrée.

9.2 Fonctions de Bessel
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Exercice 57 (Fonctions de Bessel : définition des fonctions Jy)
Soit p € C. Le but de cet exercice est d’étudier des conditions nécessaires et suffisantes pour
que ’équation différentielle :

2y +ay' + (2® - p)y =0 (Ex)
dit équation de Bessel possede une solution développable en série entiere au voisinage de 0.

1. Etudions d’abord les conditions nécessaires a I’existence d'une telle fonction. On fixe dans
la suite p € C.

(a) En supposant y développable en série entiere et solution de (E,), déterminer une
relation entre les coefficients de la série.

(b) Supposons dans cette question que p n’est pas le carré d’un entier. En déduire que
I'équation (E,) n’admet pas de solution développable en série entiere non nulle.

(c) A contrario, si pu est le carré d’un entier, montrer que I’éventuelle solution y a les
propriétés suivantes :

(i) la parité de y est celle de k;
(i) tous les coefficients de la série d’indice strictement inférieur & & sont nuls;

(iii) les coefficients restants satisfont a la relation de récurrence

a = (_1)6 a
k+2¢ H£121((k+2m)2_ﬂ) k

VleN, (#)

2. Inversement, montrer qu'une fonction définie par les relations des questions précédentes
possede un rayon de convergence infini et est solution de 1’équation (Ej2).

3. Donner une expression de I'unique solution J; de (Ej2) développable en série entiere telle
que Ji(x) ~ 2¥/(2¥ k!) au voisinage de 0.

Soluce
1. (a) Soitdoncy:x = Y,50anx™ une fonction développable en série entiere sur un intervalle
non vide de type I:= ]-R,R[, ou R e R**. Pour z € I, on obtient classiquement :

y'(r) = Z napz™ !, xy' (z) = Z na,x" = Z napx”,

nzl nx1 n20
y'(z) =) n(n- Danz™ 2, 22y (z) = Y n(n-1)azz™ = Y n(n-1)a,z".
n=2 n>2 n20

Pour que toutes les sommes partent du méme indice, on pose de plus
a9 =0a-1 = 0.

On obtient alors
xzy(a@) = Z anr™? = Z Gpox".

n>2 n>0

Ainsi, y est solution de (E,) sur I si et seulement si

Vo el, Z n(n-1)a,z" + Z nap,x" + Z Apox" + Z —payx’ =0,

n>0 n=0 n20 n20
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c’est-a-dire :
Vel Z ((n2 - p)ay + an_g)x" =0.
n20
Comme le développement en série entiere de y est unique, si elle est solution de
I'équation (E,), alors nécessairement

VYn > O, (n2 — M)an = —0n-2, (*)

ou, rappelons-nous, a_o et a_; ont tous deux été définis comme étant nuls.

Dire que p n’est pas le carré d’un entier c’est dire que n? — u # 0 pour tout entier n.
Pour n = 0, on a fixé a_3 = a_; = 0; par une récurrence immédiate fondée sur la
relation obtenue a la question cela implique que, pour tout k € N,

asr =0 et agpr1 =0.

Autrement dit, si y n’est pas le carré d’un entier, la fonction nulle est la seule solution
développable en série entiére au voisinage de 0 de ’équation (E,).

Soit k un entier naturel et soit = k2. Soit y une solution de (E;2) développable en
série entiere au voisinage de 0.

(i) Etudions la parité de la fonction y. Remarquons que pour tout n # k, on a
n? -+ 0. C'est le cas de tous les entiers de la forme n =g+ 2¢, o1 g € {-1,-2}
est I'entier qui n’a pas la méme parité que k et £ est un entier quelconque. Par
récurrence sur ¢, on déduit de la relation (#) que pour tout £ € N, ag9¢ = 0.
Ainsi, si k est pair, alors ¢ = —1, et tous les coefficients d’indice impair de la
série y s’annulent ; la fonction y est donc paire. De méme, si k est impair, alors
la fonction y est impaire.

(ii) On applique la relation (#) & n = k; on obtient alors aj_2 = 0. De méme, en
prenant cette fois n = k-2, on obtient ay_4 = 0, et ainsi de suite par récurrence.
Suivant la parité de k, on en déduit bien que tous les coefficients d’indice n < k
sont nuls.

(iii) Calculons les coefficients ay.o¢ (¢ € N). Pour £ = 0, rien & démontrer, et pour £ = 1,
c’est exactement la relation (#) de la question Soit ¢ un entier, supposons
connaitre ay,o0. Par hypotheése de récurrence, on a (en prenant n =k + 20+ 2) :

1
(k+20+2)2—
D S (-1)"
 (k+20+2)2-p 1 ((k+2m)2 - p)

ce qui prouve ’hérédité.

Ak2(0+1) = Qk+20+2 = Ak+2¢

)

Cette relation exprime que I'ensemble des solutions de ’équation (E;2) dévelop-
pables en série entiere au voisinage de 0 est au plus une droite vectorielle, puisque
toute solution éventuelle est multiple de la solution caractérisée par la condition
ap = 1.

2. On suppose toujours que 4 = k2 pour un entier k et on consideére la somme de la série
entiere Y a,x" définie par

ap €R (fixé) ;

an =0 sin<kousin#k[2];
(-1

Hf;l:l((k +2m)% - pu)

Alyop = ap pour £eN.
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Alors, le critére de d’Alembert assure que le rayon de convergence de la série est infini
puisque pour £ € N,
A12(0+1) 1

= 5 — 0
aks2e (K +2(0+1))" —p e

Enfin, par construction, une telle série entiere vérifie bien I’équation (E;:2).

3. On a, les lettres étant quelconques :
(k+2m)? —k* = (k+2m - k)(k+2m + k) = dm(m + k),

ce qui donne pour nos solutions :

B (_1)Zxk+2é . k! k ( 1)( k+2¢
y(x) = é;)]'[ 14m(m+k)ak_é§) 226¢! (k+£)' kak;ﬂl(k E)l( ) '

( 1)£$k+2£

L’unique valeur de a;, pour laquelle y(z) ~ 2¥/(2¥ k!) en 0 est aj, = 1/(2¥ k!), ce qui donne :

VeeR, Jg(z)= Z

k+2¢
bogl(k.;g)l( ) )

Remarque Pour k compleze quelconque, on peut grace a la fonction gamma définir la fonction
de Bessel Ji, sur C par :

~ (-1)* 1\ k20
vwel, J’“(x)';)z!r(mmn(i) ‘

A\

FIGURE 9.1 — Fonction Jy de Bessel

Exercice 58 (Fonctions de Bessel : expression intégrale)
Pour £ entier naturel et x réel, on pose :

1 ™
Je(x) = ;fo cos(kt — xsint)dt.

1. (a) Justifier la dérivation sous le signe intégrale et donner une expression de Jj et J}.
(b) Démontrer que J, est solution de I’équation de Bessel (E;2) de l'exercice

On pourra récrire k*Jx(z) — 2*(Jy(z) + J{(x)) sous une forme qui permet une
ntégration par parties.
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2. (a) Calculer, pour k et n entiers naturels,

1 i .
Vo = 5= f e gin™ tdt.
mwJ-7

(b) Démontrer que J; admet un développement en série entiere et que c’est bien la
fonction définie & 'exercice B71

Soluce
1. (a) Soit f:Rx[0,7], (x,t) » cos(kt-zsint). Cette fonction est de classe €*° donc toutes
ses dérivées sont bornées sur les compacts de la forme [-X, X]x[0, 27 ] pour tout X réel
positif. Une application routiniere du théoreme de dérivation sous le signe intégrale
donne (en commengant sur [-X, X] pour majorer les dérivées partielles uniformément
puis en étandant le résultat a R), pour x réel quelconque :

1 ™
Jp(z) = - /0 cos(kt — xsint)dt ;
1 ™
Jp(z) = - [0 sin(t) sin(kt — zsint)dt ;
1 ™
Ji(z) = — [) —sin?(t) cos(kt — zsint)dt.

Fixons z. On regroupe ensemble les termes de 1’équation (E;) qui se ressemblent, le
critére étant ici que la fonction de (kt—zsint) est la méme. Cela conduit a considérer :

1 ™
xQ(Jk(a:) + Jg(x)) = _/0 2% cos®(t) cos(kt — zsint)dt,

2

puis, en factorisant k? — z2 cos®t :

1 s
kT (x) - :UQ(Jk(ac) +Ji(z)) == fo (k +xcost)(k —xcost)cos(kt — xsint)dt,
T

On reconnait dans les deux derniers facteurs la dérivée de v : ¢ — sin(kt — zsint). On
fait une intégration par parties en posant u:t ~ k + x cost et v comme ci-dessus. Le
terme intégré est miraculeusement nul :

s 1 T
JEQ(Jk(SC) +J§€'(as)) = [(kz+xcost) sin(kzt—xsint)]o = fo —zsintsin(kt — xsint)dt
= xJ)(z).

Ainsi, la fonction Ji définie par I'intégrale est bien solution de (Ey).

2. (a) La question revient a calculer les coefficients de Fourier complexes de ¢ — sin™ ¢. Il est
donc commode d’exprimer cette fonction comme somme d’exponentielles, d’ou I'idée
de développer pour t réel :

it _ =it n

sin" ¢ = (e 5; )

Soit (-,-) : (f,g) ~ % J fqle produit scalaire hermitien habituel sur les fonctions
continues 2m-périodiques et e, : t — e'P* pour p entier, on a donc :

_ I ¢ 1)4 n
Ven = eknﬁ(;)(_) q €n-2¢] -

1 & n\ .
_ : 1 q( )ez(n—Qq)t.
s 2,
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Or la famille (ep)pez est orthonormée. Par suite, si k # n mod 2 ou si n < k, alors
k +n —2q pour tout ¢ € {0,...,n}, donc v, = 0. De plus, si n est de la forme k + 2¢
avec ¢ entier naturel, alors

(-1)¢ (k+2q)_ 1 (k:+2q)'

kk+2q = oo = ——
Tkk+29 = Skiag:kv2q q 920k \ ¢

(b) Pour faire apparaitre des coefficients de Fourier, on remplace 'intégrale sur [0, 7] par
une intégrale sur [-m, 7] en exploitant la parité de la fonction intégrée. Puis on écrit,
pour z réel fixé :

1 7r 1 7r
Jie(x) = Py [w cos(kt) cos(x sint)dt + o [W sin(kt) sin(x sint)dt.

On développe pour t réel le cosinus et le sinus qui dépendent de x :

1 —1)» 2p+1
cos(zsint) = 81n2p(t)( ik et sin(zsint) =)’ sin2p+1(t)¢.
p=0 (2 )' p=0 (2]? + 1)'
Répétons que z est fixé. Soient, pour p entier et t réel,
1)P 2P 1)P2p+l
up(t) = cos(kt) sm2p(t)((2)—'g; et vp(t) =sin(kt) sm2p+1(t)((2)%1)'.
Chacune des fonctions uy, et v, (p € N) est continue sur [-m,7] et
|x|2p |x|2p+1
t)| < t
Ol G e O1< gy

pour tout p et tout t et les séries ¥ |z[*?/(2p)! et ¥ |x|*P*1/(2p + 1)! convergent, de
sorte que les séries de fonctions Y u, et Y v, convergent normalement sur [-m, 7] (le
membre de droite est indépendant de ¢). Comme l'intervalle d’intégration est compact,
on peut permuter somme et intégrale :

) p>02 f cos(kt) Sm2p(t)dt( (12))1;

(-1 (
=) Re(k2p)—2~— - 2 Im(vopn) 5~
p; " (2p )‘ p;) T (2p+ 1)
Si k est pair, disons k = 2k', tous les 7y 2p+1 sont nuls et 7y 9, est nul si 2p < k. Il ne
reste plus que les termes de la somme paire de la forme 2p = k +2q (g€ N) :

(@)=Y 2 (’HQQ)M_ (e NENE )mq'

- & 2k2aik\ ¢ (k+2¢)! S0 q(k+q)'\2

Si k est impair, disons k = 2k’ +1, tous les i 9, sont nuls et v 2511 est nul si 2p+1 < k.
I1 ne reste plus que les termes de la somme impaire de la forme 2p+1 = k+2q (g € N).
Les signes sont pénibles & suivre : p = k' +¢, 1/i* = (=1)¥ /i = —(-1)¥i, d’otr :

Jp(z) =-Tm Y 1 (k‘ + 261) (—1)k+agh+2a (-1)9 (w )Mq
k = - 3 = -
50 2k g (k+2¢)!  Shq'(k+q)!

On retrouve ainsi, indépendamment de la parité de k, le développement en série
entiere de I'exercice

( 1)px2p+1

sin(kt) sin?*(¢)dt
p>02 / ( ) () (2p+1)!

_1)px2p+1
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Exercice 59 (Développement asymptotique des fonctions de Bessel a I’infini)
1. (a) Vérifier que pour tout x réel, Ji(z) est la partie réelle de

1 T . .
Hk(«x):%‘[o ezkt—zazsmtdt.

(b) Démontrer que
Hk($) _ ze—ix+ik7r/2 fﬂ/Q COS(k‘u)em(l_Cosu)du.
T 0

(c) Justifier que 1’égalité 1 — cosu = v?/2 définit un changement de variable classe €2
L’effectuer pour démontrer que

2 V2 .
Hk(ac) _ ;e—zxﬂkﬂ/Q A‘ g(v) ez:r;v2/2 do,

pour tout z réel, o1 g est une fonction de classe €' sur [O, \/§] que 'on précisera.

2. (a) Vérifier que la fonction h: v~ (g(v) —g(0))/v est de classe €. En déduire par une
intégration par parties que

—/Oﬁg(v)eiva/Qd,U —g(O) Aﬁeixv2/2 _ O(i)?

ol la constante dans le <« O » dépend de g.

(b) Grace a l'exercice en déduire que lorsque x tend vers l'infini :

Dol 5)

FIGURE 9.2 — Fonctions de Bessel Jy et Jg, leur et la différence

Remarque Ce développement asymptotique n’est pas un équivalent car Ji(z) et COS(.I—]{?% - %)
ne s’annulent pas aux mémes points : le quotient n’est pas défini, a fortiori il ne tend pas vers 1.
Les courbes de Jo et J5 et celles du premier terme de leur développement asymptotique sont
représentées sur la figure [9.9

C’est un cas particulier de la méthode de la phase stationnaire, analogue de la méthode de
Laplace employée pour la formule de Stirling dans l’exercice . Dans une intégrale | f(t)eiw(t),
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seules comptent les zones ou la phase ¢ est < presque constante », c’est-a-dire le voisinage des
points critiques. Ici, il y en a un seul, le changement de variable uw = t — /2 le raméne en 0.
Au voisinage de 0, on a : 1 —cosu ~u?/2. Le choiz de v transforme cet équivalent en égalité :
1 -cosu =v2/2. Cela raméne a une intégrale fJg(v)eimz/de, ou seul compte le voisinage de 0.

Soluce
1. Soit z réel.

(a) L’intégrale de la partie réelle (de e**=isinty est la partie réelle de I'intégrale. Dot :
\ 1 T ikt-izsint
Jr(z) =ReHg(z) ou Hi(z)= —[0 e dt.
T

(b) On fait le changement de variable t = u+7/2 (noter que —sint = —sin(u+7/2) = — cosu)
et on décale la phase —ix cosu d’une constante pour que son maximum soit nul :

Hk(l‘) _ l /w/2 eiku+ik7r/2€—iwcosudu _ l e—ix+ik7r/2 fﬂ-/z eikueix(l—cosu)du‘
w J-m/2 m —7/2

On coupe l'intégrale et on la replie comme une omelette (en posant v = —u puis u = v) :

Hk(l‘) _ l e—iz+ik7r/2 ([N/Q eikueiw(l—cosu)du i fﬂ/Q e—ikueix(l—cosu)du)
™ 0 0

. /2 .
_ z e—z:c+zk7r/2 A COS(ku)ew(l_Cosu)dU-

™

(c) Pour justifier que le changement de variable est licite, on pose pour u € [0, 7/2]

o(u) =+/2(1 - cosu).

Notons qu’au voisinage de 0%, on a : ¢(u)? ~ u? donc p(u)?/u? tend vers 1; comme
©(u) >0 et u>0, cela entraine : p(u) ~u (diviser p(u)?/u® -1 par p(u)/u +1).

La fonction ¢ est strictement croissante, continue sur [0,7/2] et elle est de classe €
sur ]0,7/2] car 2(1 - cosu) # 0 sur cet intervalle. On a pour u € ]0,7/2] :

2sinu
2p(u)

Par le théorémelﬂ dit de la limite de la dérivée, ¢ est de classe €' et bijective. De
plus, sa dérivée est partout non nulle donc c’est un difféomorphisme.

o'(u) = d’ou liII(l] ¢'(u) = 1.

On a pour tout u € |0, 7/2] et v = ¢(u) :

/ V1-cos?u +/(1-cosu)(1l+cosu) %(2_§) V4 -2
¢ (u) = = = = ,
p(u) o(u) v 2

On en déduit que ¢ est de classe €2 puisque 4 — ¢? ne s’annule pas sur [0, 7/2].
Le changement de variable donne :

2

/2 . V2 . 9
f cos(ku)e™ 17 dy = f cos |k arccos(l - U—) 2 __E_qy,
’ 0 2 V4 -2

3. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction dérivable sauf peut-étre en a. Si ¢ est continue en a et si ¢’ admet une
limite £ en a, alors o est dérivable en a et ¢’(a) = £. C’est une conséquence du théoréme des accroissements finis,
que lon applique sur [a,z] avant de faire tendre z vers a.
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Cela donne 'expression souhaitée avec, pour v € [0, \/5] :

v? 2
g(v) = cos (k arccos(l - 7)) . N7

La fonction g est de classe €2 car le facteur qui contient I’arccosinus n’est autre que
la composée de ¢! (qui est bien de classe €2 car ¢ l'est et ¢’ ne s’annule pas) avec
u +~ cos(ku) et 'autre facteur est sans probléme sur [0 V2 ]

2. On peut par exemple écrire, en faisant dans I'égalité g(v)-g(0) = [ ¢'(u)du le changement
u = tv (avec v fixé), que h(v) = h(0) + [0 g’ (tv)dt, puis appliquer le théoréeme de dérivation
des intégrales & parametre. Il vient : h'(v) = fol tg" (tv)dt pour tout v € [0,v/2].

Une intégration par parties donne alors, pour = >0 :

A g(v)ezxqﬂ/de - g(0) A emq;2/2 _ i i h(v) - iz emv2/2dv
1T
- V2 V2 ,
= i I:h(,l})elajUQ/Q:I _ i h,(v)erUZ/de
Z 0 iz Jo

V2 . V2o
‘A g(v)ezzvg/de_g(O)-[o ez:w2/2

Ainsi, la différence est bien un O(1/z).

3. Notons que ¢g(0) = 1. Le changement de variable ¢ = v a: (avec x > 0 fixé) donne :

/“/d\ﬁ [ dtw\[ [

En effet, 'intégrale de Fresnel n’est pas nulle et, d’apres ’exercice elle vaut

h
<é(\h(\/§)\+\h(0)|+[0 z\h(t)\dt)

ﬁ z7r/4

Au voisinage de 'infini, on a donc en recollant les morceaux :

Hy (2) ~ 2 iwikn/2 zﬁem/zl ]2 gi(-e+h3+3)
T x 2 T

En notant E(x) cet équivalent, cela signifie que |Hk(:v)—E(x)‘ est négligeable devant ‘E(:z:)‘
Comme la partie réelle de la différence est plus petite que son module, cela donne :

Je(x) = \/7COS$ k———)+0(7)
Cadre

L’équation (Eg) admet un point singulier en 0 : on ne peut pas la mettre sous forme normale
= f(x,y,y’) au voisinage de = = 0 & cause du coefficient 2. Elle admet toutefois une solution
définie sur R, c’est la fonction de Bessel Jo définie dans I'exercice
On a montré que Jy est la seule solution de (Egp) développable en série entiére sur un
voisinage de 0. On va montrer que c’est la seule solution définie et deux fois dérivable sur un
voisinage de 0. Plus précisément, on va montrer que toute solution définie sur un intervalle de
la forme ]0,a[ avec a > 0 et non proportionnelle & Jy explose en 0.
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Rappel (wronskien) Soit I un intervalle et soit A : I - #5(R) une fonction matricielle
continue. Soient deux fonctions dérivables Y1,Y9: 1 — R2 solutions de Y' = AY. Leur wronskien
est la fonctionlﬂ W =det(Y1,Y2) : 1> R. Cest une solution de l’équation

W' —tr(A)W = 0.

Il est de la forme W(z) = Cexpa(z), ou C est une constante et o est une primitive de tr(A).
En particulier, il est partout nul ou partout non nul[ﬂ.

Une équation scalaire d’ordre deuz, disons y"” + by’ +cy =0 avec b,c:1— R, se raméne a un
systeme d’ordre deux :

Y’ = AY, ouY:(y,) etA:(O 1).
Y -c -b

Le wronskien de deuz solutions yi et ya, défini comme W = y1y5—yiy2, est solution de W' = -bW.

Exercice 60 (Equation de Bessel : unicité d’une solution prolongeable en 0)
On s’intéresse au comportement au voisinage de 0 d’une solution y définie sur un intervalle de
la forme ]0,a[ (avec a € ]0,+o00]) de 'équation Ey :

22y + zy’ + 2%y = 0. (Eo)

1. Calculer le wronskien de Jg et y.
2. Résoudre I'équation Joy' — Jyy = W sur un intervalle ou Jy ne s’annule pas.

3. Montrer que si y n’est pas proportionnelle a Jg, alors liIglJy(aj)‘ =400 (<« y explose »).
x>

Soluce
1. Sur lintervalle ]0,a[, I'équation (Eg) se met sous forme normale

1
y'+ =y +y=0.
x

D’apres le rappel, le wronskien W = Joy' — J(y des deux solutions Jy et y est solution de
Iéquation W'(z) = =W (z)/x, si bien qu’il est de la forme

W(z) = Ce 0o = ¢

(ou & décrit ]0,a[) pour une constante C fixée.

2. Comme on s’intéresse au comportement en 0, on se restreint a un intervalle I’ = ]0, a/[ inclus
dans ]0,a[ sur lequel Jy ne s’annule pas, ce qui existe, car Jo(0) = 1 (voir Iexercice [57).
On va donner une expression de y & partir de I’équation du premier ordre Joy' — J{y = W.
L’équation homogene associée admet pour solutions évidentes les fonctions de la forme
zJp, avec z € R constante ; par la méthode de la variation de la constante, on cherche donc
une solution particuliere de I’équation avec second membre de la forme =~ z(x)Jo(z).

4. Le déterminant est relatif & la base canonique de R
5. Les solutions sont donc partout indépendantes ou liées pour la vie.
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Plus formellement, posons z = y/Jo. Comme y est solution de Joy' — Jjy = W, on a :
Jo(2J0)' = I (2d0) = W, clest-a-dire : 2/ JZ +2J0Jo — 2JpJo = W ; par la question précédente,
il existe une constante C telle que

Vel (2)02(z) = .
T

Fixons a € I'. 1l existe donc une constante D telle que pour x €I’ :
J QIR
= —=dt + .
y(z) = Jo(z) fa £ Jo(0)? o()

3. Il y a deux cas selon la valeur de C. La constante C est nulle si et seulement si z est
constante, c’est-a-dire si y est proportionnelle & Jg.
Si C n’est pas nul, on a au voisinage de zéro : z'(z) ~ C/z (rappelons que Jo(0) = 1). Comme
I'intégrale [01 d?“ diverge, ceci donne par intégration un équivalent des parties principales|’|:
pour un point a de I' quelconque, on obtient lorsque x tend vers 0 :

(2(z) - Z(a)) ~ C(ln(a:) -In(a)) ~Clnz.

Cela montre que z(z) ~ Clnz, et donc, que z(z) diverge vers 'infini lorsque z tend vers 0.
Ainsi, les seules solutions de 1’équation (Eg) qui ne divergent pas sont les multiples de Jo.

Exercice 61 (Entrelacement des zéros des fonctions de Bessel)
On pose
J1=-7Jp.
Nous allons étudier le lien entre cette fonction et les zéros de Jo. Mais avant, un petit résultat
préliminaire.
1. (Préliminaire : le théoréme de reléevement) Pour la suite, on a besoin de démontrer
le théoreme suivant[] :
Soit u : [a,b] - C* une application de classe €’ sur un segment. Alors, il existe
une application continue f :[a,b] - C telle que : u =expof.
Supposons donc u : [a,b] - C*, de classe €. Soit c € C tel que e = u(a). On pose :
tu(s
Vie[ab], f() :c+[ (5)
a U(S)

Montrer que f est un relevement de u (c’est-a-dire u = expof), de classe €' également.

ds.

2. Montrer que les fonctions Jy et J; ne s’annulent jamais simultanément.

3. On définit r = \/J% +J%.

a) Montrer qu’il existe une fonction 6 : R — R telle que ’on ait le systéme paramétré :
Mont 1] exist fonction 6 : R — R tell I it 1 t¢ Stré
Jo =rcosf
Ji =rsinf = -Jj.

(b) Montrer que le rayon r est une fonction décroissante.
4. Etablir une expression pour la dérivée de 0, et en déduire les zéros de Jy. Que peut-on
alors dire des zéros de J; 7

6. Rappelons le théoréme. Soit a > 0 et soient f et g deux fonctions continues et positives sur 0, a] telles que
f(z) ~ g(x) au voisinage de 0. Si f;" f est divergente, alors [* f ~ [*g;si [;* f est convergente, alors [)° f ~ [} g
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Soluce
1. La définition de f a un sens car u ne s’annule pas. Pour tout ¢ € [a,b], on a
!
1oy w ()
t =
donc la fonction f ainsi définie est bien de classe €. Posons alors, pour t € [a,b] :
p(t) = u(t)e O ;
on a ¢'(t) = u'()e7® — f'(t)u(t)e™® = 0, donc, la fonction ¢ est constante égale A,
disons K (non nul!). De plus, la condition e® = u(a) implique
o(a) = u(a)eff(“) =e% ‘=1,

et ainsi, u(t) = expof(t), pour tout t € [a,b], comme voulu.
2. On sait déja que Jo ne s’annule pas en 0 car Jo(0) = 1. De plus, sur R} et R*, c’est une

solution non uniformément nulle de I’équation (Ej) sous forme normale :

y'=-y'lz-y.
Soit alors xp un réel non nul, disons positif pour fixer les idées. Définissons le probleme de
Cauchy sur R} :
y/
n_ _J _
Y= " Y
y(zo) =y (20) = 0.

La fonction nulle est une solution évidente et, par unicité de la solution a un probleme de

Cauchy, c’est la seule. Par suite, Jy et J; ne s’annulent pas en zg.
3. (a) Considérons la fonction u = Jo+iJ; : R = C; elle est de classe € et & valeurs dans C*

puisque, d’apres la question précédente, Jy et J; ne s’annulent pas simultanément.
On peut donc lui appliquer le théoreme du relevement de la question [I} Pour éviter
un argument abstrait pour passer d’un segment a R, on remarque que u(0) =1 (¢ =0)
et on définit f: R — C par f(t) = fot % : ¢’est une fonction de classe €' telle que
u = expof. Le module de u est r = |u| = expRe f. Posons § = Im(f). On a donc
Jo+1iJ1 = eRefe? = et clest-a-dire :

Jo=rcosb,

Ji =-J{ =rsinb.

(b) Remarquons déja que, d’apres la question [2| la fonction r ne s’annule jamais. En tant
que composée d’une somme de fonctions €' sur R et de la racine carrée, dérivable
partout sauf en 0, on en déduit que la fonction r est une dérivable sur R.

De plus, comme 7% = J2 + J3 = JZ + (J})?, et que Jg est solution de (Eg), on a

(r*) (2) = 230 (2)Jo () + 231(2)J () = 200 (2)Jp (2) +235(2)Jg ()

I , 9
- 2J6(x)(J0(g;) _ @ _ Jo(l‘)) _ _2JO(J‘}T) ’

7. Ce théoréme s’énonce plus généralement en supposant uniquement u continue de [a,b] dans C* ; voir [6].
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ce qui montre que 72 est une fonction décroissante sur R,.
De plus, en posant g(z) = 2%r2(x), définie sur R*, on a

g (z) = 2xr2(x) + 2 r(w)r'(x) = 2w(J0(x)2 +J1(x) ) - 23:2J1(:1:)2 = 2.TUJ0(.CE)2,

de sorte que g est croissante sur R* (et méme strictement).
Ce résultat nous montre que la courbe x — (Jo(x),J1(z)) forme une spirale autour

de lorigine (figure .

FIGURE 9.3 — Courbe (Jo(2),J1(z)) (x € [0,50])

4. Comme Jg =rcosf, on a

Jo=71"cosf —rf siné.

Trouver les zéros de Jo, c’est trouver les valeurs de 6 telles que cos @ = 0. Si l’on essaie d’iso-

ler, dans 1’égalité précédente, la dérivée #’, on se rend compte que lexpressmn dépendra

de r’, et qu’il y aura du rsinf au dénominateur. A éviter, donc. A la place, on dérive
0= —J1 = -rsind. On trouve :

Jo=71"cos —rf sinf x(—sinf)
J0 =-r"sin® -6’ cos b x(—cosf)

On voit cela comme un systéme linéaire d’inconnues (r/,6") dont on veut éliminer r’. Pour
ce faire, on multiplie la premiére équation par (—sinf), la seconde par (—cosf), et l'on
obtient, pour x > 0, en soustrayant les deux lignes :

r(z)0'(x) = —sinf(x) J{(z) — cosO(x) J{ (z)
=—sinf(z)(-r(x)sinf(x)) — cos G(m)(M —r(x)cos H(x)),

ce qui donne apres simplification (division par 7 et cos? 6 + sinf=1) :

0(2)=1- cos H(JU)xsin O(m)

On voit que, pour = > 1, 6'(x) > 0. En fait, 6’(x) > 1/2 pour x assez grand, de sorte que
0(z) tend vers 'infini avec x. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit que
¢ prend une infinité de valeurs de la forme xy, = 5 +km, ce qui donne autant de zéros de Jo,
puisque Jo(zg) = r(zy) cos(xg) = 0 pour tout k.

Enfin, comme 6’ est strictement positif, la fonction 6 est strictement croissante. Or, J; =
rsinf ; on en déduit que J; possede également une infinité de zéros, et que ceux-ci alternent

avec les zéros de Jo (figure [9.4).
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FI1GURE 9.4 — Fonctions Jg et de Bessel (entrelacement des zéros)

Remarque Bessel a démontré que toutes les fonctions J, (n € N) admettent une infinité de
zéros. La conjecture de Bourget, démontrée par Carl Siegel, exprime qu’ils sont tous diﬁér@nts[ﬂ
a Uexception de J,(0) =0 pour n > 1.

Remarque Les fonctions de Bessel sont les héroines d’un traité de plus de 800 pages de
G. N. Watson, qui en a en particulier donné des développements asymptotiques et qu’il ne
faudrait pas confondre avec H. W. Watson, qui est a lorigine du processus de Galton-Watson

de Uezercice [11.2.

Exercice 62 (Fonctions de Bessel - une autre approche)
Soit . un nombre complexe. Considérons 1’équation différentielle suivante :

22y +ay + (a:2 - )y =0. (En)

1. Montrer que I’équation E,, possede une solution développable en série entiere si et seule-
ment si p est le carré d’un entier et que dans ce cas, la solution est unique a un coefficient
pres.

2. Prouver de deuz fagons que 1'unique solution Jg de 'équation Eg telle que Jo(0) =1 est :

Jo(z) = % /(;Wcos(xsint)dt.

Soluce
1. Soit y une fonction développable en série entiere au voisinage de 0 avec un rayon de
convergence R strictement positif. Soit (ay)nen la suite des coefficients. Par le théoreme
de dérivation des séries entieres, on a, pour x € |[-R,R][ :

oo +00
y(z) =) ana™; 2y (z) = > an-oz™;
n=0 n=2
/ = n—1 l4 x n
y'(x) = Z napxT xy' (x) = Z na,x";
n=1 n=1
" - n—2 2.1 = n
y'(x) = Z n(n-1)a,z"™", %y (x) = Z n(n-1)a,z".
n=2 n=2

8. Ainsi, on peut dire que tous les zéros non nuls sont différents. Quel charabia !


https://fr.wikipedia.org/wiki/George_Neville_Watson
https://en.wikipedia.org/wiki/Henry_William_Watson
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Alors, y est solution de E,, sur |-R,R[ si et seulement si pour tout = € |-R, R,

+00

+00 +00 +00
Z n(n-1)ap,z" + Z na,x" + Z GpoZ" + Z —panx" =0,
n=2 n=1 n=2 n=0

ce qui peut s’écrire :

+0o0o
—pag + arx + Z (n(n -1)ay, +nap + an-2 — ,uan)a:" =0.
n=2

Par unicité du développement en série entiere, c’est équivalent aux relations :
pag=0, a;=0 et Vn>2, (n2 —W)ap = —Qp-2.

Si 41 n’est pas le carré d’un entier, alors u # 0 et a2 - # 0 pour tout n. On en déduit que
ag = a1 = 0 et, par une récurrence que 1’on vient d’initialiser, que a, = 0 pour tout n € N.
Autrement dit, si u n’est pas le carré d'un entier, la seule solution de E,, développable en
série entiere au voisinage de 0 est la solution nulle.

On traite a part le cas ou pu = 0 parce qu’il est légérement plus simple. Pour n > 2, il
vient : a, = —a,_2 /n2 pour tout 7 non nul. Une récurrence immédiate donne ’annulation
des termes impairs et, pour n = 2k :

(-1)* (-1)*
a = apg = ag.
2k 2k)2(2k —2)2- x 22 0T 2k 12 0

Cela montre que toute solution éventuelle est un multiple de la fonction définie par

+00 _1\k
Jo(x) = Z —( D) 2k,

= 2%F x k12

Or cette série entiere a un rayon de convergence infini (agy, < 1/k! pour tout k et ¥ |z[2*/k!
converge pour tout z) et on vérifie que sa somme Jy est bien solution en reprenant les
calculs précédents a ’envers.

Supposons & présent que = p? pour un entier naturel p > 1. Alors p # 0, d’ott ag = 0 = a;.

Exemple Pour p=4 et u =16, les conditions sur la suite (ay) s’écrivent :

16@0 = O, —12@2 = —ap, 0a4 = —ay, 200,6 = —Qy4, 48@8 = —dag...
a1 =0, -7Tasz = -ay1, 9as = —as, 33a7 = —as, 65a9 = —ar...

Pour n € N, 'expression n2 -y ne s’annule que si n = p. Ainsi, si p est pair (resp. impair),
n? —p% # 0 pour tout p impair (resp. pair) ; par récurrence, tous les termes impairs (resp.
pairs) sont donc nuls. Autrement dit, y a la méme parité que p.

Comme ag = a; = 0 et que n? —p? # 0 pour n < p, une récurrence finie montre que pour
tout n < p de méme parité que p, on a : a, = 0. Il n’y a pas de contrainte sur a, (I'’équation
d’indice p s’écrit : Oap, = ap-2). Pour ke Net n=p+2k+2,0ona: n?-p? 0 d'ou,

-1 -1
(p+2k+2)2—p2 P T 2k (k1) P

Ap+2k+2 =
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Par récurrence, il vient pour tout ke N :

(_1)k - (_1)kp| .
2T ((p+ ) <€) 7 2R (p+ k)AL

Ap+2k =

de plus, rappelons-le, les autres termes de la suite (a,,) sont nuls. Le rayon de convergence
de la série entiere ainsi définie est infini, d’oul 'existence d’une solution de E,» développable
en série entiére au voisinage de zéro, unique & un coefficient multiplicatif pres, qui se trouve
étre définie sur R.

I1 est d'usage de noter J, la solution ol a, = 1/(2Pp!), c’est-a-dire J}gp)(()) =1/2P:

= (_1)k 2k+p

VeeR, Jy(z)= —— )
veR, () ,;)22k+p(p+k)!k!

Exercice 63 (Fonctions de Bessel - une autre approche, la suite)
Considérons 1'équation différentielle suivante (c’est bien Ey dans ’exercice précédent) :

xy” +y' +xy=0. (Eo)

1. Calculer le wronskien de deux solutions y; et yo de Eg sur un intervalle I ne contenant
pas 0.

2. Justifier Iexistence d’une solution de Ey sur R** non proportionnelle & Jg.

3. Soit y une solution de Eg sur R** non proportionnelle & Jy. Déterminer un équivalent
de y au voisinage de 0.

4. En déduire que Jy est I'unique solution de Eg sur R™ bornée au voisinage de 0.

Idée-clé Comme on connait une solution de I’équation Eg, on en trouve une deuzriéme grace
au wronskien en résolvant une équation différentielle d’ordre 1.

Soluce
1. Posons b(x) = 1/x pour z € I. Soient y; et ya deux solutions de Eg sur I. Leur wronskien
est la fonction w = y195 — y1y2. On a en dérivant :

r_ ’ ’ I 7 7 ror
w' = (Y1Y2 —y1Y2) = Y1Y2 + V1Yo — Y1 Y2 — Y1Yo
= y1(=byy — y2) + (byl + y1)y2 = —b(y1y5 — y1y2) = —bw.

On a donc : .
Veel, w'(x)=-—w(x).
x

On integre cette équation différentielle d’ordre 1. Fixons xq € I. Il existe une constante C

telle que
_reda  C
Veel, w(x)=Ce 770t =—.
x
Remarque On retrouve l’équation satisfaite par le wronskien W = det(Y1,...,Y,) d’une
famille (Y1,...,Yy) de solutions d’un systéme homogéne Y' = AY défini par une matrice

(de fonctions) A :1— #,(C) et d’inconnue le vecteur Y : 1 - C™ :
W'(z) = —tr(A(z) ) W(z).
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2. Sur R**, ’équation Eg est équivalente & 1’équation écrite sous forme normale :
1
Ve eR™, ¢+ ;y’+y =0,

a laquelle on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz pour les équations linéaires.
Celui-ci exprime que ’espace des solutions est de dimension 2.

3. Prenons y; = Jo (cf. exercice p. [L50)) et soit y2 = y une solution de Ey non proportionnelle
a Jo. Alors, w(0) # 0. (Cette propriété bien connue du wronskien résulte de I'unicité dans
le théoreme de Cauchy-Lipschitz.) Ainsi, y est solution de ’équation différentielle

Joy' = Joy = w.

L’équation homogene associée, Joy’' — Jiy = 0 posséde une solution évidente : Jy. Par
variation de la constante, on cherche donc une autre solution sous la forme y = Jgz.

Plus précisément, la continuité de Jy et le fait que Jp(0) = 1 donne 'existence d'un voi-
sinage V de 0 sur lequel Jy ne s’annule pas. Sur VN R, on pose z = y/Jo, de sorte que
y = Joz. Alors z est dérivable et y' = Jpz’ + J(z. Il vient :

w=Joy - Ty =J22 + JoJpz - T Joz = J32'

Ainsi, pour x € VNR™, on a (en fixant 29 € VNR*™) :

z(x) = / ;((tt))dt+z(:no) = /x: %dt+z(ajo).

Au voisinage de 0, on a :

.t
tJ3(t) t

—_

0 . o o
dt = —oo0, on peut comparer les parties principales des intégrales :

|/ QLdm[ ©dt ~Cla,
vo tI2(1) 20 t

(Rappelons que C #0.) On en déduit que
y(x) ~Clnx

et comme f

4. L’équivalent précédent montre qu’une solution y définie sur un voisinage de 0 dans R**
non proportionnelle a Jo n’est pas bornée au voisinage de 0.

9.3 Inclassables

Exercice 64 (Endomorphismes nilpotents et équations différentielles)
Soit @Q un polynome de degré n > 0 et a dans R**. On veut trouver une solution particuliere,
dans l'espace R, [X] des polynomes de degré inférieur a n, a ’équation différentielle

y —ay=Q.

1. Donner la décomposition de Dunford de I'endomorphisme 4, : P —» P’ —aP de R, [X].
2. En déduire que ¢, est inversible et expliciter son inverse.

3. Conclure. Pourquoi la solution trouvée dans R,,[X] est-elle unique ?



154 CHAPITRE 9. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Soluce
1. L’endomorphisme dérivation dy de R, [X] qui envoie P sur P’ est bien entendu nilpotent,
et commute avec —ald. Donc, la décomposition cherchée est —alId +dp.

2. L’endomorphisme J, est inversible puisque la partie diagonalisable de é,, nommément —a Id,
est inversible. On a

1 1 1 1 1 1
6, = (~ald+6p) ' = == (Id==30) "t = == (Id +=8p + (=)263 + -+ (=)"5Y).
a a a a a a
3. Une solution particuliere cherchée est donc
1.1 1 1o n
P, := ——Q+—2Q’+(_)2Q"+...(_) Q( )
a a a a

Soit P, une autre solution polynomiale. Alors, P, — P, est une solution de 1'équation
homogene associée. D’olt Py(t) = Py (t) + Ke™, pour un réel K. En dérivant un nombre de
fois N suffisant pour annuler les parties polynomiales, on obtient KaNe® = 0, donc K = 0.
D’on 'unicité.

Remarque Bien entendu, il faut savoir que cette équation différentielle n’a nullement besoin
de Dunford pour s’en sortir comme une grande. Cet exercice est juste la pour le plaisir (et
Uopportunisme) de la transversalité.

Remarque Si a est nul, alors, on doit intégrer pour obtenir une solution particuliere. Si a est
non nul, on doit dériver. Va savoirl...

Exercice 65
Soit I un intervalle et soit y une fonction indéfiniment dérivable de I dans C. Montrer que les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) la fonction y est solution d’une équation différentielle linéaire & coefficients constants de
la forme y(™) + Z?:_ol a;iy? =0, ot n € N* et ag, ..., an_1 sont des complexes fixés

(ii) le sous-espace engendré par la famille (y,%/,...,y™,...) est de dimension finie ;

(ili) la fonction y est combinaison linéaire d’une famille finie de fonctions de la forme gy o :

x> 2%e®® avec keN et aeC.

Soluce

(1)=(ii) Supposons (i) satisfaite. Soit E I’espace engendré par (y,y/', ...,y 1) Montrons
par récurrence sur k que toutes les dérivées y, 1/, ..., y"* sont dans E. Pour k = 0, c’est une
conséquence de (i). Soit k£ un entier pour lequel I’assertion est satisfaite. Par linéarité de
la dérivation et par (i), on a : y("&+1) = —$ 17l 40 (+5+1) " qui est une combinaison linéaire
d’éléments de E d’apres 'hypothese de récurrence. D’ou ’hérédité, puis la conclusion.

(ii)=>(i) Soit d la dimension de I’espace engendré par les y(@ (i € N). La famille (y, v/, ... ,y(d))
est liée donc il existe une combinaison linéaire Y%, b;y(? uniformément nulle dont au
moins un coefficient n’est pas nul. Soit n le plus grand indice des coefficients non nuls
(n=max{i<d, b; #0}). Alors y(™ = Z?:_Ol aiy'D avec a; = —b; /b, pour tout i.

(i)<=(iii) On a vu cette équivalence dans I’exercice

9. C’est a mettre dans le méme sac que le fait qu’une matrice inversible A a pour inverse un polynéme en A.
Ce sont des phénomeénes typiques de la dimension finie.



Chapitre 10

Calcul numérique

10.1 Méthode de Newton

10.1.1 La méthode

Rappelons le théoreme, voir [5, théoreme 14.2.2] qui escorte la méthode de Newton, ou disons
les conditions qui assurent la convergence de la méthode.

Soit f une fonction de classe €2 sur I'intervalle [a, b]. Supposons qu'il existe 2 dans I'intervalle
tel que f(x) =0 et f'(x) # 0, alors, il existe un € > 0 tel que, si zg € [z — ¢,z + €], la suite des

itérés
_ f(@n)
f'(xn)
est bien définie, reste dans l'intervalle [z — e,z + €] et converge vers .

Plus précisément, soit o > 0 tel que f’, qui est continue, ne s’annule pas sur [z — a, = + a],
soit m le minimum de [f'| et M le maximum de |f”] sur [z — o,z + «], alors € peut étre pris
quelconque sur ]0, min{a, QVm [ De plus, la convergence est quadratique c’est-a-dire qu’il existe
une constante positive C telle que

Tn+l = Tn

|y — 2| < Clan1 —zf.

La méthode de Newton s’illustre dans des approximations célebres :

— la racine carrée de a (non nul), avec f(z) = 22 — a. La récurrence est x,,,1 := %(mn +-5);
n

— le merveilleux nombre 7, avec f(z) = cos(35). La récurrence est 2,41 = o, + 2 cot(5).

Exercice 66 (Approximation d’une racine carrée, approximation de )
1. Soit a un réel strictement positif. On s’intéresse a la suite récurrente x, .1 := %(mn + %),
avec xg > 0 fixé.
(a) Montrer que x,, >0 pour tout n et que la suite est bien définie.
(b) Montrer que pour tout n >0, T,41 —/a = ﬁ(xn -Va)%
(¢) En déduire que la suite (x,,) tend vers \/a.
2. Montrer que la suite des itérés de Newton associée a la fonction f(x) = cos(5) est donnée

par la récurrence x,,1 = Tp + 200‘5(%"). Montrer, en utilisant le théoreme ci-dessus, que
si zg € ]0, 27|, alors la suite x,, tend vers 7.

1. Cela signifie, en gros, que le nombre de décimales correctes double (au minimum) & chaque itération.

155
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T

/ T+l In

FIGURE 10.1 — Méthode de Newton

Soluce
1. (a) Par récurrence, x, > 0, ce qui prouve, en particulier, que x,, # 0 pour tout n, et donc,
que la suite est bien définie.

(b) On trouve

Tn+l _\/a: %(xn"' %) - %(\/5"' %) = %(xn_\/a) - ﬁ(xn_\/a)
1 Va

- 5=V (1= Y5) = o (@, - V)

On voit donc que x, > v/a pour n > 1.

(c) Primo, on voit que si la suite (x,) converge, alors sa limite [ vérifie, par continuité
de %(m +2) sur R*, la relation [ = %(l + %), et donc I = \/a car | > 0. Deuzio, on a

Pet = n = 5 (4 ) == (ot ) = 5 (A= ) (Va 20)

T, T, 2Ty,

La suite (x,,)n>1 est donc décroissante et minorée.

La suite x,, converge vers \/a.

2. La fonction f s’annule uniquement en = dans l'intervalle [a,b] = [0,27]. On a f'(z) =

—%sin(g) et f'(z) = —}lcos(g). Avec les notations ci-dessus, on choisit «a € ]0,7[, afin
que f’ ne s’annule pas, puis m = %sin(%) = %COS(%), et enfin M = icos(%—% = }Lsin(%).
On a

2
il 4cot(g) > 4cot(z) =4>7>a.
M 2 4

Conclusion, on peut choisir 0 < & < «, pour tout « € ]0, 7[, ce qui permet de conclure.

Remarque L’inconvénient du choir de la fonction cos(5) pour trouver m est qu’elle est non
polynomiale. Mais la suite se programme facilement et converge trés rapidement.

Exercice 67 (Méthode de Newton pour la décomposition polaire)
Soit M une matrice de GL,,(R) dont on souhaite trouver la décomposition polaire M = OS
de M, par un algorithme rapide.
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1. On considere la suite (S,,), avec So = ‘MM et S,y = %(Sm +S0S1). Montrer que la
suite (S,,) est bien définie et converge vers S. En déduire O.

2. (Variante) On considere la suite (Oy,), avec Og = M et Op41 = %(Om +'0,1). Montrer
que la suite (O,,) converge vers O. En déduire S.

Soluce
1. On considere la suite (S,,), avec So = 'MM et S,,41 = %(Sm +S0S;1). Montrer que la
suite (S;,) converge vers S. En déduire O.

On sait de la preuve du théoreme de décomposition polaire que

— Sy est symétrique définie positive, et donc diagonalisable sur R en base orthonormée :
So = Pdiag(A1,...,A\)P7L, avec ‘P =P~ et \; > 0 pour tout i.

— S est Punique matrice symétrique définie positive telle que S% = Sy et elle est donnée par

S = Pdiag(v/A1, ..., /)P

Soit f la fonction qui envoie A dans GL,, sur f(A) = %(A +SpA~1). La fonction f vérifie
F(PAPY) = %(PAP‘I +So(PAP 1)) = %(PAP‘l +Pdiag(M,... A AP
_ P(%(A +diag(A,..., M)A )P,
Or, si A est une matrice diagonale A := diag(u1, ..., un), avec u; >0, on a

LA+ ding(h o A)A™) = ding(fi (), Fu(pn)

avec fi(x):= %(w + Nz L),

On pose donc A,, = P7!S,,P, et donc Ay = diag(\y,...,\,). De la positivité des \;, on
déduit, par 'exercice que A,, est bien définie et a pour limite diag(x/A1,...,vVn).
Donc, la suite (S,,) est bien définie et, par continuité de la conjugaison :

lim S, = lim PA,P'=P lim A, P!=S.

m—+o0o m—+00o m—+oo

2. (Variante) On considere la suite (O,,), avec Og =M et Opy41 = %(tOm +0,1). Montrer que
la suite (O,,) converge vers O. En déduire S.
Si on pose S, = t0,,M, ou, comme S,, est symétrique, S,, = tMO,,. En notant que S,
commute avec Sy pour tout m (ce sont tous des polynéomes en Sy), la récurrence précédente
donne

1 1
tOm+1M = §(Sm + SOS;}) = §(Sm + S;nlso)

1 1
= 5(tomM +("MO,,)7'Sp) = §(tOmM +0,1M).
En simplifiant par M, il vient Op41 = 3(*Op, + O;1), avec Og = F(SoM™1) = M.

Par continuité de la multiplication par M~! et de la transposition, la suite (O,,) converge
vers '(SM™!) ="(0™) = 0.
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10.1.2 Meéthode des sécantes, méthode de quasi-Newton

Voici quelques variantes de la méthode de Newton. Comme a 'accoutumée dans la ruche
bouillonnante du calcul numérique, ces variantes n’interviennent, ni par caprice, ni pour une
question de morale ou d’éthique. Les mots d’ordre de ce monde sont « complexité » et < fiabilité ».

Exercice 68 (méthode des sécantes)

Soit f une fonction de classe €2 d’un intervalle [a,b] de R dans R. On suppose qu’il existe un
x, que 'on supposera fixé, dans l'intervalle [a,b], tel que f(x) =0 et f'(z) # 0. On définit, pour
tout couple (zg,x1) dans [a,b] une suite (x,,)nen, par la relation de récurrence

{C N (O ()}

Tpsl = Ty, —
ni " f[xnu :I;n—l]’ u—v

On va montrer qu’il existe € > 0 tel que, si zg et x1 sont choisis dans Uintervalle [z — &,z + €],
la suite (x,,) est bien définie et converge vers x. Plus précisément, nous allons voir qu’il existe
des constantes K > 0 et a €]0, 1 telles que

|z — 2| < Ka®",

ou ¢ = %5 est le nombre d’or.

1. Soit sg,s1 dans [0, 1], et (Sp)nen la suite définie par s,+1 = SpSp—1. Montrer qu’il existe
un réel K > 0, et a dans 0, 1[ tels que s, < Ka®".

2. Montrer 'identité (lorsque les valeurs sont toutes bien définies)

f[uvv]_f[u?w]‘

v—w

f[xmxn—l](erl_x) = (xn_x)(xn—l_x)f[xmxn—lax]a avec f[u,v,w] 5=

3. Montrer I’égalité

1 t1
/(; /(; F"(u+ t1(w = u) +ta(v = w)) dbg Aty = flu,v,w].

4. Soit a > 0 un réel tel que f’ ne s’annule pas sur [z — o, x + ] et soit m > 0 un minorant
de f’ sur cet intervalle. Soit M un majorant de f” sur ce méme intervalle. Montrer que
sl Tp-1,%n € [ — o, + ], alors 41 est bien définie et

M
|Tne1 — x| € — |xpn — 2| |Tp-1 — |-
m

5. Conclure en choisissant 0 < € < min{«, 17 }.

Soluce
1. Si sg ou s71 est nul, alors s, est nul pour n > 2, et 'inégalité proposée est claire. On suppose
donce sg et s1 dans ]0,1[. On voit par récurrence que la suite s, est & valeurs dans [0, 1[, de
sorte que 'on peut définir la suite ¢, := —log(s,) > 0, qui vérifie la récurrence linéaire de
type Fibonacci : t,,11 = t,+t,-1. L’équation caractéristique X2-X-1 =0 de cette récurrence
linéaire (& coefficients constants) a pour solutions le nombre d’or ¢ et ¢’ := 1_7\/5 €] -1,0[.
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On sait alors, par la propriété des suites récurrentes linéaires, qu’il existe deux constantes
k et k' tels que t, = k¢™ + k'¢'™, pour tout n. Or, ¢ > 1 et -1 < ¢’ < 0, ce qui implique
tn ~ k¢™. Comme (t,) est une suite positive croissante et qu’elle est équivalente a k¢", on
a automatiquement k > 0, et ¢, > k¢™ — |k'|, par I'inégalité triangulaire. Ceci implique

Sp = e_t" < e|k’|e_k¢n = e‘k"(e_k)(bn,

. / -
ce qui permet de conclure, en posant K := el et q:=e7F.

2. Il s’agit d’un calcul direct que I’on peut attaquer en toute insouciance car les dénominateurs
sont supposés non nuls.

flon, n-1](@ne1 =) = fl2n, 2no1](2n — 2) = f(20)
= (f[xnvxn—lax]($n—1 —-x)+ f[:cn,a:])(mn —x) = f(xp)
= flon, op1, 0] (vp1 — ) (20 — ) + fl2n, 2](TH — ) - (f(xn) - f(x))
= flzn, xn-1, 2] (Xn-1 — ) (2 — ).

3. Ici aussi, il s’agit d’une intégration qui ne posera de probleme & personne. On remarque
tout d’abord

[ 7+ =) dty = () - £(0)) = 0] (10,1
Puis, on calcule :
[)tl f"(xn+t1 (x—:zn)+t2(xn_1—:c)) dig = :Ul;_x(f’(xnﬂl (a:n_l—a:n)—f’(:vn+t1 (x—xn)))

L’intégrale cherchée vaut donc

1

Ipn-1—T

(f[:vn,xn_l] —f[xn,x]) = flzn, Tn-1,x].

4. On note que a et m existent car, par hypotheses, f’ est continue et non nulle en z. De
plus, M existe puisque f” est continue.
Par 'égalité on a f[xn,zn-1] =2 m > 0, et, en particulier, x,,1 est bien défini. Par
légalité prouvée en 3), il vient f[xy,,zn-1,2] <M. Par 2), il vient

M
|Tne1 — 2| < — |z, — 2| |X0o1 — 2.
m

5. Soit donc 0 < ¢ < min{a, §7}. Alors, par une récurrence directe qui utilise la question
précédente, on voit que si |xg—z| < €, et |x1 — x| < g, alors x,, est bien définie et vérifie
|zn — x| <e.

Posons 7y, = % |z, — x|, de sorte que l'on & ry41 < 771 et ro, 71 € [0, 1[. Sion pose sq =g
et s1 :=r1, alors, on voit par récurrence que la suite (s, ) de 1), vérifie s, > r,. Le résultat
attendu en découle.

Remarque L’idée derriére cette méthode, c¢’est de partir de deux points My = (xo, f(xo)) et

My = (21, f(x1)) sur la courbe d’équation y = f(x) et de regarder l’abscisse xo de l'intersection

de la droite (MgM;y) avec l’axe (Oxz). On trouve donc bien xo = x1 — f{x(f;)o] On continue avec

les deux points My et Mg := (9, f(x2)), et ainsi de suite.
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x

I I I
/ Tn+l In Tn-1

FIGURE 10.2 — Méthode de la sécante

Remarque La méthode des sécantes peut étre vue comme une variante discréte de la méthode

de Newton. Elle s’aveére utile lorsque la dérivée de la fonction est d’une utilisation malcommode.

Rappelons que la méthode de Newton consiste a partir d’un seul point Mg = (zo, f(x0)) sur la

courbe d’équation y = f(x), et de regarder l’abscisse x1 de l'intersection de la tangente en My a
f(zo)

la courbe avec l'axe (Ox). On trouve alors xy = xp — F(wo)” C’est alors la forme intégrale de la
formule de Taylor

F@) = f@) + (@=a)f @)+ [ @@= ar

qui vient donner une estimation de la convergence en Ka?". Cela signifie que ce que l’on gagne,
dans la méthode des sécantes, en ne calculant pas de dérivée, on le perd en remplacant 2 (la
convergence quadratique) par ¢ ~ 1,618 (une convergence en or!). On peut se laisser tenter! En
tout cas, c’est un exercice qui peut tres bien s’adapter a une petite programmation toute simple :
prendre par exemple f(x) = 2% — 2 avec ko = 1 pour la méthode de Newton, et comparer avec
f(z) =22 -2 avec xg = 1, x1 = 2 pour la méthode des sécantes.

Exercice 69 (Différences divisées : approche duale)

Cet exercice est la pour faire le point sur les différences divisées rencontrées dans la méthode
des sécantes. L’idée est ici de voir une version discrete de la formule de Taylor polynomiale, &
I’aide de la dualité.

On considere une suite finie x := (z1,22,...,2y1) dans R™ . ol les z; sont deux & deux

distincts. Soit e;(z), 1 <i <n+ 1, les éléments de 'espace E := R,,[X] des polynémes de degré
inférieur a n, définis par

61(1‘) =1, e; = (X—:El)(X—l‘g)"'(X—LEi_l), pour 2<2<n+ 1.

1. Soit (e;(x)*)1<icn+1 la base duale de (e;(x))1<icn+1. Montrer que eq(x)* est I'évaluation
en rq.

2. Pour tout k, 1 < k < n, soit z(F) la suite z = (1, ., Ths1, Thy- - - Tn+1), OU 'on a in-
terverti zj et zx.1. Donner la matrice de passage de la base (e;())1<i<ns1 vers la base
(ei(I(k))]_gign_'_]_, et en déduire la formule de récurrence

ew(@®)* — ex(@)"

LT+l = Tk

ek+1("17)* =
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3. Soit P un polynéme de E. Calculer e (x)*(P) pour k = 1,2, 3, et montrer que eg(x)*(P)
ne dépend que de z1,x3,..., 2. On les appelle différences diviséesﬂ, et on pose

Plz1,...,zx] = ex(2)" (P).
4. Montrer les égalités suivantes :

P= Z P[l'lw e a ,ZL‘k]ek(Jf),
k=1

1 rty th
P[ml,...,xk+1] =A A ‘/0‘ P(k)(ic'l +t1(3§'2—.’1§'1)+t2($3—$2)+---+tk(xk+1—$k))dtk dtk_l“-dtl).
Remarque Pour ceuxr qui aimeraient une formule plus globale pour les différences divisées,

on signale que l’on peut montrer par récurrence, en inversant le systéme donné par P(z;) =
Yioi Plaa, ..., xkler(xy), la formule suivante :

P(z;)
)
1<i<k,i¢j($j -z;)

k
Plz1,..., 2] =

Soluce
1. En évaluant la formule P = ¥ e;(2)*(P)e;(z) en z1, on obtient P(z1) = e1(z)*(P), ce
qui prouve le résultat.

2. On a par définition, e;(z)) = ¢;(x), pour tout i  k + 1, et

et (z)) = (X = 21) (X = 21 /(X = 2pa1) = (X = 20) (X = 21 ) (X = 2 + (2h — Tr1))

=ep+1(x) + (2 — Tp41)er ().

On vérifie (au passage) que la formule est encore valable pour k£ = 1. La matrice de passage
entre les deux bases est donc P := I, 41+ (25 —2k+1)Eg g1, olt les E; 5, 1 <4, j < n+1 désignent
les matrices élémentaires. Il en découle, par un résultat classique, que la matrice de passage
de la base (e;(x)*)1<i<n+1 vers la base (ei(x(k))*)lgigml est ‘P71 =T,1 - (o —Thi1) Epit k-
On en déduit

er(2™)* = ep(2)* = (2 - Tpa1)ep1 (2),
ex(2®))*—ep (2)*

Tht1—Tp)

3. On a donc déja trouvé ej(z)*(P) = P(z1). On obtient donc

et donc ey q1(z)* =

P(z3)-P(z1) _ P(z2)-P(z1)
P(z -P(z * r3—-T - To—T
( 2) ( 1),63(:B) (P)z 3—%1 2-T1
To — X1 T3 — T2

ez(x)"(P) =

Par récurrence, on voit que ex(z)*(P) ne dépend que de x1,x9,...,x, ce qui justifie la
terminologie.

4. On montre I’égalité par récurrence :
Initialisation : pour k =1, on a bien

fol P’(:zl +t1(wo — 931)) dty) = ! . [P(azl +t1 (g — a:l))](l) =P[z1,x2]

o —
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Hérédité : On suppose ’égalité vraie pour k-1 et notons I le membre de droite de 1’égalité
a prouver. Il vient alors :

1 t1 tr
Ik:_[o A /O P(k)(:l/‘l +t1($2—$1)+t2(1'3—l'2)+-~+tk($k+1—l‘k))dtk dtk_1~~~dt1

1 1rt1 ptr-1 _
:m /0:/0‘/0 [P(k 1)(x1+t1(x2—x1)+t2(a:3—x2)+---+tk(a:k+1 —xk))]gkfldtk,lmdtl
+

1
= —(P[l‘hl?a s ,I’k_1,$k+1] - P[ﬂfl,l’Q, s 7$k—1axk:|)
T+l — Tk

Compte tenu de la question précédente, on obtient bien Ij, = P[x1,zo,. .., Xk, Tgy1]-

Exercice 70 (Méthode de quasi-Newton pour inverser une matrice)
Soit A € GL,,(C) une matrice inversible et a € C. On définit la suite (X,,) de la facon suivante :

Xo = alA, X1 = 2%, — AXZ

On veut montrer que (X,,) tend vers A~! pour certaines valeurs de a & déterminer.

1. On considere la suite Uy, :=I,, — AX,,,. Calculer Uy et montrer la relation de récurrence
2
Um+1 = Um

2. Soit Ny la norme subordonnée & la norme quadratique sur .#,(C). Montrer, en utili-
sant No, que U,, tend vers la matrice nulle, pour a € ]0, m], puis, conclure.

On rappelle, voir [Algébrie, p. 33], que si S est une matrice symétrique, alors No(S) est
max{|A|, \ € SpecS}.

Soluce
1. On trouve Ug = I, - AXy = I,, — aS, avec S := A*A. De plus, en remarquant que X,,41 =
X (I, + Uyy), on obtient :

U’m+1 = In - AXm+1 = In - AXm(In + Um)
=1, - AX,, - AX,,U,, = U, - AX,,, Uy, = Uy (I, — AX,) = U2

2. Comme Uj est symétrique, la relation de récurrence implique que U, est symétrique pour
tout m. Or, Ny est une norme subordonnée, donc (sous-)multiplicative. Si ’on choisit a tel
que No(Up) < 1, alors No(U,,) < No(Ug)?™, et on aura donc lim,, U,, = 0 et, par continuité
de la fonction U+ A~L(I,, + U), lim,, X, = lim,, A=}, + Up,) = AL
De plus, S = YAA, avec A inversible. Elle est donc, non seulement symétrique, mais définie
postitive car congruente a l'identité. La matrice S est donc diagonalisable a spectre dans
R**. On peut ordonner ses valeurs propres A1 = Ao > --- 2 A, > 0.

La matrice Ug = I, — aS est encore symétrique et, si 'on prend a > 0, ses valeurs propres
ordonnées sont

l-aX < <1-aly--<1-al\,.
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Conclusion, si 'on choisit a de sorte que —1 < 1-aX; < 1-a), <1, le rayon spectral de Uy
vérifiera bien 'inégalité voulue. On voit qu’il suffit de prendre a dans ]0, /\%[

Or, tr(AfA) = Ay + -+ A\, > A1. Donc, prendre a dans ]0
voulue.

2
V(AT A)] donne la convergence

Remarque (Calculabilité) On peut prendre a = tr(A'A), qui, au passage, est aussi la norme
quadratique, au carré, de la matrice A. On aurait pu prendre un nombre proche (mais en dessous)
de A\, mais celui-ci est beaucoup plus difficile a calculer. A ce propos, expliquons le terme
< méthode de quasi-Newton >.

Si a est non nul et que l’on veut avoir une suite qui tend vers a™', on pense alors a chercher
le zéro de la fonction f(x) = ax—1. Cela nous améne d une méthode de Newton, et on se retrouve
avec une suite définie par récurrence par Tp. = &, — 2=t Ceci est évidemment ridicule puisque
la récurrence elle-méme nous exige de trouver l’inverse de a. L’idée est donc de remplacer %
par Tn, qui lui est proche. La nouvelle récurrence donne alors xp.1 = x, — (axy — 1)xy,, c’est-a-
dire : Tpi1 = 2Ty — ax%.

Dans le méme ordre d’idée, on peut calculer (si elle existe) la racine n-iéme d’une matrice
inwversible A avec une récurrence de type X1 = mT”Xm— %A‘lXﬁfl. On trouve ce genre d’algo-
rithme en modifiant une méthode de Newton afin d’éviter de calculer trop de divisions a chaque
itération.

Remarque (Complexité) Et Gauss dans tout ¢a ¢ Un produit de matrices de taille n fait faire
tout de méme de Uordre de 2n® calculs. Donc, pour atteindre une approzimation raisonnable, il
faudra aller au moins jusqu’a Xy, soit environ 16n° calculs, ce qui est moins bon que la méthode
de pivot (de Uordre de %n?’). Mais, ce qui est rassurant ici, c’est que l'on ne fait pratiquement
aucune division dans cet algorithme, a part pour le calcul de Xg.

10.2 Méthode des puissances

Exercice 71 (Méthode des puissances dans le cas symétrique)
On se donne une matrice symétrique réelle S de .#,(R). On va supposer que les valeurs
propres \;, 1 <¢<n, de S, vérifient

M| > |A2] = 2 [An].

Soit (e;)1<i<n une base orthonormée, ou e; est vecteur propre de S dans R”, pour la valeur
propre A;. On veut construire un algorithme permettant de trouver e; (au signe prés) et Aj.
Soit xp = Y.iv mie; € R™. On suppose la coordonnée 7; non nulle. On construit par récurrence
T

The1 = SYk, Yk = ma

ou ||||2 désigne la norme quadratique canonique de R™.

1. Montrer que, pour tout k, les suites sont bien définies, et que (yox) converge soit vers eq,
soit vers —ej.

2. Soit ¢ une forme linéaire sur R" qui ne s’annule pas sur e;. Montrer que % est définie
a partir d’un certain rang, et tend vers Aj.
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Soluce
1. Soit sgn(A1) = +1 le signe de A;. Comme A; # 0, on a pour commencer :

. Soit ¢ une forme linéaire sur R qui ne s’annule pas sur e;. Montrer que

Lini(3E)e:
I mi(3E el

?1771(%) j

Ty = )\1—
I X mieill2

y1 =sgn(Ar)

Montrons par récurrence sur k > 0 les égalités

ie1 Ui(ﬁ)kei

1772(/\—)k €;
= sgn(A)" '\ ———, yk =sgn(A)" = :\\ :
I m(35)" el [paa 1Uz(ﬁ) eill2

Elles sont vraies pour k£ = 1. Si on les suppose vraies pour k, alors :

n i \F

S an; FAYS S i
Zl—ln (i\l) © :Sgn()\l)k)\ A k )
[pora 1771(A1) eill2 IS mi(5E) eill2

ce qui donne par la suite, apres simplification des dénominateurs

1 = Syg = sgn(M)*

PV A \kt+l
K ie1 77i(,\_1) €i f1 | 2icl Ui(x) &
Yk+1 = Sgn(/\l) A1 1l = Sgn(/\l) " £\ kL
Ml 1S mi(52)" el 1= m(3E)" eill2

On voit alors que les suites sont bien définies, puisque les dénominateurs sont des normes de
vecteurs non nuls (ils ont une coordonnée non nulle en e;). De plus, comme, par hypothese,
|§—;| <1, la limite de yop est sgn(ny)e;.

»(Syak)

est définie
(yak)

a partir d’un certain rang, et tend vers Aj.

L’ensemble des vecteurs u de R™ tels que p(u) # 0 est le complémentaire de ’hyperplan ¢* ;
il s’agit d’un ouvert pour la topologie usuelle des espaces de dimension finie, qui, de plus,
contient +e; par hypotheses. Comme yor tend vers e; ou —ej, ceci implique qu’a partir

d’un certain rang ¢(yor) # 0. La suite proposée est donc bien définie & partir d’un certain

p(Se1) _
w(e1)

rang, et on voit, en utilisant la continuité de ¢ et S, qu’elle tend vers

Remarque On note que 'on a une convergence géométrique (ce qui n’est pas si mal), c’est-a-
dire que la vitesse de convergence est géométrique, en (MafM1)k. Si on note (ef) la base duale
de (e;), alors, linitialisation de l’algorithme dépend de la donnée

— de xo dans le complémentaire de l'hyperplan (e])°, qui est un ouvert dense de R™.
— de ¢ dans le complémentaire de l'hyperplan (e1)*, qui est un ouvert dense du dual de R™.

Cela signifie en gros que l’on peut choisir xo et ¢ un peu n'importe ot et le hasard fera bien les
choses.

Exercice 72 (Méthode de d¢flation)
Ceci est une suite de I’exercice |71} et on en garde les notations. On cherche ici un algorithme

permettant de trouver tous les vecteurs propres et toutes les valeurs propres d’une matrice
symétrique S vérifiant désormais

[A1] > [A2| > > [An] > 0.
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1. Exprimer la condition [A1] > [A2| > 0 sur les coefficients de la matrice S = (¢ %) pour n = 2.

Pour tout k de 1 & n—1, on pose T(k) =S—A1(e1ter) =+~ Ap(ex ber ). Montrer que T(k)
est une matrice symétrique, que (e;) est une base de vecteurs propres, et que les valeurs
propres ordonnées sont Apyq1 > -+ > Ay, et la valeur propre 0, avec multiplicité mg = k.

On suppose que (S,,) est une suite de matrices symétriques qui converge vers S.

(a) Soit A1, la plus grande valeur propre de S,,, en valeur absolue. Montrer que la suite
(A1,m)m converge vers Aj.

(b) On choisit, pour tout m, un vecteur propre normé e; j pour la valeur propre Ay j
de S,,. Montrer que la suite de matrices (€j.m te1.m)m tend vers e fe;.
q b b

. En déduire un algorithme de calcul pour la k-ieme valeur propre A\x de S, et un vecteur

propre normé associé.

Soluce

1.

3.

A partir du moment ou l'on a ordonné les valeurs absolues des valeurs propres de S, la
condition |[A1| > [A2| > 0 est équivalente & la condition A} # A3 avec \; # 0. Le polynome
caractéristique Pg de S est X2 —tX +d, avec t = a + ¢ et d = ac - b*. La seconde condition
demande d # 0. Pour la premiere, soit Qg le polynéme unitaire de degré 2 ayant pour
racines \? et \3. Pour trouver les coefficients de Qg, c’est le moment d’utiliser les relations
coefficients racines :

M2 = (A +X)2 =200 =12 —2d, N2X3 = d2.

Donc, Qg = X? - (12 - 2d)X + d?, et il possede deux racines distinctes si et seulement si son
discriminant est non nul, c’est-a-dire t2(¢2 ~4d?) # 0. On veut donc au final dt(t> -4d?) 40,
ce qui définit une condition ouverte : 'assignation S ~ (ac— bQ)(aJrc)((a— c)? +462) définit
une application continue de .#5(R) dans R, et le domaine considéré est I'image réciproque
de R**.

. Notons tout d’abord que si u est un vecteur (colonne) de R™, alors la matrice u'u est

une matrice carrée de taille n, qui de plus, est symétrique. Il en résulte que T(k) est
une matrice symétrique. De plus, comme (e;)1<i<n forme une base orthonormée, on a
teiej = 0;5, le symbole de Kroenecker. Par associativité de la multiplication matricielle, il
vient (e;’e;)e; = d;;e;. Comme Se; = Ajej, on trouve

] 0 sil<j<k
T(k)ej_{ Ajej  si (k+1)<j<n

On conclut 'assertion demandée.

(a) Soit Ny la norme matricielle subordonnée a la norme quadratique de R"™. On sait,
voir [Algébrie, exercice I-5.6], que Na(S) = |A\1|. Par continuité de la norme, No(S,,)
tend vers Na(S). Donc, la suite |\1 ,,,| converge (ce qui n’était pas si évident que ¢a),
et tend vers |\].

Montrons que la suite (A1) converge, et qu’elle converge vers A. On sait, d’apres
ce qui précede, que la suite est bornée; il suffit donc de montrer que toute sous-
suite convergente tend vers Aj. Soit donc (A1 m,), une sous-suite qui converge vers
un réel p. On voit donc tout de suite que |u| = [A1]. On sait de plus, voir [Algébrie,
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exercice I-5.2], que la suite des polynomes caractéristiques Pg  tend vers Pg, donc
Ps,.,(A1,m, ), qui est une suite nulle, tend vers Pg(x). Ceci implique que p est une
racine de Pg. Or, par hypotheses, la seule racine de Pg de valeur absolue A1 est Aj.
Donc, p = A1.

(b) Comme ey, est normé, la suite (e1,)m est dans un compact de R". Si I'on montre
que toute sous-suite convergente tend vers e; ou —ej, alors, on aura montré que la
suite de matrices (e, "e1,m)m tend bien vers eq fe;.

Soit (e1,m,)p une sous-suite qui converge vers un vecteur f de R", forcément de
norme égale a 1. Alors, I'égalité S, €1,m, = A1,m,€1,m,, valable pour tout p, implique
Sf=Af, d’apres la question précédente. Conclusion, f =e; ou —ey.

4. On calcule d’abord une valeur approchée A1 de A1, et un vecteur €; proche de e; avec
lalgorithme de l’exercice On calcule ensuite la matrice symétrique S(1) := S—A1é; *(&;).
On calcule, encore avec ce méme algorithme, une approximation de la plus grande valeur
propre (en valeur absolue) de S(1), que on note \o. D’aprés la question qui précede, Ao
peut se rappocher autant que 1’on veut de la plus grande valeur propre (en valeur absolue)
de T(1), c’est-a-dire, de Ao, par la question 2. De méme, on trouve une approche de
vecteur propre €2 d’un vecteur normé associé a la valeur propre Ay de S. On calcule ensuite
S(2) :=S - A1&1(&1) — Moo " (&2), et ainsi de suite.

Remarque Pour le cas n =2, on a vu que la condition sur la matrice S définissait un ouvert
de Sy. En fait, la condition est ouverte en général. Plus précisément, la condition |A1| > [Ag| >
o> [An| > 0 est équivalente a la condition A\¥ > A3 > - > A2 > 0. Or, si Pg est le polynéme
caractéristique de S et Qg le polynome ayant pour racines les carrés des racines de Qg (qui
s’écrit avec les coefficients de Pg), alors la condition s’exprime par < Qg n’a que des racines
simples non nulles ». La simplicité des racines se dit avec un discriminant : Disc(Qg) # 0 (il
s’agit du résultant de Qg et Qg). Cela peut convaincre que la condition voulue définit bien un
ouvert, comme dans la question 1).

Remarque Ce qui rend cette méthode nécessaire, c’est que l’on sait en théorie que S posséde n
valeurs propres, mais leur calcul est ardu car la recherche des racines d’un polynome de degré n
n'est pas chose facile. De plus, méme si l'on sait trouver (par exemple avec la méthode QR)
les racines \;, on n'aura qu’une approrimation des racines. Et, du coup, lorsque l'on fera un
systeme pour calculer les vecteurs propres, le déterminant de ce systeme sera une approximation
de 0, mais pas 0. On ne pourra pas trouver de vecteurs propres (i.e. non nuls).

10.3 Polynémes orthogonaux

Exercice 73 (Méthode de quadrature de Gauss pour ’intégration de polynoémes)
Soit n un entier, n > 0. On munit 'espace R,,[X] des polynomes de degré inférieur & n du
produit scalaire :

()= [ PQar

Soit (Pg)o<k<n la base orthonormée de R, [X] obtenue & 1’aide du procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt & partir de la base (1,X,...,X").
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1. Montrer que le polynéme P,, possede n racines distinctes dans ]0, 1[.
On pourra introduire l’ensemble ® des racines o de Py, de multiplicité impaire, et telles
que a € 10, 1[. On étudiera ensuite le produit scalaire (P, Ry,) avec Ry = [Tpeo (X — @),
avec la convention que R, vaut 1 si ® est vide.

2. Soit {aj,1 < ¢ < n} 'ensemble des racines de P, et L;, 1 < i < n, les polynémes in-
terpolateurs de Lagrange associés aux «;. On pose \; := [01 L; dt pour tout ¢. Montrer
I’égalité

1 n
fo Pdt = 3 AP(ay),
i=1

pour tout P dans R,,[X], puis, pour tout P dans Ry, _1[X].

3. Montrer que la formule est fausse en degré 2n.

Soluce
1. On décompose P, en P, = a, [T;(X — a;)™Q, ou a, est un réel non nul, ou les «; par-
courent I'ensemble des racines de P,, appartenant & ]0,1[, de multiplicité n;, et ot Q est
un polynoéme ne s’annulant pas sur ]0,1[. Par construction, le polynéme P,R, est un
polynome évidemment non nul, qui, par le théoreme des valeurs intermédiaires, garde un
signe constant sur ]0,1[. Par continuité,

1
(P, Ry) = [O PR, dt

est un scalaire non nul, ce qui implique que R,, ¢ R,,_1[X]. Effectivement, par 1’absurde,
si Ry, € R,,-1[X], Ry, serait orthogonal & P, puisque P} est le sous-espace engendré par
les Py, k de 0 a n—1, c’est-a-dire R,,_1, puisque la construction de Gram-Schmidt implique
que les Py, sont échelonnées.

Or, ® est de cardinal au plus n, puisque P,, est de degré n (ceci est assuré par la méthode
récursive de Gram-Schmidt). Conclusion, R,, est de degré n. Ceci prouve que ® est de
cardinal n. Le polynéme P,, posséde donc n racines de multiplicité impaire dans ]0,1][.
Comme il est de degré n, la multiplicité est forcément égale a 1. D’ou ’assertion.

2. On sait, voir [Algébrie, exercice I-1.2, 2)], que les formes linéaires ev,, constituées des
évaluations en les «;, constituent une baseE] de lespace dual de l'espace R,_1[X].
Soit ¢ la forme linéaire définie sur R,,_;[X] par ¢(P) := fol P dt. Alors, p =¥ ajevy; se
décompose dans la base des ev,,. Il vient donc d’une part

)\z’ = gO(Li) = Z ajeva]. (LZ) = Oy,
7=1

et d’autre part
1 n n
/0 P(t)dt = (P) = 3" Aieva, (P) = 3" AP (ay).
i=1 i=1
Donc, la formule voulue est valable sur R,,_1[X].
De plus, elle reste vraie pour P, car, d’une part, fol P, dt = (P,,1) = (P,,Pg) = 0, par
orthogonalité, et d’autre part, P, («;) = 0 pour tout 4, par construction.

3. On rappelle que la base (anté-)duale est la base des polynoémes interpolateurs de Lagrange.
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Comme P,, est de degré n, la formule reste valable sur R, [X].
Reste a montrer qu’elle reste encore valable sur Ry, _1[X]. Pour cela, on consideére P dans
Rop-1[X], et P = P,,Q, + Ry, sa division euclidienne par P,,. On a, par une considération

de degrés, que Q,, € R,,_1[X]. Il en résulte que fol P,Q, dt = (P,,Q,) = 0. Donc, comme
Rn € Rn—l [X]7

folPdt= foan dt =3 ARu(a)) = 34 (P(ay) - Pala)Qu(ay)) = i A P(ay).
j=i Pt j=1

3. La formule est fausse en degré 2n. En effet, soit P = P2. Alors, le membre de gauche vaut
(P, Py) =1, et le membre de droite vaut 0.

Remarque La méthode de quadrature de Gauss se décline a l’envi. Bien entendu, on peut
remplacer lintervalle [0,1] par un intervalle [a,b] quelconque. Ensuite, on peut remplacer les
polynémes par des fonctions pour obtenir, non plus une égalité, mais une approrimation de
Uintégrale. Enfin, on peut remplacer la forme fabP(t)Q(t)dt par la forme fabP(t)Q(t)w(t)dt,
ot w est une fonction continue (appelée fonction de poidslﬂ) qui ne change pas de signe sur
Uintervalle [a,b].

Exercice 74 (Polynoémes (orthogonaux) de Tchebychev et décomposition de Cholesky)
On commence par rappeler certaines propriétés des polynomes de Tchebychev de premiere
espece. On définit par récurrence le polynéme P, n > 0, par

Tne1(X) = 2XTy(X) - Tp-1(X), To=1, T1 =X

1. Montrer que T,, est un polynéme de degré n, de coefficient dominant 2"~!, pour n > 1.
et tel que Ty, (cos(t)) = cos(nt).

2. On munit espace R,[X] des polynomes sur R de degré inférieur a n de la forme

! P(t)Q(t)
V1-t2

Montrer que ’on définit bien un produit scalaire sur R,,[X].

<P7 Q> =

3. On considere la base orthonormée (To,Tl, .. .,Tn) construite par le procédé de Gram-
Schmidt, & partir de la base canonique (1,X,X2,...,X"). Montrer que I’on a, pour tout k :

fTo si k=0
\/7Tk silg

Soluce
1. Par une récurrence que 1’on peut passer sous silence, T}, est bien un polynéme de degré n, de
coefficient dominant 2"~ pour n > 1. Montrons par récurrence sur n > 0, que T, (cos(t)) =
cos(nt).

La propriété est vraie pour n =0 et n = 1. Supposons la vraie jusqu’a 'ordre n. Alors,

4. Le boulet, mais strictement positif!
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Ths1 = 2cos(t)Tp(cos(t)) - Tno1(cos(t)) = 2 cos(t) cos(nt) — cos((n - 1)t)
_ 2cos(t +nt) + cos(t —nt)
2

—cos((n-1)t) = cos((n +1)t).

2. Dans l'intégrale qui calcule (P,Q), la fonction f(¢) := % que 'on integre n’est pas
définie en ses bornes. Regardons ce qui se passe en 1, I’étude en —1 étant analogue.

Si P(1) ou Q(1) est nul, on peut la prolonger par continuité en 1 par f(0) = 0. Sinon, elle
P(l)Q(l)
\/_(1 )
De plus, si P = Q est non nul, f étant continue, positive, et non nulle sur |-1, 1, on déduit
(P,P) > 0. La forme étant clairement bilinéaire, c’est un produit scalaire.

est équivalente en 17 & . On en déduit que l'intégrale converge.

3. On munit l'espace R,,[X] des polynomes sur R de degré inférieur a n de la forme euclidienne

LP()Q(t
(b= [ OO,
V1-t2
On considére la base orthonormée (To,Tl, .. .,Tn) construite par le procédé de Gram-

Schmidt, & partir de la base canonique (1,X, X2, ..., X"). Montrer que I’on a, pour tout k :

sik=0

\/7T1 sik=1
\/;Tk si2<kgn

On calcule dans un premier temps le produit scalaire (Tg, Ty, ). A Taide du changement de
variables ¢ = cos(#), il vient :

! Tk(t)Tm(t)

A S

- fo Tk(cos(e))Tm(cos(Q)) in(0) 6
m 1 - cos?(0)
[ cos(kB) cos(mb) | [T
_/0 e de_fo cos(kf) cos(mB)

- % fow(cos((k: +m)@) +cos((k —m)8)) dd
Si k # m, alors

(T, Th) = )[sin((k+m)9)]g+

—mim SLsin((k - m)0)]; =0

1
2(k-m
Si k =m, alors
m si k=0,

5 sil<k<n.

(T, Ty) = % fow(cos(%ﬁ) +1)df = {

10.4 Approximation d’intégrales, erreurs
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Cadre
On fixe un segment [a,b] de R non réduit & un point et une fonction continue f : [a,b] - R.
On cherche a calculer une valeur approchée de 'intégrale

I- fa " (o)t

Lorsque f est de classe € pour un entier p, on note fi, = supp, ] ‘ f (p)‘. Lorsque n est un entier
naturel non nul, on pose :
b-a

Vke{0,...,n}, xlgn):a+—k.
n

On remarque au passage que l'on a :

Vke{0,...,n—-1}, x,(ﬁ)l—xl(gn) = b—_a'
n

(n)

Lorsque n est fixé sans ambiguité, on remplace x; ~ par j.

Exercice 75 (erreur dans la méthode des rectangles)
On pose, pour n entier naturel non nul :

b—and b-a &
R® = — Y f(zx) et RID=—3 f(a).
L ;) L=

1. Interpréter.

2. On suppose que f est de classe €. Démontrer que pour tout entier n,

|I—R(g)’<—”1(b_a)2 ot |I—R(d)|<—”1(b_a)2.
" 2n " 2n

3. On suppose que f est de classe 2. Démontrer que

I=R(g)+f(b)_f(a) X b—a+0(i) et I=R(d)+f(a)_f(b) X b—a+0(i).
" 2 n n2 " 2 n n2

4. Application numérique : f(z)=1/(1+z) pour z € [0, 1].

Soluce

1. Pour la méthode des rectangles « a gauche > (resp. « a droite ») qui donne lieu a la
suite (Rﬁﬁ))neN (resp. (Rgd))neN), on fait comme si la fonction f était constante, égale
a f(xg) (vesp. f(xgs1)) sur chaque [xg,zk+1]. La méthode est exacte pour les fonctions
constantes (R%g) -1=R{¥ pour tout n).
Les deux méthodes donnent lieu a des sommes de Riemann : d’apres la construction de
Iintégrale, on sait que les deux suites convergent vers I. On va voir que la convergence est
<en 1/n ».
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2. Soit k €{0,...,n—1}. Par I'inégalité des accroissements finis, on a :
Va e [ag, aral, |f(@) = f(or)| < p - ap),
puis on integre :
Th+1 Th+1
L7 @ @ -t @o| = | [ (@) - pa)aal
Tk

T
Th+ _ 2 b- 2
< f " (2 - ap)da = (@ — )" _ 2a) :

Pour n quelconque, on applique 'inégalité précédente a chaque [k, Tx41], puis I'inégalité
triangulaire : on trouve n termes d’erreur u1(b - a)?/n?

n-1 Th+1 b-a)?
‘I‘szg)| <Y [ J(@)dt = (zp1 —a) f(21)| < M1(2—)
k=0 1%k n
3. Fixons k € {0,...,n—1} et © € [z}, zr41]. D’apres le théoreme de Taylor-Lagrange a

Pordre 2, il existe ¢, € |xg, [ tel que

(2 —2)?
f(@) = f(ar) = (x—ap) f(z) = Tf”(ck)y
d'oit :
@) F@) - (=) P )| « C=20

En intégrant sur [z, zr.1], qui est de largeur (b - a)/n, cela donne :

JRRECIE L) o] < () e

En sommant sur k&, il vient :

baba”1

> )| <

n k0

3
I- R(g) (b a)

On reconnait la méthode des rectangles pour la fonction f’. Or on vient de prouver que

b-— anl

5 = [ 1@ o(1) = (10 - S) + 0 1)

d’ou enfin : .
(g) il
[-R® . ¢ (f(b) f(a))+0(n2).
On montrerait de méme que

=R -2 50 (@) +0( ).

4. Appliquons cela a la fonction f:[0,1] > R, 2z~ 1/(1 +z). Pour n fixé, on a :

R(g)_”fl 1 _"f L o r0-y !
" _k:on 1+%_i:0n+k k1n+k

L’exemple est classique pour illustrer les sommes de Riemann : cette suite converge vers
In(2). On a py = 1, donc la majoration de la questiondonne mieux : |R7(1g) -In2|<1/(2n).

1
Par la question on a plus précisément : (R,(lg) -In2)~ i et (Rfld) -In2)~—
n
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Exercice 76 (erreur dans la méthode des trapézes)
On reprend la notation, pour n entier naturel non nul :

(&) R 4 _ a
7 - B ;Rn - (()+Zf( )+ (b))

1. Interpréter.

2. On suppose que f est de classe 2. Calculer, & 1’aide de deux intégrations par parties,
Th+1 ”
f (z —z)(xps1 — ) f (z)d.
g

3. On suppose que f est de classe €2 et que f” est majorée par jp. Démontrer que

M2(b—a)3_

I1-T,|<
| a 12n2

4. On suppose que f est de classe €2. A Taide de la formule de la moyenne, démontrer que

, (b-a)?
122

()~ 1'(@)) + o 5)

5. Application numérique : f(z) =1/(1+z) pour x € [0, 1].

Remarque Le miracle apparent de la question [ sera expliqué a la fin de lexercice[79

Soluce
1. Par construction, T,, est la moyenne (Rﬁg) + R,(@d)) /2 pour tout indice n. On voit donc que
T,, est la somme des aires des trapeézes indiqués sur la figure [10.3

A \
\
\
Y
N,

Tk Lr+1
FIGURE 10.3 — Méthode des trapézes

Cette remarque montre d’autre part que la suite (T,) tend vers 'intégrale I. Plus préci-
sément, d’apres la question I 3| de I’exercice on a, pour f de classe €2, la majoration
suivante que les questions suivantes permettent d’améliorer :

(b-a)’

=T <25
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Heuristiquement, pour la méthode des trapeézes, qui donne lieu & la suite (T},)nen, on fait
comme si la fonction f était affine sur chaque [z, k41 ]. La méthode est donc exacte pour
les fonctions affines : si f est affine, T, =1 pour tout n.

2. Soit k€{0,...,n—=1}. On a, en notant cx = (Tx + Tx41)/2 €t J](gn) Pexpression a évaluer :

n Th+l "
31 = [ = o) pen - ) (@)
Tk
Thil Th+1 ,
= [(z —ap) (zpar - 2) ()] - _/ (=27 + mp + 2p31) f (2)d2
T
=2 /zkﬂ(:ﬂ —cp)f (z)dx
Tk
Thil Th+1
=2[<x—ck>f<a:>];; 2 [ f(ayd
x Tk+1
:2( k+1 — (f($k+1)+f($k)) f f(x)dx).
x
En sommant, on obtient I’expression suivante de l'erreur :
n—1 (n) n—-1 ZTpi1
AT, -T) =S I =3 / (2 - 21) (z3s1 — 2) £ (2)da.
k=0 k=0 7Tk

3. On en déduit brutalement, par I'inégalité triangulaire et en majorant |f”| par us :

1nl
-Taly 5 [ o) - D ds

n-1 2 Thk+1 Ths _ 2
<&Z [M(m_m)] i e (o —mg)®
2 2 o I 2
RS Y (@pe1 - 2k)? _ pa(b- a)®
T2 4 6 12n2

4. On repart de ’égalité :
1 n 1 "
/ f(x) (x—2p) (s — x)de.

Fixons k € {0,...,n—1}. La fonction f” étant supposée continue et le polynome gy : x
(z — z) (k41 — ) étant de signe constant sur [xg,zr4+1], la formule de la moyenne donne
lexistence de dj, € Jxg, xg41] tel que

j;zkﬂ (v —2p) (Tpe1 — x)f”(x) dz = f”(dk) /x:kﬂ(a? —xp) (g1 —x)de

k

N3
:f//(dk)(xk+16 ry) '

Il vient en sommant sur & :

a anl
(b-a)® b- S F(dy),

T,-1=
12n? n 2

expression ol 1’on reconnait une somme de Riemann pour f” qui converge vers l'intégrale
de [, c’est-a-dire vers f'(b) - f'(a). Finalement :

I-T,+ (li2 a2) (f '(b)—f’(a)) :0(%).
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5. Pour z € [0,1], soit f(z)=1/(1+z), dot f'(z) =-1/(1+z)? et f(x) = 2/(1+z)3, ce qui
permet de prendre ps = 2. On a pour tout n :

1(1 = 1 1 n-loq
Tp=—|z+> IS B -.
2 i:11+l 4 4n

n

1 1
On peut donc annoncer fierement : |T,, —In2| < — et mieux : (T), -In2) ~ ot
6n? n

Exercice 77 (erreur dans la méthode du point-milieu)
On pose, pour n entier naturel non nul :

Tk + Tt
Mn = Z f
" k=0 ( 2 )
1. Interpréter.
2. On suppose que f est de classe €'. Démontrer que pour tout entier n,
2
1 b-a
L= M| < %
3. On suppose que f est de classe €2. Démontrer que pour tout entier 7,
pa(b = a)®
I-M,| < ———.
| nl 24 n?
4. On suppose que f est de classe €. Démontrer que
(b-a)? 1
M, =12 (f'(b) - f'(a)) + O( ).

5. Application numérique : f(x) =1/(1+z) pour x € [0,1].

Soluce

1. Au lieu de faire la moyenne des valeurs aux bords x et xx,1 de Iintervalle, comme dans
la méthode des trapeézes, on prend la valeur & la moyenne des bords, ¢; = (z + Tg41)/2.
La méthode qui en résulte est exacte pour les constantes : si f est constante, I = T,,. Le
petit miracle, c’est qu’elle est exacte pour les fonctions affines : si f est affine, M,, =
pour tout n. La raison en est simple : comme l'intervalle est symétrique par rapport a
son milieu (eh!), toutes les fonctions affines qui ont la méme valeur en ¢, ont la méme
intégrale sur [x,xk.1]. Graphiquement, 1’égalité des aires des triangles gris foncé de la
figure (au centre) montre que le rectangle et le trapéze (a gauche et a droite) ont
la méme aire; algébriquement, toute fonction affine est somme d’une constante et de la
fonction x — x—cg, dont l'intégrale sur [x, k1] est nulle : ((xk—ck)2—(xk+1—ck)2)/2 =0.
Heuristiquement, cela nous indique pourquoi la méthode est meilleure que prévu : tout
se passe comme si on remplagait la courbe de la fonction par sa tangente au point-milieu
(¢k, f(cx)), qui a pour équation y = f(cx) — (x—cg) f'(ck). La remarque précédente s’écrit :

(- a)f (@) = [ (F() - (- ) f () do.

k+1
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fler) 1 fler) 1

L Ck  Tk+l L Ck  Tk+1 L Ck  Thk+1

FIGURE 10.4 — La méthode du point-milieu est en 1/n?

2. Fixons k € {0,...,n - 1}. On commence par majorer 'erreur commise sur l'intervalle
[k, Tr+1]. Dapres inégalité des accroissements finis, on a pour x € [x, Tg41]

|f(2) = f(cr)| € pal = e

En intégrant sur [z, z.1], cela donne :

Th+1 Tht1 b-a 2
[ 5= aseo| <m [ e ede = U9
Tk Tk n
En sommant sur &, on trouve :
b-a)?
|I - Mn| S ( ) .
4n
3. Fixons k € {0,...,n - 1}. On commence par majorer lerreur commise sur l'intervalle

[k, k11 ]- D’apres 'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 2, on a pour x € [z, Tg1] :
I K2 2
() = f(er) = (@ =) [ ()] < 5 (@ -a)”

En intégrant sur [k, k1], vu que fxi’“”(x —cx) f'(cx)dx =0, cela donne :

Tht _ )3
ng kl(a:—ck)2dx:(b @) .
2 Tp n

/xm J = (xpe1 — ) f(cr)

Tk

En sommant sur &, on trouve :
(b-a)®

I-M,|< —2.
| a 24 n2

4. Fixons k € {0,...,n — 1}. Par 1’égalité de Taylor-Lagrange & l'ordre 3, on a avec us =
supp, 1 [ f )] :

u3
<

3
— | —C .
6| |

)= 1) - @) - e o)

En intégrant sur [z, zk4+1], cela donne :

f”(ck)

24 (l'k+1 - ﬂfk)g

Thy = 4
slﬁf 1|$_ck|3dx:M‘
Tk

‘fz;k“f_f(c’“)(xk“_“)_ 6 480
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En sommant sur &, on obtient :

(b- a)2 (b a)
24n?

Ms(b— a)*
48n3 7

1

‘I—Mn—

ou l'on reconnait sans plus guere de surprise la suite (M,,) pour la fonction f”, qui converge
en O(1/n) d’apres la question [2]:

(b a) Zf// k) = f f (x)dx+0( ):f,(b)_f,(a)+o(%)7

d’ot, en injectant :
(b B a)2 ! / 1
i (0 =1'(@)+ ().

5. Prenons f(x)=1/(1+z) si z €[0,1]. On peut choisir uy = 2.

M, =1-

1 n—1 2n-1 9

M —
" nkz_:lJr%” Z_:Q(n+/c)+1 ,;2k+1
On peut d M, ~In2] < — m2) ~ -
n peu onc annoncer . —1n I —1n ~ = .
P " 242 n 3212

Exercice 78 (retrouver la méthode de Simpson)
1. Soit ¢ = (a+b)/2. Soit E I’espace des fonctions polynomiales de degré au plus 2 sur [a, b].

(a) Soit (Ya,ye, ) € R3. Montrer qu'il existe un unique polynéme P € E tel que
P(a) =ya, P(c) =ye, P(0) = o
(b) Démontrer que pour toute fonction polynomiale P de degré au plus 2, on a :

1

b 1 2 1
— [ P(x)dz = £P(a) + 7P(c) + P (b).

C’est la formule des trois niveauz.
(c) Vérifier que la formule précédente est valable lorsque f est de degré 3.
(d) Rappeler I'heuristique de la méthode de Simpson et retrouver la suite associée.

2. Appliquer la méthode d’accélération de Romberg a la suite (T,,) de la méthode des
trapezes.

3. Par une combinaison linéaire adéquate entre méthode du point médian et méthode des
trapezes, éliminer le terme en 1/n?.

Soluce
1. (a) Pour x € R, I’évaluation ev, : P » P(x) est une forme linéaire sur E. Il en résulte que
I’application
E_>R37 P'—>(P(G),P(C),P(b))
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est linéaire. Or, elle est injective car un polynome de degré au plus 2 ayant 3 racines
distinctes est nécessairement nul. Par égalité des dimensions a la source et au but, il
en résulte qu’elle est bijective.

On peut étre plus explicite en introduisant les polyndémes d’interpolation de Lagrange :

(X-0)(X-¢) (X-a)(X-0) (X-a)(X-¢)
(a-b)(a-c)’ (c-a)(c-b)’ (b-a)(b-c)’

qui ont été choisis pour que Ly (z") = 0,7 pour z,z’ € {a,c,b}. Le polynéme cherché
est alors :

Lo(X) = Le(X) = Ly(X) =

P(X) =Ya La(X) *+Yec LC(X) +Yp Lb(X)'

Remarque Cette question n’a qu’un intérét heuristique, on pourrait s’en passer pour
estimer Uerreur de la méthode de Simpson.

Premiére solution. La formule est évidente pour les fonctions constantes (car 1/6 +
2/3 +1/6 = 1), facile pour la fonction x ~ = et pas tres difficile pour = + 2% (voir
ci-dessous) donc, par linéarité, elle est vraie sur E.

Facile & vérifier... mais pas a retrouver ! Voyons une méthode plus conceptuelle.
Deuziéme solution (< conceptuelle »). On comprend la formule des trois niveaux
comme une expression de la forme linéaire « valeur moyenne »

1 b
VM : E — R, PH»E——]‘P@ﬁm
—a Ja

comme combinaison linéaire de (evg,eve,evy).

On reprend les notations précédentes. On vient de montrer que la famille (ev,, eve, evy)
est libre, donc c¢’est une base du dual de E — c’est la base duale de (L4, L, Lp). Cela
prouve 'existence et 1'unicité de (a,7, ), coefficients de la forme linéaire VM dans
cette base. On a de plus une expression pour les coefficients :

VM(La) = aeVa(La) + 'YQVC(La) + Bevb(La) = Q, VM(LC) =7 VM(Lb) =B,

qu’il est alors facile mais ennuyeux de calculer.

Troisieme solution (ad hoc). Pour trouver a, v, 8 tels que VM = avev, +yeve +3 evy,
on teste sur la base (1,X,X?) de E :

1 b
[ lde=a+v+3;
b—a a

a+b b2 -a? 1
2 2(b-a) b-a
b¥-a> 1 b a+b)\?
P=X2: ————:———/\2d: 2 (——) b,
3(b-a) b-aJa rar=aa T Ty +P
On récrit la derniere égalité sous la forme
2 2

M=(a+z) a2+zab+<1+6) b2

3 4 2 4

En identifiant les cofficients (ce qui n’a aucune raison de marcher a priori), on trouve
une solution, dont on vérifie qu’elle fonctionne; c’est la seule d’apres le début de la
preuve :

P=1: 1=

P=X:

b b
f xdx:aa+7%+ﬁb;

2 1
’7—57 04—5—8-
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(c¢) Pour prouver la formule sur l'espace F des polynomes de degré au plus 3, il suffit de
la prouver pour la fonction Q : 2 — (x - ¢)3, puisque F = E @ Vect(Q). Or elle est
évidente (figure [10.5)) :

1 2 1
—¢)*dz=0= E(a—c)3+ 5(6—6)3 + 6(6—0)3.

FIGURE 10.5 — La méthode de Simpson est en 1/n*

(d) Dans la méthode de Simpson, on fixe un entier non nul n et on reprend la subdivision
(n) _ .(2n)

réguliere définie par les z, ' = x5, ~ (0 < k < n), que l'on subdivise & nouveau avec
(n)
o = B 00 (0 ¢ k< - 1) (figure [10.6).
n n n (n) (n) (rL) n n n
33(() ) C(() ) xi ) Ly Ck Trs1 51 )1 Cgl—)1 2
% % F—----- % % F—----- * % —
2n) (2n 2n 2n 2n (2n) (2n) 2n 2n
x((J Ty . xé ) ék ) ék+)1 Lok+2 2n-2 xgn—)l xén )

FIGURE 10.6 — Subdivisions...

Sur chaque intervalle [ ]gn) ac,(ﬁ)l] (0 <k <n-1), on fait comme si f était un polynome

de degré au plus 2 et on calcule 'intégrale avec la formule des trois niveaux — la largeur
de l'intervalle devient (b—a)/n. Autrement dit, on pose :

_b-aS(L )y, 2 oy, L )
A ICOEC >+gf<xk+1>)

b—a"l(1 oy 2 n n

- z (G7G57) + S8 + 5165

Il

0‘
| a—|
| =

(H@+ )+ 35 1(6822) + 3 5 15|

2. Partant du fait que < la méthode des trapezes est en 1/n? » (exercice , on suppose
que la différence T, — I admet un développement asymptotique de la forme
C 1
Tp-1=— +0(n2)
(on I'a d’ailleurs démontré lorsque f est de classe ¢° dans l'exercice . La méthode

de Romberg consiste a faire intervenir Tog,. Plus précisément, on cherche une combinaison
linéaire de T, et T9, de la forme S,, = aT,, + 5T, telle que :



10.4. APPROXIMATION D’INTEGRALES, ERREURS 179

— d’une part, lim S, =1 (c’est bien le moins!);
n—+o0o

1
— d’autre part, S, -1 = o( ) (pour pouvoir dire qu’on a accéléré la convergence).
n?

La premiere condition impose : a + 3 = 1. Pour la deuxieéme, constatons que :

13n-1:-9—+o(1),

4n2 n?2
et donc :
C C 1 a+’ 1
aT,+B Ty -1=a(T,-1)+8(T,-1) =« EWLB W+O(n2) =C = +O(§)'
On est amené a prendre « + = 0. Ainsi, on est conduit a choisir :
a+ 6 = 17 a = —%
ou
a+l=0, B=3,
ce qui donne :
S = 4T2n _Tn
n 3 .

Il se trouve que « c’est » la méthode de Simpson.

3. Lorsque f est de classe €2, on a, pour n entier non nul :

1 O ) - )+ 0 ).
1

b-a
M= 1= C2 () ) <05,

Par conséquent, il vient :
2M,, + T, 1
T =1+ O(ﬁ)
Il se trouve que 'on retrouve ainsi la formule qui définit S,, = (2M,, + T,,)/3.

Remarque Dans ces deuz derniéres questions, vu que l'on a supprimé le terme en 1/n?,
on s’attend a ce que la méthode donne un terme d’erreur en 1/n. En réalité, on verra que
Uerreur est en 1/n*,

L’exercice suivant propose une méthode uniforme pour majorer ’erreur et méme en donner
un équivalent[ﬂ dans les méthodes des trapezes, du point-milieu et de Simpson.
On reprend la notation, pour n entier naturel non nul :

4Ty, -T,, b-al f(a b 2n1 n 1= n
S, = 2 _ f()+f() Zf( (2)) gz:: ((2))‘

3 n 6 2k+1

Exercice 79 (erreur dans la méthode de Simpson)
1. On suppose que n = 1. Démontrer

5. En général... Il peut arriver que la constante s’annule, on obtient alors un développement asymptotique.
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— que si f est de classe €2, il existe £ € [a, b] tel que

f@)+f0) 1

5 (- a)’ f"(&);

[ sae--a)

— que si f est de classe €2, il existe £ € [a,b] tel que

a+b)

b
[ rwat-e-ayf(%

1
= b= a)’f"(€);
— que si f est de classe €%, il existe £ € [a, b] tel que

a+b

[ r0at-6-a) (g1 + 25

Considérer l’erreur commise par la méthode sur lintervalle [c—x,c+x] (ot c= (a+b)/2)
comme une fonction de x € [0, (b- a)/2].

)+ 350)) = 55 (b= )£

2. Retrouver les majorations d’erreurs des exercices [76] et [77] Démontrer que si f est de
classe €* et majorée par 4, alors :

pa(b-a)®

I-S,|< .
| | 2880 n*

3. A T'aide de la formule de la moyenne, retrouver les développements asymptotiques des
exercices [76| et Démontrer que si f est de classe €,

b-a)® 1
S, =1+ W(f(?’)(b) - f®(a)) + o(ﬁ).

4. Application numérique : f(z)=1/(1+x) pour x € [0,1].

Idée-clé L’idée est simple : pour les trois méthodes, on étudie l’erreur commise sur un intervalle
symétrique par rapport au milieu (a+b)/2 comme une fonction de la demi-largeur de lintervalle.
Pour cela, on dérive un certain nombre de fois et on intégre. L’étape consistant a écrire une
formule exacte (une égalité) avec une dérivée de f évaluée en un point inconnu (plutot qu’une
inégalité) peut sembler artificielle mais elle servira pour donner un équivalent de ’erreur.

Soluce
1. (a) Posons, pour z € [0, (b- a)/Q] :

f(c+x)+f(c—x).

Az) = f _:” F(6)dt -2z :

Il sera utile de remarquer que A¢(0) = 0. De plus, At est dérivable et, pour tout z :

Af(z) = fle+x)+ f(e—z) = (f(c+a) + fle-x)) —a(f'(c+z) - f(c-))
= —ac(f'(c+:c) —f’(c—x)).

Par le théoreme des accroissements finis, il existe 1 € [0, 2] (qui dépend de x) tel que

Ai(z) = -2xf"(n).
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Notons myg = inf[, 41 |f”| et Ma = sup, ) |f”]. Alors, vu que A¢(0) = 0, on a pour

tout x : 9 oM
x
M2 43 < -Ay(x) =- f Af < m—Y
3 0 3
En particulier, pour x = (b—a)/2, il vient :

f(a)+ f(b) _Ms

meo 3
"2 h—a)? < ~T+ (b <
TR th-a)=— 12

(b-a).

Comme |f"| est continue sur le segment [a,b], les bornes ma et My sont atteintes.
Par le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe £ dans [a,b] tel que

ENNIGLY (ORFiC

(b-a)3.
Posons, pour z € [0, (b- a)/2] :

et
Am(x):/c-_x F(H)dt - 22f(c).
11 sera utile de remarquer que A, (0) = 0. De plus, A, est dérivable et, pour tout z :
An(z) = fle+z) + fle—z) -2f(c).
Il sera utile de remarquer que A! (0) = 0. De plus, A/ est dérivable et, pour tout x :
An(z) = f'(c+z) - f'(c-=).
Par le théoreme des accroissements finis, il existe n € [0, 2] (qui dépend de z) tel que
A (z) =22f"(n).
On obtient en intégrant (A7, (0) =0 et A, (0) =0) :
mox® < Al () < Moa?

puis
3
203 < Am(z) < M
3 T
En prenant x = (b—a)/2, on trouve :
M
Sr0-a)’ <I-(b-a)f'(e) < S (b-a)’,
d’ott I'existence du & € [a, b] cherché par le théoreme des valeurs intermédiaires.

Posons, pour z € [0, (b- a)/2] :

As@)= [ poyae - %’“’(f(c—m) +4f(c)+ f(c+ 1))
Il sera utile de remarquer que Ag(0) = 0. De plus, Ag est dérivable et, pour tout x :
AY() = flera) + fle-2) = 5 (fler o)+ fem) - 5 (f(era) - fe2))
4
=S flera) 3 fle-a) - 3 f(0) - S (era) - e-)
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Il sera utile de remarquer que Ag(0) = 0. De plus, Ag est dérivable et, pour tout  :

A4 = S f (e a) + 2 f emw) = (v ) - flem2)) = S (e ) + (=)
= %(f’(c+x) - f’(c—x)) - %(f"(CwLx) + f”(c—x)).
Il sera utile de remarquer que Ag(0) = 0. De plus, A§ est dérivable et, pour tout x :
AP (@) = 3 (e ) + £ (e ) = (1 (e v 2) + £ (e =) = S (fO e 2) - fO e 1))
=S (fP(era) - 1O (c-w)),

Par le théoreme des accroissements finis, il existe 1 € [0, 2] (qui dépend de x) tel que
@ (c+z) - fO(ec—2z) = 2efP(x), Cest-a-dire :

AP (@)= -2 f .

Définissons my et My comme les bornes supérieure et inférieure de f*). L’encadrement
ma < f®(€) <My donne en intégrant (A%(0) =0) :

2%WM Ag(z) = fOxAéS) —QLM47
puis (Ag(0) =0) :
x—4m <-AY( - | A&< —$—4M
154 < TAs(@) = fo SSTIT
puis (Ag(0) =0) :
25 5

Pour z = (b-a)/2, il vient :

(b-a)°
90 x 32

(b-a) |

bh—
ma < =T+ =2 (f(a) +47(e) + F(0)) < o5~

La continuité de f®*) donne, avec le théoréme des valeurs intermédiaires, I'existence
de ¢ dans [a,b] tel que

e (@ s 20+ ) = Lo o)

2. On note py = supp, 1 |f”| et on définit py & l'avenant. Pour la méthode des trapezes, on

transforme ’égalité de la question I sur chaque intervalle [z, xg41] en inégalité :

_(b-a)’
s H2

Tk b—a f(zr) + f(@he1)
ka F()dt === x 5 <

puis on somme sur k, ce qui donne avec l'inégalité triangulaire :

(b-a)®

=Tl € 5 h2
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Pour la méthode du point médian, on obtient de méme :
(b-a)®
I-M,|< .
L= Mal € S h2

Enfin, pour la méthode de Simpson, on trouve :

(b-a)®
I-S
’ \ 28807 7 Ha-

3. Pour préciser la majoration, on utilise 1’égalité de la question |1} Pour k € {0,...,n -1},
soit & un point de [z, x4 1] pour lequel

Tht1 b-—a f(xk)+f(xk+l)__ (b- a) "
ka f(£)dt - ——x 5 =15 ) ()

On trouve alors en sommant :

G a)2 S

I_Tn: //
12 2 Z (&)-

A . . . b
On reconnait une somme de Riemann pour la fonction f”, qui converge vers [’ f"(t)dt =

f'(b) = f'(a). Cela donne :

(b_a)2 l I 1
=Ty = = (f(0) = f'(@) + o —5)-

C’est un tout petit peu moins précis que certaines des méthodes précédentes, ou le terme
d’erreur était O(1/n3) au lieu de o(1/n?).

Pour les méthodes du point médian et de Simpson, ces arguments donnent immédiatement :

(b0 s 1
=M, = 25 o (F/(0) = f'(@) + o ).

_(b-a)!
1-S0 =~y (O B) - O () +of o).
4. Avec f(x) =1/(1+z) pour z € [0,1], on trouve f®)(z) = =6/(1+z)* et f(x) = 24/(1+x)°,
d’ott pg =24 et f'(1) - f'(0) = 45/8. 1l vient :

1 . 1
|[In2-S,| < 204 et mieux : (In2-S,) ~ "ot

Remarque (noyau de Peano) Repartons de l'expression de A{(x) pour z € [0, (b—a)/2] (avec
c=(a+b)/2) et écrivons :

Af(z) = —x(f'(c+ x) - f'(c- a:)) =—z /C:w f(H)dt

On intégre par parties dans cette nouvelle expression de Ay(x) :

M) = [ m—t( | tt f”(u)du) at
:[_gf::tf"]x f (f"(c+t)+f"(c t))dt

- [_ £+ f £( c+t)dt—[0_x %f”(c+t)dt,
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de sorte qu’avec x = (b—a)/2, on trouve par changement de variable u=c+t :

3159 =5 [ () reeg [fa-otraa
- _% ab(b —2) (- a) " (u)du.

Cela explique la formule magique dans la question[3 de 'exzercice [76. Des calculs semblables
(moins agréables) donnent des formules (moins agréables) pour lerreur des méthodes du point
milieu et de Simpson. On peut les généraliser pour chaque méthode d’intégration reposant sur
une subdivision en termes du noyau de Peano. Voir par exemple [2, chapitre III] ou [5, chap. 8].

Exercice 80 (synthése des méthodes précédentes)
Raconter ses derniéres vacances.

Soluce
On interpréte la méthode X, ou plus précisément la suite de terme général ——X,,, comme un

b—a
barycentre des f (xl(n)) ou des f (:E;Zn))’

1 b 1 - (n) (n) 1 2n (2n) (2n)
b, F@a X = S S on G Xa= S ™),

ou les poids (plin))ogkgn ou (pgn))ogeggn sont donnés par le tableau de la figure m

S e e S S ST < S < S v N v
divisions x(()n) :L‘gn) Cﬂgﬁ)l x,(ln)
1 1 1 1
b—Rgg) — — — 0
-a n n n
1 1 1 1
- Rgld) 0 - - =
a n n n
1 T 1 1 1 1
b—a " 2n n n 2n
1 1 1 1 1 1 1
Ton | — = o e
b-a 4n 2n 2n 2n 2n 4n
M 1 1 1 1
b—a n n n n
S 1 2 1 2 2 1 2
b—a " 6m 3n 3n 3n 3n 3n 3n 6n

FI1GURE 10.7 — Comparaison des méthodes classiques d’intégration
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On retrouve facilement les formules suivantes, valables pour tout n :

_RPARY 4Ty - T To+2M,

Ty s Sn
2 3 3

Remarque D’autres méthodes font intervenir des subdivisions non régulieres, par exemple :

— la méthode de Monte Carlo consiste a tirer n points (z1,...,xy) au hasard dans [a,b] selon
une loi de probabilité uniforme et a prendre pour approrimation de l'intégrale la moyenne
%Z};‘:l f(x;) ; grace au théoréme de la limite centrale, on peut montrer que la convergence
est en 1/\/n;

Uintérét de cette méthode est double :

— méme pour des fonctions non dérivables, la convergence est en 1/\/n, ce qui est meilleur
que la méthode des rectangles (pas de borne explicite sans hypothése de dérivabilité) ;

— en dimension supérieure, c’est-a-dire pour évaluer des intégrales multiples, il n’y a pas
d’analogue des méthodes que I’on vient de voir : les méthodes de type Monte Carlo sont
les seules disponibles

— la méthode des quadratures de Gauss, dans lesquels les points x,(gn) sont les racines de

polynomes orthogonauz et les poids plgn) sont les intégrales de polyndémes interpolateurs de

Lagrange.
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Chapitre 11

Probabilités

11.1 Généralités

Exercice 81 (Promenade dans le hasard)
On considere une particule p qui se déplace le long de Z de la fagon suivante. A Dinstant ¢ = 0,
elle se situe en 0. On suppose que si a un instant quelconque ¢ = k € N, la particule se trouve
en f € 7, alors, a I'instant ¢t = k + 1, la probabilité pour que la particule se trouve en £+ 1 est %
et la probabilité pour que la particule se trouve en £ — 1 est %

Dans la suite, pour (k,n) € (N*)2, on note :

e X, la variable aléatoire décrivant la position de p a l'instant t = k, et Y 1= Xg — Xpy1;

e 7, la variable aléatoire qui vaut 1 si la particule p se trouve en 0 (en Zéro), et 0 sinon;

e U, la variable aléatoire représentant le nombre de fois ou la particule p passe par 0 entre

les temps t =0 et t = 2n, c’est-a-dire U, = Ziﬁo Zy,.

Le but de cet exercice est de déterminer un équivalent en l'infini du nombre moyen de
passages de la particule p en 0 apres 2n déplacements.

Pour tout ce qui suit, on fixe (k,n) € (N*)2.

Xp+n

1
1. Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire ? et la variable ?

2. Montrer que
2k

k

3. On va trouver une formule donnant ’espérance de la variable U,,. Dans la suite, on note

1
P(Zy, = 1) = 47( ) et P(Zops1 = 1) = 0.

1 (2k
:=]P)Z =1 = —
Pk (Zor = 1) 4k(kz)

(1) Etablir une relation entre Dk €t Dis1.
(ii) En déduire une formule pour E(U,,).

4. En déduire que

Soluce
Fixons donc (k,n) e (N*)2.

187
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1. Notons tout d’abord que Xp =0, et X, = > Y;. Etudions d’abord la loi de la variable

Yy = X — Xi_1. Comme la particule p parcourt Z en faisant des sauts de 1, Y ne peut
prendre que 1 ou —1 comme Valeurslﬂ Au vu de la loi de la variable aléatoire Xj, on en
déduit que

1 1
P(Yk:]-):i’ et P(Yk:—1)=§

Yk+1
2

On en déduit alors que la variable
une probabilité de % Autrement dit,

peut prendre les valeurs 0 et 1, toutes deux avec

Yi+1 1
b (—) .
2 2
Par suite, comme on avait
n
Xy = E:Y{u
i=1

on en déduit que

Xpt+n i Y, +1
est somme de n termes de variables de Bernoulli; en conclusion, la variable aléatoire %

suit une loi binomiale, de parametres (n, %) :

Xn+n~,%’<n,l).
2 2

. Par définition des variables aléatoires Zg, qui vaut 1 quand p est en 0, et 0 sinon, et X,

qui décrit la position de la particule sur Z, on a :
7y, =1 si et seulement si X = 0.

Comme on avait la formule

k
Xk = ZY’M
i-1
on obtient ’équivalence
2k+1
Zoks1 =1 <= Xops1=0 <= > Y;=0. (%)
i=1

Or, la variable Y}, est a valeurs dans {-1,1}. On a donc
Yir=1 (mod 2).

Ainsi, on a
2k+1
Xops1 = Z Y;=2k+1=1 (mod 2).
i-1

En considérant de plus I’équivalence (%) précédente, on en déduit que

Zoj+1 =0,

1. Concretement, la variable Y décrit le saut de la particule p sur Z.
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et donc
P(Zok+1 =1) =0.

YK+1
2

suit une loi de Bernoulli &% (%

De plus, comme la variable ), et comme la variable

—X”2+" suit une loi binomiale B (n, %) par la question précédente, on a
2k 2k k 2k-k
P(Zop=1)=P Y, =1|=P =k|=P| =L —"—=Fk]-= Z) (=
(%)(2)(22)(2 #I\2) 3]
et donc,

P(Za=1) = lef(Q:)

3. (i) Calculons le quotient
pre _ 1 QRGE+D) (kH)* 1 2kt 1)(2k+1) 2k +1
pe A ((k+1)D2 " (2k)! 4 (k+1)2  2(k+1)

On en déduit la relation suivante :
2(k + 1)pr+1 — 2kp, = pi.
(ii) En sommant 1’égalité obtenue précédemment de 1 & n, on obtient par télescopage :
2n 2n n
B(U) < (3:20) - 31 x B2 =1) 40 P2 = 0) = 3 P(2ar - 1)
k=0

£=0 £=0
n

= ipk = > (2(k + D)prsr — 2kpr)
k=0

k=0
=2(n+1)pps1 —2x0xpg =2(n+ 1)pp41
~ 1 (2(n+1)) 1 2(n+1)(2n+1)(2n)!
—o(n+ 1)—4n+1( 5 ) =20+ 1) o 2
2n+1(2n
B(U) - ()
4. Ici, utilisons la formule de Stirling, qui donne un équivalent en I'infini de n! :
n
n!~ (E) 27mn.
e

On a alors :

2n+1(2n)N2_n(2_n)2”\/m (g)“ 1 2N2_n4n\/47le\/ﬁ
4n n qn \ e n) /2mn 4n 2mn VT

Ainsi, on obtient bien

E(U,) ~ %ﬂ.

Remarque Si l'on prend par exemple n = 100, ce résultat dit qu’aprés 200 déplacements, la
particule sera passée en moyenne un peu plus de 11 fois par 0... Incroyable, non ¢

11.2 Processus de Galton-Watson
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Exercice 82
Partie I — Somme aléatoire de variables aléatoires, formule de Wald

Soit (§2,.7,P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire a valeurs dans N, (X,,)n51
une suite de variables aléatoires suivant la loi de X et N une variable aléatoire indépendante
des X; et a valeurs dans N. Pour w € ), on pose

N(w)

S(w) = > Xp(w),
P

avec la convention usuelle S(w) =0 si N(w) = 0.

1. Soit Gx, Gg et Gy les séries génératrices de X, S et N. Montrer que
Gs = Gn o Gx

2. On suppose que X et N possedent une espérance. Montrer que S possede une espérance
et que E(S) = E(N)E(X).

Soluce
1. La fonction génératrice de Gg est définie au moins sur l'intervalle [-1, 1] et, pour ¢ € [-1,1],

Qs(t) = f;P(s = n)t"

La formule des probabilités totales appliquée au systeme complet (N = k)py permet
d’écrire, pour tout n e N :

+00 +0oo
P(S=n)=> P(S=nnN=k)=Y P(X;+...+Xg=nnN=k)
k=0 k=0

+00
= ZP(X1++Xk=n)P(N:]€),
k=0

la derniere égalité provenant de l'indépendance de X; + ...+ X, et de Nﬂ Posons alors
tpk, = P(S=n)P(N = k)t"; la famille (up k) (5 k)enz est sommable puisque [up x| < P(S =
n)P(N = k) := v, et que v, est le terme général d’une famille sommable (toujours
grace a formule des probabilités totales). On peut donc permuter les deux sommes dans
la formule suivante :

+00 +00 +00
Gs(t)=>.P(S=n)t"=> > P(Xy+...+Xg=n)P(N=k)t"
n=0 n=0 k=0

+00 +00
=Y P(N=k) Y P(X;+...+Xg=n)t"
k=0 n=0
puis utiliser les fonctions génératrices pour écrire :

+00 +00 +00
SP(N=k) Y PXi+...+ X =n)t" = Y P(N = k) Gx,++x, (1)
k=0 n=0 k=0

2. C’est le lemme dit « des coalitions ».
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mais, par indépendance des X;, Gx,+.+x, = Gx, x - x Gx, = (Gx)*, et notre formule
devient :

Gs(t) = 3T P(N = k)(Cx(1)* = Gx(Gx (1))
k=0

qui est le résultat voulu.

2. Siles X; et N possedent une espérance, alors les fonctions Gy et Gx sont de classe €' sur
[0,1], donc Gg Vest, et

Gs(1) = Gn(Gx(1)) Gx(1)

Comme Gx(1) = 1, la formule précédente montre que S posséde une espérance et que
E(S) = E(N)E(X).

Remarque. On peut montrer que si X et N possedent un moment d’ordre 2, alors S

possede un moment d’ordre 2 et V(S) = V(X)E(N) + E(X)?V(N).

Exercice 83
Partie II — Elémentaire, mon cher Galton!

Le but de cette partie est décrire le processus dit de Galton-Watson, ou processus de
branchement. Il s’agit d’étudier la dynamique d’une population issue d’un seul individu. Le
temps est ici discrétisé. Au temps initial, on a donc un individu; a l'instant suivant, celui-ci
donne naissance a un certain nombre de descendants, puis meurt. Et le processus se répete pour
chaque individu de la nouvelle génération. On suppose que la loi du nombre de descendants est
la méme pour chaque individu, et que ce nombre est indépendant de la descendance des autres
individus.

Formalisons le probléeme : on modélise le temps par une variable n € N. Soit X une variable
aléatoire discrete sur N, telle que P(X = k) = pg, pour k € N. Soit (X7');50,i>1 une famille de
variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées et suivant la méme loi que X.
On fait I’hypothese supplémentaire que, pour tout ¢ > 1, et tout n > 0, X' admet un moment
d’ordre 2. Notons enfin, pour n € N, Z,, la variable aléatoire égale au nombre d’individus & la
génération n.

A Dinstant initial n = 0, le nombre d’individus est Zg = 1; au temps n, nous avons Zj,
individus, qui engendrent chacun (X7'); descendants, donc au temps n+1, le nombre d’'individus
est

Zn

n

Ziny1 = EXZ )
i=1

avec bien entendu Z, .1 = 0 dés que Z, = 0.

Pour la suite, on désigne par m 'espérance de X, G, resp. Gy, la fonction génératrice de X
(qui est donc aussi celle des X7'), resp. de Z,, et on pose, pour n € N,

xn =P(Z, =0).

Le probleme consiste a étudier la probabilité de ’évenement M : « la population finit par
s’éteindre .
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. Convergence de la suite (x,) vers la probabilité d’extinction.

Montrer que la suite (x,) est convergente et que lim x,, = P(M).
n—+oo

. Relations de récurrence.

Etablir les formules suivantes, valables pour tout n e N :
Gni1=GpoG puis G,=GoGo...oG (n facteurs).

En déduire que la suite (z,,) vérifie g =0 et x,11 = G(ay).

. Etude de la suite (z,,).

Montrer que la suite (x,) converge la plus petite racine, notée r, de I’équation G(z) =z
dans [0, 1].

. Probabilité d’extinction en fonction de la valeur de m = G/'(1).

En considérant la fonction ¢ : ¢t —» G(t) — ¢, montrer que si m < 1, alors r = 1 et que si
m > 1, alors r < 1.

Discuter alors, en fonction de m, de la probabilité d’extinction de la population.

. Evolution de la population.

On étudie pour finir la valeur moyenne de la population a la n-iéme génération, c’est-a-
dire pp = E(Zy,).

Exprimer cette valeur moyenne en fonction de m et de n puis conclure quant a 1’évolution
de la population dans les situations vues précédemment.

Soluce
1. Convergence de la suite (z,) vers la probabilité d’extinction.

L’évenement M s’écrit comme 'union des éveénements Z,, =0 :
+0o0o
M= | J{Z, =0}.
n=0

Comme, pour tout n € N, (Z,, = 0) c (Z,4+1 = 0), la suite des éveénements (Z,, = 0),en est
croissante donc, en vertu du théoréme de continuité croissante, (x,) converge et lim x, =
n—+oo

P(M).

. Relations de récurrence.

— Puisque Zg =1, Gg = Id.

— Les X' et Z, satisfont aux conditions d’applications de la formule de Wald, ainsi la
relation Z,.1 = ZiZ:”l X! entraine Gp4+1 = G, o G puis une récurrence immédiate permet
de conclure que

G,=GoGo...0G.

On en déduit aussitot que zp =0 et 2,41 = Gnr1(0) = G(GL(0)) = G(xy).

Etude de la suite (z,,).

L’ensemble des points fixes dans [0,1] de G est un fermé borné non vide (il contient 1), il

a donc un plus petit élément r. Montrons que (x,) converge vers r.

— Réglons d’emblée le cas G(0) = 0. Dans ce cas, la suite (x,) est constante, elle converge
bien vers la plus petite racine de G(z) = x. Ce cas correspond a la situation ou, &
chaque génération, un individu donne toujours naissance & (au moins) un descendant ;
I’extinction n’a jamais lieu.
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— Supposons (pour toute la suite) que G(0) > 0. Notons, vu l'existence pour X d’un
moment d’ordre 2, que G est de classe €2 sur [0,1]; par ailleurs G est clairement
croissante sur [0,1], elle transforme l'intervalle [0,7] en [G(0),G(r)] c [0,r]. La suite
(zy,) est donc a valeurs dans [0,7] et, puisqu’elle est convergente, elle converge vers un
point fixe de G qui ne peut étre que r.

4. Probabilité d’extinction en fonction de la valeur de m = G'(1).

La fonction G est positive; o est de classe €2 sur [0, 1] et, pour tout ¢ € [0, 1],

(a)

O (t)=C'(t)-1, et ¢"(t)=G"(t)= io k(k-1)P(X = k)t*2.
k=2

Supposons m < 1 (on parle de systéme critique ou sous-critique). S’il existe ¢ €]0, 1],
tel que G"(t) = 0, alors P(X = k) = 0 pour tout k > 2 et alors G” = 0; donc G(t) =
1+m(t—-1) et on voit alors que si m =1, G(t) =t ce qui a été exclu (se rappeler
que G(0) > 0) et que si m < 1, I'"équation G(z) = = n’admet que 1 pour solution.
Sinon, G"” > 0 sur ]0,1[, donc ¢ est strictement croissante sur [0,1] et, puisque
©'(1)=G'(1)-1<0, ¢" <0 sur [0,1[. En conclusion, ¢ est strictement décroissante
sur [0,1] et par conséquent, pour tout t € [0,1[, p(t) > ¢(1) = G(1) =1 = 0, ce qui
montre bien que 'unique solution dans [0, 1] de I’équation G(x) = x est r = 1.
Supposons maintenant m > 1 (on parle de systéme critique ou sur-critique). Cette fois
¢ est strictement croissante sur [0,1] avec ¢'(0) = G'(0)-1=P(X=1)-1<0 (se
rappeler que G #1d) et ¢'(1) =G'(1) -1=m-1>0, ¢’ s’annule exactement une fois
sur ]0,1[ en un certain . L’étude des variations de ¢ montre alors qu’elle s’annule
une fois sur ]0,a[. Conclusion : r €]0,1[.

L’étude précédente permet de conclure que :

— Sim <1, P(M) =1, donc la population va presque siirement disparaitre.

— Si m > 1, la probabilité de disparition de la population est strictement inférieure a 1 et
elle n’est nulle que si P(X =0) =0=G(0) (cas réglé auparavant).

Remarque. Pour la question précédente, un autre argument (efficace) est le suivant : G

est convexe donc ¢ l’est aussi...

5. Evolution de la population

Puisque

pins1 = E(Zns1) = Gpia (1) = (G o Gn)'(1)
= G'(Gn(1)).G,(1) = G'(1).G,(1) = mE(Zn) = m pin,

on obtient, par une récurrence immédiate, pour tout n € N,

tn =E(Zy) =m".

Cela permet de conclure que :

— si m < 1, alors la population moyenne tend rapidement vers 0;

— si m > 1, alors la population moyenne tend rapidement vers l'infini;
— si m =1, alors la population moyenne reste constante.

11.3 Loi normale
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Cadre (Loi normale et point fixe)
On s’intéresse ici a la loi normale, ou loi de Gauss centrée réduite, caractérisée par la fonction
densité ¢ : R - R, définie pour t réel par

1,2
e 2.

(1) = —
90 =

V2T
Dans cet exercice, on introduit, pour tout a > 0, la fonction ,, définie sur ’ensemble des
densités de probabilité, par la formule suivante : pour toute fonction f a densité, on a

Ya(f) = af * f)(a),

ou * désigne le produit de convolution : pour g et A deux fonctions, pour tout x réel,

(g + h)(x) = fR gz - t)h(t)dt.

On veut montrer que les points fixes de la fonction ) /3 sont les lois normales.

Exercice 84 (Loi normale : résultats préliminaires)
Démontrer les lemmes suivants.

1. (a) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Montrer que la fonction
caractéristique de X + Y s’écrit, pour tout 6 € R,

E(exp(iH(X + Y))) = E(exp(i60X) )E(exp(ifY)).

(b) Montrer que si de plus X et Y admettent pour densités respectives f et g, alors la
variable aléatoire X + Y admet pour densité f « g (produit de convolution).

2. Soit X une variable aléatoire de densité f. Montrer que, pour tous réels a et b, avec a # 0,

1 -b
la variable aléatoire Y = aX + b admet pour densité la fonction y — |—| (y_)
a a

Soluce
1. (a) Le premier point découle du fait que, si X et Y sont deux variables aléatoires indépen-
dantes, toute fonction de X est indépendante de toute fonction de Y ; pour tout 6 fixé,
les variables aléatoires exp(i6X) et exp(i0Y) sont donc indépendantes et intégrables,
d’out
E (eiQ(X+Y)) -E (eiGXeiGY) -E (eiGX) E (ewY) .

(b) En ce qui concerne les densités : pour toute fonction continue et bornée ¢, la variable
aléatoires ¢(X +Y') est bornée, donc intégrable, et on a :

B(o(X+Y)) = [[ 6+ 1)7(@)g(y) dady.
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On effectue alors le changement de variables s = x+y, t = x. C’est un difféfomorphisme,
de jacobien égal a 1. Donc (avec un petit coup de Fubini pour la deuxieme égalité),
on obtient :

E(p(X+Y)) ff¢(s (s —t)g(t)dt

- [ot)( [ 16 - 09y t)
= [ o)+ 9)(s).

On peut donc conclure que f x g est la densité de X + Y.
2. On utilise le méme type de méthode : on se donne une fonction h continue et bornée. On
a alors

E(h(aX +b)) = [:O h(az +b) f(z)de.

On effectue le changement de variables y = ax + b, soit z = (y — b)/a. Ce changement de
variables est croissant si a > 0, décroissant sinon. Dans les deux cas, on obtient

E(h(aX +b)) = [:o h(y) f (yT_b) ﬁdy.

1 -b
Donc la variable aléatoire aX + b admet pour densité la fonction y — ﬂ f (y_)
a a

Exercice 85 (Loi normale : le théoréme)
1. (a) Montrer que, si X et Y sont deux variables aléatoires normales centrées réduites

et indépendantes, alors la variable aléatoire (X +Y)/v/2 suit la loi normale centrée
réduite.

(b) En déduire que la densité de la loi normale centrée réduite est un point fixe de 3

2. Conclusion : on introduit .#2, ’ensemble des lois & densité de carré intégrable.
Montrer que les points fixes de ¥ s sont exactement les lois (normale) de Gauss centrées.

Soluce
1. (a) Soit f:z~ exp(-22/2)/\/2m.

On a, pour tout réel z,

(Fe D@ = [ -1 fear

L f " bt g
2 [eS)

_ L @atea?2) gy
27
L o (=224 3,
27
1
_ e—x2/4

VT
ol
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ou 'avant-derniére égalité provient du fait que la fonction ¢ — e~ (t=2/2) [/ est la
densité de la loi normale d’espérance x/2 et de variance 1/2.

La variable aléatoire X +Y admet donc pour densité la fonction = +— % (%), puis
en utilisant le deuxiéme lemme, la variable aléatoire (X + Y)/2 suit la loi de densité

f, donc est de loi normale centrée réduite.

Si on préfere utiliser les fonctions caractéristiques : c’est plus rapide, a condition
d’avoir calculé la fonction caractéristique de la loi .47(0,1). Pour la loi normale, on
peut également utiliser la transformation de Laplace dont le calcul est plus facile.

Pour tout 8 € R, on a E(e'X) = e /2 donc
X4 . . 2\ 2
E (ele%) =E (el%x) E (eZ%Y) = (e_%) =02,

b) Il est clair que les lois gaussiennes centrées sont points fixes de ¥ /5 : on vient de voir
q \/5
que c’est le cas pour la loi normale centrée réduite, et on peut utiliser le lemme 2
pour montrer le méme résultat pour une loi normale centrée et de variance o2 > 0.

2. Réciproquement, considérons une variable aléatoire X de carré intégrable dont la loi est

un point fixe de ¥ s, et une variable aléatoire Y de méme loi que X et indépendante de
X.

La variable aléatoire (X +Y)/v/2 a la méme loi que X. En particulier, on a
2

V2

- =E(X)

E(X):E(X+Y)

V2

donc X est une variable aléatoire centrée.

Considérons maintenant une suite (Xy) de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi que X.

On peut montrer (facilement) par récurrence que, pour tout n > 1, la variable aléatoire
(X1 + -+ +Xgn)/V/2" a la méme loi que X. Or, le théoreme central limite permet d’affirmer
que cette variable aléatoire converge en loi, lorsque n tend vers l'infini, vers la loi normale
centrée et de variance var(X). On conclut alors que X suit la loi normale centrée et de
variance var(X).

Remarques Si (X,Y) est un couple de variables aléatoires indépendante et de méme loi de
densité f, alors U(f) est la densité de (X +Y)/V/2.

D’autre part, ce théoréme est encore vrai si on ne suppose pas que les variables aléatoires

admettent une densité, en remplacant v 5 par lopération correspondante sur les transformées

de Fourier : pour tout 6, Lx(6) = (Lgc(ﬁ/\/i))2

11.4 Entropie

Cadre
Soit (£2,.#) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire réelle. On définit 1’entropie
de Shannon #(X) de X de la fagon suivante :
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— si X est discrete, si {x;, i € I} est 'ensemble des valeurs qu’elles prend et si p; = P(X = ;)
pour tout ¢ de I,

A (X) == pilogp;

i€l
(on convient que p;logp; =0 si p; =0);
— si X est continue et admet une densité f,

H(X) =~ [ f(@)log f()ds

(si flog f est intégrable).
(Ici, le logarithme est le logarithme népérien ou, de fagon assez habituelle le logarithme a
base 2.)

Exercice 86 (v.a. finies d’entropie minimale ou maximale)
Ici, X ne prend qu’un nombre fini de valeurs {x1,...,z,}. On note p; = P(X = z;) pour 1 <i < n.

1. Vérifier que 'entropie de X est positive ou nulle et qu’elle est nulle si et seulement si
toutes les probabilités p; sont nulles sauf une qui vaut 1.

2. Démontrer que pour tout (qi,...,qn) € (R™)", avec Y71 ¢ =1, 0n a :
n n
=Y pilogp; < pilogg;.
i=1 i=1

Démontrer de plus qu’en cas d’égalité, on a : p; = ¢; pour tout i (tel que p; #0).

3. En déduire que I'entropie de X est inférieure ou égale a celle d’une variable qui suit une
loi uniforme, ce qui revient a dire :

A (X) <logn,

et qu’il n’y a égalité que si X suit une loi uniforme.

Soluce
1. Comme p; € [0,1] pour tout 4, on a : —p; logp; > 0. Par suite, 5 (X) > 0. De plus, si 'une
des probabilités p; ne vaut pas 1, alors —p; logp; > 0 et H#(X) > 0.

‘ N
e ! 1\

FIGURE 11.1 — La fonction p — —plogp

2. On a, par la stricte concavité du logarithme, I'inégalité logu < u — 1 pour tout réel u
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strictement positif. De plus, 'inégalité est stricte pour u différent de 1. D’ou :

- Y. pilogpi+ Y piloggi = Y pilog = < ) pi
5 @
i=1 '

n
1=1 1=1 v =1

i S -
eSS
pi i=1 i=1

De plus, pour qu’il y ait égalité, il faut que p;/q; = 1 pour tout i (tel que p; #0).

3. Silon prend ¢; = 1/n pour tout i, ce qui est la loi d’une distribution uniforme, on trouve

n
1
A (X) <= pilog— =logn.
i=1 n

Il y a égalité si et seulement si p; = 1/n pour tout i tel que p; # 0. Comme la somme des p;
vaut 1, cela impose que p; = 1/n pour tout i.

Remarque Si l’entropie représente le désordre, l’opposé de linformation, ’inégalité exprime
que l'on a une information minimale quand les probabilités sont toutes égales. C’est intuitif si
on pense a un dé : plus il est pipé de facon inhomogéne, plus le parieur est avantagé!

A la place de la (stricte) convexité du logarithme, on peut utiliser celle de ¢ : x — xlogx (cf.

Uexercice .

Exercice 87 (entropie conjointe et critére d’indépendance)
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discretes. On note {z;}r (resp. {y;}jey) l'en-
semble des valeurs prises par X (resp. Y). Pour (i,5) € I xJ, on note p; = P(X = x;),
q; = P(Y = yj) et p;; = P(X=z;AY = yj).

L’entropie conjointe de X et Y est I'entropie du couple (X,Y) :

A X, Y)=~ Y pijlogpi;.
(i,§)elxJ

1. Soit K un ensemble fini ou dénombrable et soient (7x)rex €t (Ag)rex deux familles de
réels strictement positifs. Si K est infini, on suppose que la famille (rg)rek est bornée.
On suppose de plus que Y pcx Ak = 1. Démontrer que

log Z AT 2 Z A, log 1,
keK keK

avec égalité si et seulement si tous les r, sont égaux. Quid si certains Ay sont nuls ?
2. Vérifier que

HX)+ AY) - AKX, Y)= Y piylogLL.
(4,5)€lxJ big;

Cette différence est appelée information mutuelle de (X,Y).
3. Démontrer que (X,Y) < #(X) + #(Y).
4. Démontrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si 5 (X,Y) = 5#(X) +72(Y).

Remarque Vu, et pas a la télé! La question [1] est une version de l’inégalité de Jensen qui
exprime la stricte concavité du logarithme.
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Soluce
1. Soit r = ¥ pex Ax7k- Cela a un sens car (7 )gek €st bornée et on suppose Yk Ak = 1. Pour
tout k dans K, on a par concavité du logarithme :

1
logry —logr < —(rp—r1);
r
de plus, il y a égalité si et seulement si 75 = 7.
logry, +

logr —+

FI1GURE 11.2 — Stricte concavité du logarithme

En multipliant les deux membres par A\; et en sommant sur k, il vient :

Z A logry — Z A logr < %(Z ALTE — Z Akr).

keK keK keK keK

Dans cette inégalité, seule la somme Y .. Axlogrr est susceptible de poser probleme.
Comme la suite (7 )rek est majorée par R > 0, on peut écrire rs = Rsy, avec s € ]0,1[ pour
tout k; alors Y .« Axlogry est la somme de Y. A logR =1logR et de Y, Ak log si qui
vaut éventuellement —oco, ce qui rend 'inégalité trivialement vraie.

Apres simplifications (¥ A\g = 1, . Ag7x =7, le membre de droite s’annule), cela donne :

Z A logr, —log Z Ak < 0.
keK keK

De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si ry = r pour tout k (il faut qu’il y
ait égalité dans chacune des inégalités initiales).

Si certains coefficients A sont nuls, on applique le résultat précédent & K’ = {k € K, Ay # 0},
ce qui ne change pas les sommes. L’inégalité s’en déduit et il y a égalité si et seulement si
tous les réels r affectés d’un coefficient Ap non nul sont égaux.

2. Soit #(X,Y) la différence entre la somme des entropies et I’entropie du couple. On 'ex-
prime en remarquant que p; = . jeJ Dij pour tout 1 et qj = Yey pij pour tout j (en permutant
les sommes allegrement en espérant qu’elles convergent absolument! — par exemple parce
qu’elles sont finies 7?7111 Ce n’est pas toujours le cas. Il faudrait reformuler en faisant en
sorte que tous les signes soient positifs, ou supposer que l’entropie est finie.) :

F(X,Y) = #(X) + #(Y) - #(X,Y)
=—Y pilogpi - Y gjlogg;+ >, pijlogpi;

1€l jeJ (2,5)€elxJ
==Y > pijlogpi =Y. Y pijloggi+ Y, pijlogpg
i€l jeJ jeJ iel (2,7)€lxJ
Dii
= Z pl] IOg ‘U' .

(3,7)€IxJ Pig;



200 CHAPITRE 11. PROBABILITES

3. Appliquons l'inégalité de la question On a, avec K =IxJ et 745 = p;q;/pij pour (i,5) e K :
pPig;
f(X,Y) = - Z pijlog *Y

pig;
> —log Z pijﬂ
(i,))ek  Pij

2 —logZpiqu =0.
el jeJ

En toute généralité, on a donc : .#(X,Y) 20, c’est-a-dire : H(X,Y) < #(X) + H#(Y).
4. Si X et Y sont indépendantes, alors p;; = p;q; pour tout (i,7) € I xJ. Chacun des termes

de #(X,Y) est nul donc .#(X,Y) =0.

Supposons que & (X,Y) = 0. Pour qu’il y ait égalité, il faut que tous les ;5 tels que p;; # 0

sont tous égaux. Il existe donc une constante C telle que p;q; = Cp;; des que p;; # 0.

En reportant dans la définition de .#(X,Y), on obtient (les couples (7,j) éventuels pour

lesquels p;; = 0 ne contribuent pas & la somme) :

0=4(X,Y)= > -pilogC=-logC.
(i,j)eK

On en déduit que C = 1, c’est-a-dire que p;; = p;gj si p;; # 0. En sommant sur tous les
couples (4, 7), il vient :

L="%pigi> > pigi= . pi= p, Pij=1

iel jeJ (4,9) : pij#0 (4,9) : pij#0 (4,5)eK

L’inégalité est donc une égalité, c’est-a-dire que p;; = p;q; pour tout (i,j) € I x J. Cela
caractérise l'indépendance de X et Y.

Remarque Si on pense que l’entropie mesure le désordre, cela devient raisonnable : [’entropie
du couple est maximale quand la connaissance d’une variable n’apporte aucune information sur
Uautre, c’est-a-dire quand elles sont indépendantes.

Exercice 88 (v.a.r. continues d’entropie maximale)

Soit X une v.a.r. continue admettant une densité f. On suppose qu’elle admet une espérance m
et une variance o2. Soit G une v.a.r. gaussienne ayant la méme moyenne et la méme variance,
c’est-a~dire que G admet la densité g définie par :

2
Ve eR, g(z)= . 127r exp (:1:2—07;1) .
1. Vérifier que lentropie est invariante par translation : 7(X) = 7(X —m).
On suppose désormais que m = 0.
2. Démontrer que fRflng = nglng.

3. Soit p:R* >R, 0~ 0, u~ ulnwu si u > 0. Démontrer que

follyoco

et qu’il y a égalité si et seulement si f = g.
Ezploiter la stricte convexité de .
4. Démontrer que 77 (X) < 7 (G) et que 7 (X) = #(G) si et seulement si X est gaussienne.
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Soluce
1. La v.ar. Y = X — m admet pour densité la fonction f : ¢ — f(t+m). En effet, pour tout
couple (a,b) de réels avec a <b,ona:a <Y <bSSIa+m <X <b+m donc (poser z =t+m)

P(a<Y <b)=Pla+m<X<b+m)= faf;mf(w)dx: fabf(t+m)dt.
Mais bien sfir, on a par invariance de la mesure de Lebesgue :
H(X) = fRf(:c) In f(z)dz = A; F(t+m)In f(t+m)dt = (X - m).
2. Vu que m =0, on a, pour x réel :

Ing(z) = —ln(a\/ﬁ) + :U—Q

202"

Il vient, en reconnaissant le deuxiéme moment de X :

fRflngz—ln(a\/ﬁ)/Rf+fo2f(x)dw=—1n(a\/%)+02.

Le résultat est indépendant de f parmi les densités de moyenne nulle et de « variance » o2.

En particulier, pour f = g, on trouve le méme résultat :

1 :fl .
fang I g

(NB : On peut aussi refaire le calcul : f glng = —ln(cr\/ 27r) f g+f g(z)dx = —1n(0\/ 27r)+02.)
R R R

3. Par acquit de conscience, vérifions que ¢ est strictement convexe : elle est continue sur R*
et de classe €% sur R™ et pour u>0: ¢'(u) =lnu+1, ¢"(u) =1/u>0 (figure [11.3)).

Idée-clé L’inégalité de la question[d est en fait une version de linégalité de Jensen. On
la démontre comme dans l’exercice : la somme pondérée par les A, devient l'intégrale
pondérée par g ; les ry, deviennent la fonction f[g; la moyenne r devient donc lintégrale

de f|g pondérée par g :
Jo= )
Log=[r=1
R g g Rf

FIGURE 11.3 — Stricte convexité de ¢ :z — xlnx
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Pour x réel, la stricte convexité de ¢ donne :

o(Z) — o) <)

f(x)
9(z) )

g(@)

et il y a égalité si et seulement si f(x)/g(x) = 1. Remarquons que ¢(1) =0 et ¢'(1) =1,
oublions x et multiplions par g :

(*)

enfin, intégrons :
7)<,
=)-g< -g)=0.
fR<p(g) g< J(f-9)

De plus, en cas d’égalité, on peut affirmer qu’il y avait égalité dans (*) (sauf éventuellement
aux points ou f est discontinue). En effet, I'intégrale d’une fonction positive continue par
morceaux est nulle si et seulement si la fonction est partout nulle, sauf éventuellement aux
points de discontinuité.

4. A présent, on écrit la différence :

%(X)—%(G)=[I;flnf—fkglnw/I;flnf—fRflnwnglng-wfRso(g)g.

La convexité de ¢ permet d’appliquer 'inégalité de Jensen que 1’on vient de voir :
H(X)-2(G)<0.

De plus, il y a égalité si et seulement si f = g (sauf aux points éventuels ou f est discontinue,
ce qui ne change essentiellement rien).

Remarque Ainsi, non seulement une variable gaussienne mazimise ’entropie parmi les v.a.r.
d’espérance et de variance données, mais en plus ce sont les seules. Comparer a ’exercice [80,

Exercice 89 (tant que je gagne, je joue!)
1. Montrer que les v.a. discretes suivant une loi géométrique maximisent I’entropie et que
ce sont les seules, parmi les v.a. a valeur dans N d’espérance fixée.

2. Montrer que les v.a.r. suivant une loi exponentielle maximisent ’entropie et que ce sont
les seules, parmi les v.a.r. continues & valeurs dans R* d’espérance fixée.

Soluce
On reprend la fonction strictement convexe ¢ :R* > R, 0~ 0, u~ ulnwu si u > 0.

1. Fixons 7 € ]0,1]. Soit X une v.a.r. & valeurs dans N; on note p = P(X = k) pour k£ € N. On
suppose que X admet une espérance égale a m = 1/7 — 1. Soit G une v.a.r.d. suivant une
loi géométrique de parametre 7 ; on pose g = P(G = k) = 7 (1 - 7)* pour k € N.

On a:

Y opelngy = . qplngy.
keN keN
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En effet,
Y opklnge =) pk(lnﬂ' +kln(1 —7'(')) =Inm ) pp+In(l-m) > kpy=ln7+In(1 - m)E(X),
keN keN keN keN

quantité qui ne dépend pas de X mais uniquement de 7 : on obtiendrait donc le méme
résultat en remplacant (pg) par (gx).
On écrit alors :

A (X)=AH(G) =Y. prlnpr— > qrlnge = ), prlnpr— Y. prlng

keN keN keN keN
Pk, Pk
=Y =In—q =), @(—)Qk
keN dk keN

Grace a la stricte convexité de ¢, on en déduit que

H(X) = H(G) < o ) o) =) =0,

avec égalité si et seulement si tous les termes py/qx sont égaux, c’est-a-dire si X suit une
loi géométrique.

2. Fixons A € ]0, +oo[. Soit X une v.a.r. a valeurs dans R*, admettant une densité f, qui admet
une espérance égale a 1/A. Soit G une v.a. suivant une loi exponentielle de parametre A ;
soit g sa densité : g(x) = Aexp(-Ax) pour z € [0, +oo].

On a :
R ! [R ! ’
/+f g +g g

fR+flng=fR+f(x)(ln)\—)\:c)dx=1n)\fR+f—)\fR+xf(x)dx=1n)\—)\E(X),

En effet,

quantité qui ne dépend que de 'espérance, laquelle a été fixée. On trouve donc le méme
résultat avec E a la place de X, c’est-a-dire g a la place de f.

On écrit alors :
HX)-H#E)= [ fwf- [ ging= [ fiuf- [ fing

) f oDy

La stricte convexité de ¢ donne alors :
S
)= @ <o [ 2 a)=0)=0

avec égalité si et seulement si f/g =1 (sauf aux points éventuels ou f est discontinue).

11.5 Inclassables
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Exercice 90 (Probabilités et formule de Burnside)
1. Quel est en moyenne le nombre d’éléments fixés par une permutation ?

2. Quelle est la variance du nombre d’éléments fixés par une permutation ?

3. Généraliser ce résultat pour toute action d’un groupe fini G sur un ensemble fini X.

Soluce
1. La moyenne est, par définition,

pe=nt Y XY

oeSy,

ou X7 désigne le nombre d’éléments de X,, := {1,---,n} fixés par o. La formule de Burn-
side dit justement que le membre de droite est égal au nombre d’orbites de &,, sur ’en-
semble X,,. Comme 'action de &,, est transitive, on a u = 1.

2. Facile. La variance est donnée par

V=n™t XIS X9

ceSy, oeSy,

Si on considere I'action de &,, sur X,, x X, donné par o(z,y) = (o(x),0(y)), on voit que
(x,y) est invariant par &,, si et seulement si x et y le sont, ce qui peut s’écrire

(X xXp)7 =X7 x X7,

En prenant la cardinal, cela donne |[(X, x X,)?| = |X2>. Ceci implique, par la formule
de Burnside, que n!™' ¥ .5 |X7|?* est égal au nombre d’orbites pour l'action de &,, sur
Xy x X,

Or il y a exactement deux telles orbites : 'orbite des éléments de la forme (x,z), x € X,,,
et Porbite des éléments de la forme (x,y), avec x # y. Conclusion :

V=2-12=1.

3. La moyenne y est égale au nombre d’orbites de G sur X et la variance vaut V = k - u?,
ol k désigne le nombre d’orbites de G pour I’action diagonale sur X x X.



Chapitre 12

Géométrie

Exercice 91 (Triangle et point fixe)
On considere un triangle ABC non aplati. Montrer qu’il existe un unique triplet (M, N,P) de
points du plan tel que :

Me (BC), Ne(CA), Pe(AB), (MN)L(CA), (NP)L(AB), (PM) L (BC).

Soluce

Soit M € (BC). Notons N le projeté orthogonal de M sur (AC), P le projeté orthogonal de N sur
(AB), et enfin Q le projeté orthogonal de P sur (BC). Considérons la fonction f: (BC) - (BC)
qui a un point M de (BC) associe le point Q que 'on vient de définir. Ainsi le probléme se
ramene-t-il & I’existence et 'unicité d’un point fixe pour la fonction f.

Evacuons d’abord le cas particulier o ABC est un triangle rectangle. Il y a plusieurs possi-
bilités.

S’il est rectangle en B, alors, pour tout M € (BC), f(M) = B. On peut alors choisir B comme
étant notre point M.

S’il est rectangle en C, on appelle H le pied de la hauteur issue de C. Alors, les points N et C
sont confondus, de méme que P et H. On choisit alors le point M tel que (MH) et (AC) sont
paralleles.

Enfin, 8’il est rectangle en A, alors P et A sont cette fois-ci confondus. On choisit alors comme
point M le pied de la hauteur issue de A.

205
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En bref, dans tous les cas, si le triangle ABC est rectangle, on peut trouver un tel triplet de
points, et il est unique.

Considérons maintenant le cas général : la droite (BC) est un sous-espace vectoriel de di-
mension 1, donc complet. Montrons alors que la fonction f est contractante.

Considérons (My, M3) € (BC)2. On distingue deux cas.

Premier cas : tous les angles du triangle sont aigus (figure .

FIGURE 12.1 — Point fixe dans le cas de trois angles aigus

Alors on a CNy = CM, cos(C), et CN; = CM; COS(C), dont on déduit N;Ng = M1M,y COS(C).
De méme, on obtient P1Py = N1M = Ny cos(A), et Q1Qz2 = P1P2cos(B).
On a alors

F(My) f(Mg) = k MjMy, avec k = cos(A) cos(B) cos(C) < 1.

Deuziéme cas : un des angles du triangle, disons C, est obtus (figure [12.2)).

FIGURE 12.2 — Point fixe dans le cas d’un angle obtus
Alors, de méme que précédemment, pour tous points M; et My de (BC), on obtient
FOM) f(My) = k MMy, avec k = cos(A) cos(B) cos(m - C) < 1.

Ainsi, dans les deux cas, la fonction f est contractante dans un espace complet, donc admet
un point fixe unique, comme voulu.
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Exercice 92 (point de Fermat d’un triangle)
On consideére un triangle ABC du plan euclidien que I’on identifiera & R2. On suppose que les

angles A, B, C du triangle sont de mesure strictement inférieure & %’T Soit f la fonction
f:R?> R, M~ MA +MB+MC

On veut montrer qu’il existe un unique point P qui minimise cette fonction.

1. Euxistence. Soit K le disque fermé de centre A et de rayon % f(A). Montrer que, pour tout
M, f(M) > 3AM - f(A), et en déduire que le minimum de f (sur R?) est atteint un point
de K. On fixera dans la suite un point P ou f atteint son minimum.

2. Condition nécessaire et calcul différentiel.

(a) On veut montrer que P n’est pas un sommet du triangle ABC; montrons donc
. On

ro[>)

qu’il est distinct de A. Soit A la bissectrice de A au triangle et posons « =

—_— —
suppose M sur A, tel que MA =z et (AM, AB) = +a. Montrer 1'égalité

f(M) =2+ Va2 -2ABzcosa + AB2 + Va2 - 2ACz cos a + AC2.

En déduire que f n’atteint pas son minimum en A.
(b) Montrer que f est différentiable sur R2\{A,B,C}, et que la différentielle en un

point M, distinct de A, B et C, appliquée au vecteur h de R? est donnée par
— — —

MA . MB . MC) =

MA MB MC '

dfu(h) = (

3. Unicité et construction. Soit €ap (resp. €Bc, ¢ca), le cercle circonscrit au triangle
équilatéral extérieur au triangle ABC, ayant pour base AB (resp. BC, CA). Montrer
que P est 'unique point d’intersection de ces trois cercles.

Soluce
1. L’inégalité triangulaire donne

F(M) = MA + MB + MC > MA + (MA - AB) + (MA - AC) = 3MA — f(A).

Si 'on suppose M ¢ K, c’est-a-dire MA > %f(A)7 alors, f(M) > f(A), et donc f n’atteint pas
son minimum en M. Or f est continue, comme somme de racines carrées de polynémes,
et K est compact. Donc f atteint un minimum sur K, qui est, du coup, également un
minimum sur R2.

2. (a) Calculons f(M) en fonction de x :

FOD) = AM /| A8 - ABJ? + /| A% - A€
=AM +VAM2 -2cosa-AM-AB + AB2 + VAM?2 - 2cosaAM - AC + AC?2
—z+V22-2ABzrcosa + AB2 + Va2 - 2AC -z cosa + AC2

Soit g la fonction sur R définie par

g(z) =z + Va2 - 2ABzcosa + AB2 + Va2 - 2ACx cos a + AC2.
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Alors g est dérivable sur R**, dérivable & droite en 0, et de plus, la dérivée g’ est
continue sur R*. Or, la dérivée a droite ¢'(0) vaut
2ABcosa 2ACcosa

1- - =1-2
IN: SAC cosa <0,

car 0 < a < 7, par hypotheses, et cos est décroissante sur [0, 3] Il en résulte qu’il
existe un intervalle [0,e], avec € > 0 tel que g¢'(x) est strictement négatif sur cet
intervalle. Conclusion, 0 ne peut pas étre un minimum pour g et donc A ne peut pas
étre un minimum pour f.

(b) Il suffit de montrer que la fonction définie par a(M) = AM est différentiable en tout
point M distinct de A et que pour un vecteur h,

dani(h) = AM -h.

Or, a est la composée poa, ou a(M) = Hm”Q et p(x) =+/x. On a

a(M+h) = (AM + h) - (AM + h) = a(M) + 2AM - 7 + h2.
Cela donne . .
day(h) =2AM - h.
Comme M est distinct de A et p est différentiable sur R** il vient :
) o 2am(h)  AM -
day(h) = d(poa)m(h) = = .

3. Comme P n’est pas un sommet de ABC, il vient que f est différentiable en P, et donc
nécessairement, dfp =0, ce qui implique

PA PB PC _G.

PA PB PC
Notons respectivement ces trois vecteurs 4, 9, W ; ils sont donc normés et leur somme est
nulle. On a donc 1 = @? = (=i - ¥)? = 2 + 2cos(i,¥), d’out 'on déduit cos(i, V) = —%. De
méme, tous les angles entre les vecteurs 4, 9, @ ont pour cosinus —1/2.

Ceci implique, en particulier, que I'angle (PA PB) est égal & +2F

appartient, soit a ’arc capable pour le couple (A,B) et l’angle 2::”,
pour le couple (A,B) et 'angle —<F. Or, comme 3, resp. —%, est congru a —2§T , Tesp.
modulo 7, il vient que ap est un des deux cercles qui prolonge ces deux arcs capables

Cela signifie que P
soit a l'arc capable

Pour montrer que P est sur éag, il suffit de montrer, voir la figure 3| que P se situe dans
le méme demi-plan (ouvert) que C.

Montrons cette assertion. Si P n’était pas dans le méme demi-plan, alors son symétrique
P’ par rapport & AB serait du méme coté et vérifierait P’A = PA, P'B = PB et l’inégalitéﬂ
P'C < PC, et donc f(P’) < f(P), ce qui est contraire a la minimalité de P.

Le point P se situe sur ap, sur ac, et sur ¥pc. On sait de plus qu’il est distinct, par
exemple, de A. Pour montrer son unicité, il reste & montrer que les deux cercles Gap et

2. Cette inégalité se voit immédiatement, mais si on veut la prouver algébriquement, on peut par exemple
écrire P'C et PC a ’aide de coordonnées dans un repére orthonormé d’axe des abscisses AB.
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B C

F1GURE 12.3 — Position de P par rapport a AB

“ac sont distincts. En effet, deux cercles données sont, a) soit égaux, b) soit d’intersection
vide, ¢) soit d’intersection un point double, d) soit deux points distincts, or, on sait déja
par ce qui précede que les cas b) et c¢) sont a exclure.

Si €aB = Eac, alors, par exemple, 'angle en C au triangle ABC vaut %’r, contrairement a
I’hypothese.

FI1GURE 12.4 — Construction du point de Fermat

Exercice 93 (droite des moindres carrés)

Le plan est rapporté a un repere (O, 1,7 ) orthonormé. Pour un entier n > 3, on considere un
< nuage » de n points My, Ms, ..., M,, et on note (x;,y;) les coordonnées de M; en supposant
que les abscisses x; ne sont pas toutes égales.
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CHAPITRE 12. GEOMETRIE

Etant donnée une droite 2 d’équation y = az + b on nomme H; le projeté du point M; sur

cette droite & parallelement a I’axe des ordonnées et on définit la quantité :

q(2) = M1H,% + MoH,? + -+ + M, H,,2

On se propose de montrer ’existence et I'unicité d’une droite %y d’équation y = agz + by qui
minimise la quantité.

M;H;? + MoHs? + -+ + M, H,, 2

Montrer 'existence d’un seul couple de réels (ag, by) rendant minimale la quantité

f(a,b) = iwi _ ;- bY2.

Soluce

— La fonction f définie sur R? par f(a,b) = X%, (y; — ax; - b)? est de classe €' et :

g(a,b) =2 Zaz;,(yZ —ax;—b)=2 (aZm? + bei - Z:czyz) (12.1)

8@ i=1 =1 i=1 =1

af n n n

%(a,b)=22(yi—a:pi—b):2 ay zi+bn->y (12.2)
=1 i=1 i=1

Le point (a,b) est un point critique de f si et seulement s’il est solution du systéme

linéaire :
n n n

n n
aZm?+bZ$i—inyi:O, ad zi+bn-> y; =0,
i=1 i=1 i=1 i-1 i
Le systéme précédent a pour déterminant est D = n Y7, 27 — (X0, z;)%. L’inégalité de
Cauchy-Schwarz appliqué aux vecteurs non colinéaires u = (1,...,1) et © = (z1,...,2y)
montre que D est strictement positif. Par conséquent f possede un seul point critique
(ao, bo)-

La résolution de notre systeme donne :

2
MYy Ty~ Diey Ti Doieq Yi bo = D Yi D1 Tf — Doieq Ti ey Tili
- , =

@0 D D

Montrons qu’en (ag, bp) la fonction f posseéde un minimum global strict. Pour cela, évaluons
la différence :

n n

A= f(ag+a,bo+b) - f(ao,bo) = > (yi — aow; — bo — ax; — b)* = Y. (yi — apx; — b)*
=1

i i=1
En développant puis en simplifiant, on obtient
n n
A =-2%(yi - agz; — bo)(az; +b) + Y (az; + b)?
i=1 i=1

mais (ag,bp) étant solution du systéme précédent, on a :

(2

(yi —aowi —bo) (az; +b) = a Y a;(y; — aow; — bo) +b Y xi(yi —apxi —bp) =0+0 =10
=1 =1 =1
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On en conclut que A = Y7, (ax; + b)? donc A > 0. L’inégalité précédente est une égalité
si et seulement si ax; + b =0 pour tout i et auquel cas a = b =0 (se souvenir qu’au moins
deux des z; sont distincts).

— Conclusion : f possede en (ag,bp) un minimum global strict, ce qui établit 'existence et
I'unicité de la droite des moindres carrés.

Remarque Avec les < indicateurs statistiques » :

_ 1 _ 1
x=5($1+x2+---+:ﬂn) et yzﬁ(y1+y2+---+yn),

moyenne des abscisses et moyenne des ordonnées des points du <« nuage >,

zzl( 2, .2

)72 et 2 _ 1 _
0z = (@17 + 22"+ b w,T) - T e %y—ﬁ(xlyl+x2y2+---+xnyn)—x-y,

variance des abscisses et covariance des abscisses et des ordonnées des points du <« nuage », on
2

g, — —
a:aozoig’ et bg =y — apx.
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Chapitre 13

Calcul différentiel
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Soluce
1. L’application det peut étre vue comme une fonction polynomiale a n
Elle est donc bien différentiable.

2. Par unicité dans le développement de Taylor polynomial, cela revient a trouver la partie

linéaire en H (i.e. homogene de degré 1 en les coordonnées de H) dans le développement
de Taylor, en H = 0, de det(I, + H), avec H € ., (R).
Quand on développe le déterminant det(I,+H), avec H = (h;;), on voit que les seuls termes
de degré 1 en les h;; apparaissent dans les termes qui contiennent exactement n -1 fois la
constante 1. Comme les n — 1 coefficients de I,, + H qui contiennent ces 1 se situent sur la
diagonale, le n-ieme coefficient est également sur la diagonale; le terme linéaire est donc
de la forme h;; pour tout i. La différentielle est la somme de ces termes, c’est-a-dire la
trace de H.

2 variables réelles.

3. Comme det est polynomiale, I'application qui, & A dans .#,(R), associe d(det), dans
ZL( M, (R),R), est continue. Nous allons montrer la formule

VH € 4, (R), d(det)a(H) = tr(‘com(A)H)

pour A dans GL,(R). Comme GL,(R) est dense dans .#,(R), la continuité que nous
venons de relever entrainera la formule sur tout .#,(R). On a

det(A + H) = det(A(I, + AT'H)) = det(A) det (I, + A™'H),

et donc, d’apres ce qui précede, la partie linéaire en H du développement de det(A + H)
est bien égale a

det(A) tr(A™'H) = tr(det(A)Ale) = tr(‘com(A)H).

4. Notons com(A) = (mi;)1<ij<n la comatrice de A et ‘com(A) = (nj)1<i j<n, de sorte que
n;j = mj;. En développant par rapport a la j-eme colonne, on a d’une part

n

Zdet(Al,Az,...,Aj_l,H Aj+1,... Z_:; ”mij.

D’autre part, d’apres la question précédente,

d(det)a(H) = tr(*com(A)H) = Z Z hijnj; = Z Z hijmi;
i=1j=1 i=17=1
L’assertion en résultell

5. Soit f l'application qui envoie x de R dans (fl(a:),fg(:n),...,fn(x)) e R™. Alors, f est
différentiable et sa différentielle en x est donnée par

Comme F =detof, il suffit d’appliquer la formule de la différentielle d’une composée : si f
est différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors g o f est différentiable en a et

d(gofla= dgf(a) odfq.

2. Cette question peut se traiter directement, sans passer par la formule de la comatrice. Elle ne fait que
traduire le fait que le déterminant est n-linéaire, ce qui permet de développer det(A; + Hi,...,A, + H,) en une
somme de 2™ déterminants, dont n sont linéaires en les H;. On peut voir cette formule comme un analogue de la
formule de la dérivation d’un produit.
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Par la question précédente, on obtient :

dF, = det(fl'(x),fg(x), .. .,fn(a;)) +det(f1(m),fé($), .. ,fn(x)) (9)
+...+det(f1(:l,‘),f2(l'),---7fn71($)>frlz(l’))'

6. On note fj(x) la j-eme colonne de D, (x). On remarque que f; est dérivable et que fJ’(:r) =
fj+1(x), pour 1< j <n-1. Par la question précédente, D,, est donc dérivable et sa dérivée
est donnée par la formule (©). Comme le déterminant est alterné, tous les termes du
membre de droite s’annulent, sauf le dernier :

x 1 0
$2 .
D! (z) = det(fl(ac),fg(x), .. .,fn_l(x),f,;(x)) =[5 o T 0
: : . .0
n n—1 2
D) o1

En développant par rapport & la derniére colonne, on trouve : D] (x) = D,_i(z). Or,
Di(z) = x et Dg(0) = 0 pour tout k (on reconnait une matrice triangulaire avec des zéros
sur la diagonale, donc de déterminant nul). Il en résulte que D, (z) = 2" /n!.

Remarque On peut retrouver de fagon directe les résultats des questions 2) et 3) en appliquant
la formule donnant ’expression de la différentielle en fonction des dérivées partielles.
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