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Exercice 1. On considére un tube de longueur 2L qui est chauffé par deux résistances
électriques : l'une agissant sur la premiere partie du tube (z € [0,L]) et 'autre sur la
deuxiéme partie (x € [L,2L]). On suppose que la température moyenne u(z,t) dans une
section est régie par le systeme

8—u(x,t)+v@(x,t):q(:c), 0<z<2L, t>0,
u(0,t) =0, t>0,
u(x,0) =0, 0<z<2L,

ou la vitesse v > 0 est une constante donnée et g(x) est une fonction constante par
morceaux définie par ¢(z) = « pour z € [0, L] et ¢(x) = 8 pour x € [L,2L] (c, f > 0 sont
des constantes).

1.1. Dans cette question, on prend o = 3 (le chauffage est donc uniforme dans le tube).
1.1.1. En reprenant directement ce qui a été fait en cours/TD, déterminer la solution
u(z,t) de (1) en tout point du domaine pour tout ¢ > 0.
1.1.2. Onprend L =1,v=2,a= = 1.
Pour a €]0,2L] fixé, tracer la fonction ¢ € [0, 4-00[— u(a,t).
Pour 7 > 0 fixé, tracer la fonction = € [0,2L] — u(x,7) [On tracera deuz courbes, une
pour chacun des cas T <1 et 7> 1.]

1.2. Maintenant a # .

1.2.1. Déterminer la solution u(x,t) de (1) en tout point du domaine pour tout ¢ > 0.
[Indication : Utiliser la figure 1 ci-dessous : chaque zone correspond & une expression
différente de la solution (par exemple les zones I et IV sont trés simples a traiter puisque
les éléments de fluide n’ont parcouru que la partie gauche du tube).]
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Figure 1 : Les différentes zones

1.2.2. Onprend L=1,v =2, a=1et g = 2.
Pour a €]0, 2[ fixé, tracer la fonction ¢ € [0, +o0[— u(a,t). [On tracera deuz courbes, une
pour chacun des cas 0 <a<letl<a<2]
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Exercice 2. On considére une corde vibrante de longueur L fixée a ses deux extrémités
comme sur la Figure 2.1. A Déquilibre, 'amplitude de la corde est v(x,t) = 0 pour
0 <x < L,t>0.On suppose que I’évolution de I'amplitude de la corde au cours du
temps est régie par I’équation des ondes amortie

0%v 0%v ov

@(x,t)—@(x,t):—ra(x,t), 0<I<L, t>0, (2)

ou r > 0 est une constante fixée.

Les questions 2.1 et 2.5 sont indépendantes des autres.
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Figure 2.1 : La corde a I’équilibre Figure 2.2 : La corde pincée a t =0

2.1. (Cas de la corde pincée) On pince la corde en son milieu, on la souleve a l'altitude
H puis on la lache sans vitesse initiale (cf. Figure 2.2 pour amplitude de la corde au
moment ou on la lache). Ecrire les 2 conditions aux limites et les 2 conditions initiales
qu’il faut rajouter a (2) pour décrire le mouvement de la corde.

2.2. On cherche une solution de (2) a variables séparées sous la forme v(x,t) = ¢(x)9(t).
Démontrer que ¢ et ¢ satisfont des EDO du second ordre linéaires a coefficients constants
de la forme

¢"(x) + ag(x) = 0, (3)
P(t) + by (t) + ey (t) = 0, (4)
ou a, b, ¢ sont & déterminer en fonction de r et w2 = —¢H($0) = —wll(to) + Tw/(to).
¢(x0) ¥ (to)

2.3. A partir de maintenant r = 1 et on suppose que w est un réel plus grand que 1.
2.3.1. Donner la solution générale de (3).
2.3.2. Démontrer que 9 (t) = e~ */2 (C COS(%) +D sin(%)) avec C, D constantes réelles

et § = V4w? — 1, est la solution générale de (4).

2.4. A partir de maintenant L = «r. On rajoute & (2) les conditions aux limites

v(0,¢) =0, t>0, (5)
v(m,t) =0, t>0. (6)

Démonter qu'il existe une infinité de solutions satisfaisant (2)-(5)-(6) de la forme

2 _ 2 _
o, 1) = e/ (ck cos(#t) + Dy sin(4k21t)> sin(kr),  k=1,2,3 .. (7)

ou les ay, by, sont des constantes réelles.
Tourner la page SVP



2.5. On considere la fonction vy : [0,7] — R définie par vo(z) = 2HZ si z € [0, 5] et
vo(w) = 2H(1 — £) si o € [§,n] ot H > 0 est une constante fixée. Déterminer une suite
(V& )k=1,2,... de sorte que

400
vo(z) = 27’“ sin(kx), x € [0, 7].
k=1

[Développer en série de Fourier un prolongement périodique convenable de vg.]

2.6. On rajoute a (2)-(5)-(6) les conditions initiales

’U(I‘, 0) = UO(‘T)v T e [07 7T]7 (8)
ov
a(l‘70) =0, z € [0, 7). 9)
Trouver la solution du systeme (2)-(5)-(6)-(8)-(9) sous la forme v(zx,t) = Z vg(z, ).
k=1

2.7. Décrire tres brievement le phénomene décrit par une corde vibrante gouvernée par le
systeme (2)-(5)-(6)-(8)-(9) et donner ’évolution de I’amplitude pour des temps grands.
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